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Zur Stabilititsfrage rotierender elastischer Stiibe’). 
Von 
I, Malkin in Charlottenburg. 


Rotiert ein gerader kreiszylindrischer mit Massen belegter diinner Stab 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um seine Achse, so tritt eine in der 
Praxis vielfach beobachtete Erscheinung auf: die im allgemeinen villig 
ungestért verlaufende Bewegung wird bei bestimmten Werten der Dreh- 
geschwindigkeit auffallend unruhig. Das Bestreben, diese gefihrliche Er- 
scheinung auf rechnerischem Wege zu beherrschen, fiihrt zum Problem der 
rotierenden elastischen , Welle“, welches mit dem des (durch eine Axial- 
kraft) auf Knickung beanspruchten Stabes verwandt ist. Diese Verwandt- 
schaft erstreckt sich aber, zunichst wenigstens, auf die Ermittelungsfrage 
der eintretenden Deformation: es ist erstens bekannt, daB die Anwendung 
der Methode der kleinen Ausschlige in beiden Fallen auf Resultate fiihrt, 
welche iiber die GréBe dieser Ausschlige mit der gleich anzugebenden Aus- 
nahme nichts aussagen, sondern nur die Argumentwerte liefern, bei denen 
eine Anderung der Anzahl der méglichen Gleichgewichtslagen des betreffen- 
den elastischen Systems eintritt, das sind die sogenannten_,,kritischen“ 
oder ,,Verzweigungs“-Werte; zweitens, daB auch die Methode der kleinen 
Ausschlage unter gewissen Umstinden Schliisse iiber die GréBe der ge- 
suchten Auslenkungen gestattet, namlich immer dann, wenn in der auBeren 
Kraftewirkung von vornherein eine kleine geometrische Asymmetrie gegeben 
ist und wenn es sich dabei um Argumentwerte handelt, die von den kriti- 
schen weit entfernt liegen; drittens, daB die Ermittelung der elastischen 
Deformation nur dann gelingt, wenn man bei der rechnerischen Behand- 
lung des Problems die Unterscheidung zwischen kleinen und groBen Aus- 


1) Die nachstehende Arbeit bildet eine namentlich nach der variationstheoreti- 
schen Seite hin orientierte Weiterentwickelung einer von der philosophischen Fakultét 
der Friedrich - Wilhelm - Universitat Berlin genehmigten Doktor Dissertation. (Refe- 
renten: Prof. Dr. R. v. Mises, Geheimrat Prof. Dr. M. Planck.) 
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lenkungen aufgibt und die Differentialgleichung des deformierten Stabes so 
ansetzt, daB ihr Giiltigkeitsbereich von der GréBenordnung der Ausschlage 
unabhingig wird. 

In der Stabilitatsfrage dagegen gehen beide Probleme, wie wir sehen 
werden, erheblich auseinander. Es zeigt sich, daB die bei bestimmten 
Werten der Drehgeschwindigkeit der elastischen Welle eintretenden Ver- 
zweigungen keine Stabilitatswechsel bedingen. Dieses Resultat ergibt sich 
allerdings unter der einschrankenden Voraussetzung, daB das Trigheits- 
ellipsoid einer auf der masselos gedachten Welle konzentrisch mit dieser 
befestigten Einzelmasse eine Kugel ist. Auf eine andere Voraussetzung, 
namlich die itiber die reibungslose Bewegung der Welle in den Lagern, 
gehen wir spater ein. 

Wahrend die Anfiange der Theorie der ebenen Elastika und insbeson- 
dere die Ermittelung der kritischen Werte fiir den Fall eines axial be- 


lasteten Stabes auf Euler*) zuriickgehen, die allgemeinere Theorie des 
Gegenstandes dagegen auf Arbeiten von Kirchhoff*) basiert, ist eine aus- 


fiihrliche Untersuchung einiger spezieller Belastungsfille, welche in der vor- 
liegenden Schrift zum Teil verwertet werden, von L. Saalschiitz‘) aus- 
gearbeitet worden. Eine entsprechende Untersuchung auf Grund der be- 
zeichneten genauen Differentialgleichung fiir den Fall der rotierenden Welle 
verdankt man R. v. Mises). Unter Anlehnung an den von Born®) zur 
Theorie der ebenen und raumlichen Stabililtét der Elastika gelieferten Bei- 
trag schlieBen sich die nachstehenden Ausfiihrungen an die v. Misessche 
Arbeit an. Insbesondere erfiillt der Verfasser dieser Zeilen nur eine an- 
genehme Pflicht, wenn er seinem verehrten Lehrer Herrn Prof. Dr. v. Mises, 
dem er vor allen Dingen eine allgemeine Vertiefung seiner wissenschaft- 
lichen Einstellung technisch-physikalischen Problemen gegeniiber verdankt, 
seine warmste Anerkennung auch an dieser Stelle ausspricht. In gleicher 
Weise erlaubt sich der Verfasser dieser Zeilen Herrn Geheimrat Prof. 
Dr. Max Planck fiir die zahlreichen wahrend des Studiums empfangenen 
Anregungen seinen tiefempfundenen Dank auszusprechen. 


In der vorliegenden Arbeit werden wir vorerst die Gleichgewichtslagen 
der rotierenden Welle an Hand eines Gleichungssystems studieren, das sich 
im Anschlu8 an die Ergebnisse der Saalschiitzschen Rechnung aufstellen 


*) S. Enz. d. math. Wiss. IV, 211, 8S. 204. 

5) Vgl. A. E. H. Love, Lehrb. d. Elastiz. (1907), 8S. 489—458. 

*) L. Saalschiitz, Der belastete Stab (1880); s. auch Enz. IV, 2II, S. 205. 

5) R. v. Mises, Uber die Stabilitat rotierender Wellen, Monatshefte f. Math.u. Phys. 
1911, 8. 33ff. - 

*) M. Born, Untersuchungen iiber die Stabilitét der elastischen Linie in Ebene 
und Raum, Géttingen 1906. 
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1aBt. Den strengen Beweis fiir die Anwendbarkeit der Gleichgewichts- 
bedingungen auf das rotierende System bringen wir im zweiten Abschnitt, 
in welchem die Gleichgewichtslagen noch auf einem allgemeineren Wege 
hergeleitet werden. Diese Gleichgewichtszustinde werden dann im Rahmen 
der in der einschlagigen Literatur iiblichen Art auf Stabilitat gepriift. 
Wie wir sehen werden, lassen die betreffienden Berechnungsarten in bezug 
auf Vollstaindigkeit in manchem Punkte zu wiinschen iibrig. Zu einem 
befriedigenden Ergebnis fiihrt erst die im zweiten Abschnitt durchgefiihrte, 
den modernen Anforderungen in bezug auf Strenge entsprechende variations- 
theoretische Stabilitatsuntersuchung, deren Ergebnis im Schlu8wort hervor- 
gehoben wird. 


I. Elementare Theorie der rotierenden Welle. 
1. Die Gleichgewichtslagen. 


Die genaue Differentialgleichung des gebogenen Stabes ergibt sich 
bekanntlich unter Zugrundelegung des strengen Ausdruckes fiir den Kriim- 
mungsradius. Die einerseits von einem ins Auge ge- 
faBten Querschnitt des kreiszylindrischen Stabes vom 
Durchmesser d in einer Ebene durch die Stabachse 
wirkenden duBeren Krifte mégen fiir diesen Quer- 
schnitt ein Moment M ergeben; das aquatoriale Trig- 
heitsmoment des Querschnitts sei J—2d*:64, die 
Kriimmung der in der Kraftebene liegenden Stab- 
achse sei 1:R; ist EH der Youngsche Elastizitits- 
modul des Materials, so gilt fiir die deformierte Stab- 
achse HJ = MR. Fiir die Rechnung wird diese Grund- 
gleichung auf ein ebenes rechtwinkliges Achsenkreuz 
bezogen; sie lautet dann, wenn man Ableitungen 
nach x (s. Fig. 1) durch Striche kennzeichnet, 
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Fig. 1. 
(1 ) — Ely" = (i+ y’?)! : M(x, y). Zur ebenen Elastika. 


Wir wollen die Integrale dieser Gleichung fiir den durch Fig. 1 dar- 
gestellten Fall kurz zusammenstellen. Unter Beziehung auf die Bezeich- 
nungen der Figur wird mit P= EJa* und H:P=h=tg2é 


(2) M(x, y)= Ela*(y,—y+h(x,—2)}. 
Durch Integration von (1) erhalt man das Gleichungssystem ‘) 
(3) ax = cos’ 2é[(9, Po) + 2 tg2ésin (cos p, — cos—p)], 


”) Siehe Saalschiitz, loc. cit. 8. 1—16 bzw. 8S. 46. 
1* 
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(4) a y = cos* 2£ [(cos y, — cos y)-2s8in 0 — tg2é(~, y)], 
(5) sin y, sin # = sin é, 
(6) [F(0, 52) — F(#, ,)| cos 2é = as. 


| 


In diesen Gleichungen ist das Symbol (g, y,) eine Abkiirzung fiir den 
Ausdruck 2[£(#, ») — £(8, y,)) — [F(%, ») — F(#8, y,)], worn F und £ 
die elliptischen Normalintegrale erster bzw. zweiter Gattung sind; das Argu- 
ment @ dieser Funktionen ist ein Parameter, der an der Einspannstelle 
des Stabes den Wert g, hat und von dort aus wachsend am Stabende den 
Wert 42 erreicht, waihrend # den Modul der elliptischen Funktionen be- 
deutet und s die Stablinge ist. Will man bei gegebener Belastung (a, £) 
die elastische Linie ermitteln, so bestimme man aus (5) und (6) die Werte 
von gy, und #, setze dieselben in (3) und (4) ein und lasse hierauf den 
Parameter ~ alle Werte zwischen g, und $2 durchlaufen; dann erhailt man 
durch (3) und (4) samtliche Punkte der elastischen Linie zwischen der 
Einspannstelle und dem belasteten Stabende. 

Im folgenden benutzen wir noch einige weitere Gleichungen. Fiir den 
Tangentenwinkel « am Stabende gilt’) 


). o 


(4) a = 2()- 


V¥r 


Steht die Resultierende aus P und HW auf dem Stabende 
senkrecht (Fig. 2), so ist H: P= ctga = tg2é und 


— ‘ 
(8) a=(2n tl)ga— 26, 


somit wegen (5), (7) und (8) 








7 = © sind = + /2, 
Fig. 2. 7 
Zum Spezialfall der (10) sin p, = y2 sin é, 
ebenen Elastika. 
(11) sin @ = cos* g,. 


Es zeigt sich, daB man praktisch wichtige elastische Linien nur fiir 
0< y S32 erhilt. Auf dieses Intervall, dem auch n = 0 in Gleichung (8), 
also 


(8a) ée= 


S¥e 


a—2 


pol 


entspricht, beschrinken wir uns im folgenden. 

Mit Hilfe des obigen Gleichungssystems suchen wir nun die Gleich- 
gewichtslagen der durch eine Scheibe von der Masse m nach Fig. 3 sym- 
metrisch belasteten Welle zu ermitteln. Dieselbe mége reibungsfrei in zwei 
Lagern mit Cardanischer Aufhingung oder mit Hookeschen Gelenken, so 
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daB die Wellenneigung in den Lagern beliebige Werte annehmen kann, 
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit @ rotieren. Die Exzentrizitat 
der Masse m, d.h. der Abstand ihres Schwerpunktes S vom Befestigungs- 
punkte O an der Welle, sei gleich e>0. Die 
Welle wird, ebenso wie diebeweglichen Teile der 
Lagerung, als masselos vorausgesetzt und das 
ganze rotierende System auf ein mitbewegtes recht- 
winkeliges Achsenkreuz bezogen, dessen 2-Achse 
die aus Symmetriegriinden parallel zur Verbin- 
dungsgeraden der Lager verlaufende Wellentan- 
genteim Punkte O ist, wiahrend die y-Achse in 
die Gerade OS gelegt wird. Wir denken uns nun 
die Welle durch eine in der y-Achse wirkende 
Kraft 2H vom Betrage der Zentrifugalkraft 
Z=mw*(y, +e) belastet, worin y, die Wellen- 
durchbiegung in der Mitte bedeutet. Offenbar 
diirfen wir uns auf die Betrachtung einer — etwa 
der oberen — Wellenhilfte beschrinken. Wegen Fig. 3. Zu den Gleich- 

: , : gewichtsformen der 
der reibungslos vorausgesetzten Lagerung ist die sotlesenden Welle. 
a-Komponente P der Lagerreaktion mit den Be- 
zeichnungen der Fig. 2 gleich H tga, da die Resultierende aus P und H auf 
dem Wellenende senkrecht steht. Da ferner fiir = 0 sowohl y = 0 als auch 
y’=0, so darf die obere in Fig. 3 stark ausgezogene Wellenhilfte als ein 
in «=0, y=O eingespannter Stab mit der positiven x-Achse als Ein- 
spanptangente angesehen werden. Folglich gelten hier die Gleichungen (3) 
bis (6) und (9) bis (11). Wir suchen zuniachst den Zusammenhang zwischen 
y, und w*, setzen hierzu in die Definitionsgleichung fiir a* (s. oben) den 








Wert von P= Htga =i mwm’(y,+ e)-cos* gm, (1 — cos‘ y,) * nach Glei- 
chung (11) ein und erhalten 


(12) 2 Ela* = mw" (y, + e) cos? yy: ¥1 — cos‘ g. 


Hierauf setzen wir in (3) und (4) »y=42 ein; damit ergeben sich die 
Koordinaten des oberen Wellenendes, also 


(13) al = cos® v0| (5 n  o) + y2 V1 — cos*  : 008 % |, 
14) CY, = cos* yo| 72 COB Py — (5%; Po) ¥1 —cos* Po : 008" Yo) 


Die drei Formeln (12) bis (14) bilden das gesuchte Gleichungssystem. Die 
Verinderlichen sind a, y,,@* und g,, welch letzteres wir zweckmibiger- 
weise als Parameter benutzen, um den gesuchten Zusammenhang zwischen 





6 
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y, und w* zu finden. Mit Hilfe der Legendreschen Tabellen iiber ellip- 
tische Normalintegrale erster und zweiter Gattung*) zeichnen wir die Kurve 
OPA (Fig. 4), die die Funktion 22(i2, m)— F(j2, ¢) darstellt. Ziehen 








0 


Fig. 4. Zur Ermittelung der 
Gleichgewichtsformen der 
rotierenden Welle. 


winkel « des Wellenendes 


wir durch den einem Winkel ~, entsprechen- 
den Punkt P eine Parallele PB zur Abs- 
zissenachse, so stellen die Ordinaten des 
Segmentes PAB die GréBe (m,g,) dar. 
Man klammere nun in der Gleichung (4) 
den Faktor tg2é heraus; dann handelt 
es sich bei der Bestimmung von y, um 
die Subtraktion der Funktion (gy, ,) von 
einer gewissen Kosinuskurve PC. Bei der 
zeichnerischen Konstruktion kann man als 
Kontrolle fiir deren Richtigkeit den Um- 
stand benutzen, daS die beiden Kurven 
in P einander offenbar beriihren miissen 
(j= 9). Die Auslenkungen y des Stabes 
sind fiir eimen gewiahlten Wert von », 
— also fiir einen bestimmten Tangenten- 
den Ordinaten des Segmentes PCA pro- 


portional; der Proportionalitatsfaktor andert sich mit der Lage des 
Punktes P. Aus der Gleichung (3) folgt ferner auch x als Summe von 
(@, p,) und einer zweiten Kosinuskurve PD. Die Ordinaten des Segmentes 
PAD stellen also die Abszissen x der gebogenen Welle Fig. 3 dar, wobei 
wiederum die obige Bemerkung in bezug auf den MaSstab gilt. Die Gestalt 
der elastischen Linie ist fiir jedes gy, qualitativ durch Fig. 3 dargestellt. 
Die Ermittelung der Funkiion y, = /f(@*) erfolgt auf Grund folgender 








Tabelle: 
omen te ener T a : 
¥2(1 —cos* g)| (x |/x ¥2(1 — cos‘ y,) _,|a*l’ V1 — cos‘ g, 
Po C08 Py otg a | | 9” Yo) \ 9 » Po} i C08 Y% | al [mrF cos* p, 
0°} 0 | 0 | 0,8471 0,8471 0,8471]| 1,670 0 
10° 0,350 10,251] 0,6739 1,0239 0,9800} 1,193 0,241 
20° | 0,707 10,532) 0,5085 1,2155 1,0100/| 0,869 0,543 
30° | 1,080 0,880| 0,3589 1,4389 0,9350| 0,680 0,768 
40° 1,494 1,380! 0,2308 1,7248 0,7750)| 0,445 | 0,828 
50° 2,000 2,200; 0,1300 2,1300 0,5660 | 0,300 0,705 
60° 2,735 3,870: 0,0596 2,7946 0,3500 | 0,170 0,473 
90° oo co | 0 co 0 0 0 





Bei gréGeren Werten von y,, etwa von 70° an, wird die Rechnung 
mit Tabellenwerten unbequem; fiir dieses Gebiet der q,-Werte wird die 


) Siehe z. B. E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven, 


Leipzig 1909, S. 54ff. 
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Rechnung zweckmaSig mit Hilfe von Reihenentwicklungen erledigt, indem 
man sin « = cos*g, = 26 einfiihrt, worin 6 eine kleine GréBe ist. Auf 
diesem Wege erhalt man 


1 1 8 as 1 aia é 
Vo= 3% — Po= V28(1+g8+ 599"); (g%, %) = 34" (1+ 70") 


und damit ergibt sich aus unserem Gleichungssystem (12) bis (14) 


18 y? mw*l* ‘ 
y, (1- “ 7) = gay (¢ +): 


Wir stellen nun zuerst y,:1 graphisch als Funktion der entsprechenden 
Werte von sec*g,-a*l* yi— cos‘, dar, siehe Kurve p in Fig. 5. Aus 








M 
| 0 Aq a*l*se pV 1co he 
| bezwwe 
+l 


Fig. 5a. Durchbiegung der Wellenmitte als Funktion der 
Drehgeschwindigkeit fiir den Fall e = 0. 








dieser Kurve in Verbindung mit Gleichung (12) ergibt sich y,:/ als 
Funktion von w® fiir beliebige Werte von e durch folgende einfache Kon- 
struktion®). Ist zunichst e=0, so zieht man durch den Koordinaten- 
ursprung lauter Geraden g, welche die Horizontale d im Abstand 1 von der 
Abszissenachse in den Punkten D, die Kurve p dagegen sowohl im Ur- 
sprung, als auch in den Punkten G treffen. Die Vertikalen durch D schnei- 
den die Horizontalen durch G bzw. O in den Punkten P, bzw. y welche 
zwei Linien érfiillen, von denen die zweite mit der Abszissenachse zusam- 
menfallt. Diese zwei Linien sind das gesuchte Funktionsbild; denn aus 
der Figur folgt 
OP,: DP, =(OP, — GP,): Py P, 


*) Vgl. R. v. Mises, loc. cit. 
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oder 
OP, =a°*l* ¥1— cos‘ g, : yy 008" Mo, 
und der Vergleich mit der Gleichung (12) ergibt, daB OP, — von einer 
Konstanten abgesehen — die GréBe m* reprisentiert. Ist aber e+ 0, so 
kommt sowohl |y,-+e|>J|y,| als auch |y,+e|<|y,| in Frage. In- 
folgedessen trage man auf der Ordinatenachse der Fig. 5 nach unten und 
nach oben die Strecke e:1 von O aus gemessen auf und ziehe durch die 
so erhaltenen Punkte ZL und M Parallelen zu g bis zum Schnitt mit der 
Kurve p in den Punkten P’, P”,P”’. 
Der Vergleich mit Gleichung (12) 
ergibt, daB diese Punkte die von 
uns gesuchte Kurve fiir e +0 er- 
fiillen. Die Linie der P” entspricht 
offenbar der Gesamtheit der Gleich- 
gewichtslagen, bei denen der Schwer- 
punkt von m zwischen der defor- 
mierten und der gestreckten Wellen- 
achse, wahrend er bei der Linie 
der P’, P” auBerhalb der geboge- 
~ nen Achse liegt. Die erstere wollen 
ee P wir den zentrischen, die zweite 
- Suchen dos Eekaathamiinen den exzentrischen Halbast nennen. 
fiir den Fall e+ 0. Aus der Konstruktion folgt, da’ 
der exzentrische Halbast nur bis 
zu einem gewissen Wert von q@® existiert, der um so hoher liegt, je 
kleiner e ist; der zentrische Halbast dagegen ist fiir jedes w* méglich. 
Eine bekannte elementare Methode wiirde hier folgendes Resultat 
ergeber. Ist y, eine kleine GréBe, so sind die Lagerreaktionen bis auf 
GréBen héherer Ordnung senkrecht zur Verbindungsgeraden der beiden 
Lager gerichtet: P=0, H=imw"*(y,-+e); das biegende Moment im 
Abstand z vom Lager ist dann }mm*(y, + e)z, also nach Gleichung (1), 
da auch y’* gegen 1 verschwindet, 




















"” 1 , ‘ 
Ely” =— x ™(Y +e)w*z, Ely’ = + mo (yp + e): ; (7* — 3°), 
weil y’ fiir z= verschwindet. Also ist 


Ely, = l 2 1 /)a Lar. 3 273 
¥ = gma (Yo+e)-g(? t— st ) = 7 mo U'(Yo +); 
/\g 


(A) Yo = mo’ l®e:(6 BI — ma'l’). 
Tragt man diese Funktion in das Schaubild Fig. 5 ein (worauf wir jedoch 
verzichtet haben, um die Figur nicht zu iiberlasten), so sieht man, daB 
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sie mit der vorher ermittelten um so besser iibereinstimmt, je kleiner y, 
ist; in der Nahe des kritischen Punktes dagegen, der durch das Verschwin- 
den des Nenners in (A) gekennzeichnet ist, ergibt sie ein ganz falsches Bild. 


Bevor wir zu den Untersuchungen iiber die Stabilitét der im vor- 
stehenden erhaltenen Gleichgewichtslager. iibergehen, wollen wir kurz die 
mechanische Bedeutung der bisher unberiicksichtigt gebliebenen unendlichen 
Vieldeutigkeit der nach Gleichung (11) méglichen g,-Werte erliutern. Aus 
unserer geometrischen Konstruktion geht hervor, daB die oben gefundenen 
wendepunktlosen Gleichgewichtslagen nur bis zu einem gewissen Héchstwert 
von e, namlich bis zu e = 1,671, méglich sind. Bei dieser Exzentrizitat 
rotiert die Welle bei jeder Winkelgeschwindigkeit mit der konstanten Durch- 
biegung y, =e, so daB § dauernd in der Achse liegt. Diese Lage, bei der 
die Weile in den Lagern auf der Rotationsachse senkrecht steht, erfordert 
ja in der Tat keine auBere Kraft zu ihrer Aufrechterhaltung. Fiir gréBere 
Exzentrizititen sind nur elastische Linien mit ~, < 0 vorhanden, was das 
Auftreten von Wendepunkten bedingt. Da die hierher gehérigen Kurven 
wegen der praktisch gar nicht in Frage kommenden Exzentrizitéten kaum 
von Interesse sind, gehen wir auf dieselben nicht weiter ein. 


2. Stabilititsuntersuchung mit Hilfe der Methode der kleinen Ausschlige. 


Die Anwendung dieser Methode soll hier nicht in ihrer ganzen Trag- 
weite erfolgen. Denn ein tieferes Eingehen auf die Eigentiimlichkeiten 
dieser Methode hat gezeigt, daB sie manche Méglichkeit auBer acht lat*°); 
auBerdem bringt ja die weiter unten durchgefiihrte variationstheoretische 
Betrachtung eine Aufklarung. Es handelt sich hier vielmehr in gewissem 
Sinne um eine Revision einiger in der technischen Literatur iiblichen Be- 
rechnungsarten vom Standpunkt der rationellen Mechanik aus. 


Die zu untersuchende stationire Bewegung wird durch die Uberlage- 
rung einer geringen Stérungsbewegung modifiziert und die dynamischen 
Grundgleichungen auf den zusammengesetzten Bewegungszustand angewen- 
det. Der Charakter der iiberlagerten Stérungsbewegung ist fiir die Beur- 
teilung der Stabilitét bzw. der Labilitaét der Hauptbewegung maBgebend. 


Bei der etwas gestérten Drehbewegung ist der von einer beliebig, aber 
bestimmt gewihlten Anfangslage OF aus gemessene Drehwinkel f nicht 
mehr gleich wt, sondern es ist jetzt = wt-+ A(t), worin 4(t) absolut 
genommen dauernd klein bleibt. Auch ist, wie Fig. 6 zum Ausdruck bringt, 
der Winkel y nicht mehr gleich dem Winkel 8. Die durch die Winkel- 





10) Vgl. hierzu E. T. Whittaker, Analytische Dynamik der Punkte und starren 
Kérper, Berlin 1924, S. 216. 
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differenz 6 — wy hervorgerufene Anderung von OS ist aber, da 8 — y= 
von der ersten Ordnung klein ist, von der zweiten Ordnung klein, ist also 
zu vernachlissigen. Die Anderung jedoch, die OS, in der Gleichgewichts- 
lage gleich r,, an sich infolge der Stérung 
P erfahrt, bezeichnen wir durch eg, so daB jetzt 
‘ also r=r,-+-o. Die Beschleunigung, wel- 
cher die Masse m nunmehr unterliegt, zer- 
legen wir in zwei Komponenten: p, in Rich- 
tung von r, p, in der dazu senkrechten Rich- 
Mic. 6. Ser Stebiiidtomter tung der Tangente. Diese Beschleunigungs- 


suchung mit Hilfe der Methode komponenten sind bekanntlich durch 
der kleinen Ausschlage ld 


p,=% — rB?, _ ~ qq(r" B) 
gegeben**), worin Punkte Differentiationen nach der Zeit bedeuten. Sind 


K, und K, die Kraftkomponenten in den beiden bezeichneten Richtungen, 
so gelten die Gleichungen 





AY 





(15) m(* —rp*)=K,, 
. és a2 - 
(16) m—=z(r* B) = K,. 


Besitzt die Scheibe in bezug auf S das polare Tragheitsmoment ms’, 
worin s der Tragheitsradius ist, so mu8 die Gleichung bestehen K irt+mes* y—0. 


Multipliziert man (16) mit r, so wird also — £ (rf) = s*y oder 
(16a) r? 8 + 8° = konst. 


Im Rahmen der im Gleichungssystem (15) bis( 16a) enthaltenen Darstellungs- 
méglichkeiten bewegen sich im groBen und ganzen die iiblichen Stabilitats- 
untersuchungen der rotierenden Welle**). Sie bringen, wie wir gleich sehen 
werden, manchen wertvollen Aufschlu8. Zu einem endgiiltigen Urteil kann 
man aber auf diesem Wege nicht gelangen. Denn, abgesehen von dem 
eingangs angefiihrten Einwand, der die ganze Methode als solche trifft, 
sind die der Aufstellung des Gleichungssystems (15) bis (16a) zugrunde 
liegenden Stérungsarten von sehr spezieller Natur. Fiir die Krifte K, 
und K, miissen wir namlich in unseren Gleichungen diejenigen Werte ein- 
setzen, die wir oben fiir die Gesamtheit der Gleichgewichtslagen nach dem 
Kurvenbild p in Fig. 5 gefunden haben; die Stérungen fiihren also aus 





41) Siehe z. B. H. Lorenz, Lehrbuch der techn. Phys. 1, 8. 53 (1. Aufl). 

1%) Vgl. z. B. die Arbeit von Péschl, Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech. 3 (1923), 
8. 300—301; unser Gleichungssystem (15), (16), (16a) ist dem Gleichungssystem (9) 
und (12) von Péschl aquivalent. Ubrigens fehlt dort im 2. Term der linken Seite 
von (12,) der Faktor o. 
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dem Gebiet der ebenen torsionsfreien Gleichgewichtslagen nicht heraus, 
wiahrend wir doch ein Bild iiber die Stabilitatsverhiltnisse gegeniiber be- 
hebigen Stérungen im Raume suchen. Daher kann uns diese vorlaufige 
Darstellung keine hinreichenden, sondern bestenfalls’*®) nur notwendige 
Kriterien der Stabilitaét liefern, insofern nimlich als die nach der eben ge- 
kennzeichneten Methode als labil erkannten Zustinde labil sind. 

Wie bereits angedeutet und leicht nachzupriifen, ist die Kurve p in 
Fig. 5 mit der y-Achse als Abszissenachse ein Diagramm fiir die auf die 
Masse m wirkende elastische Kraft in Abhangigkeit von der Durchbiegung. 
Bezeichnen wir die diesem Diagramm entnommene Funktion durch f, 
so wird 


K, = — f(r? + ¢* — 2er cosy)-(r — eos 7) : WOT Berens, 
K, = — f(r? + e? — 2ercosy)-esiny: yr* + e* — 2er cosy. 


Da aber laut Obigem y von der ersten Ordnung klein ist, so ist unter 
Vernachlassigung kleiner GréBen héherer Ordnung 


K,=—f(r—e), K,=—f(r—e)-en:(r—e). 
Da ferner rr, -+ 0, 80 ist nach dem Taylorschen Satze 
K,=—f(r—e)—ef' (r,—e), K,= —en-f (to —e):(1 —e). 


Setzen wir diese Ausdriicke und £ = wt -+- 4 in unser Gleichungssystem (15) 
bis (16a) ein, so erhalten wir 


(17) m (6 —2r,04 — ow*)=— of (r,— 

(18) m(2m6+1,4) = - eflte—e) y 
. T.—e€ 

(19) (r2+-8*)4+201r,0 —8*9 =c. 


Die letzte Gleichung, in der c eine kleine konstante GréBe bezeichnet, bringt 
das Energieprinzip zum Ausdruck: die der rotierenden Welle durch die 
Stérung cugefiihrte geringe Energiemenge erleidet im weiteren Verlauf der 
Bewegung keine Anderung. Bildet man nimlich die kinetische Energie 
des gestérten Systems, zieht von ihr die des ungestérten ab, bedenkt man 
ferner, daB die potentielle Energie bei der Stérung um den Betrag 
f(r, —e)-@ = —mo*r,-o zunimmt und setzt endlich die Summe beider 
Bestandteile konstant, so erhailt man die Gleichung(19). Denken wir uns 
die rotierende Welle jedoch als ein Glied eines Energie tibertragenden 
Systems, so kommen jedenfalls auch solche Stérungsarten in Frage, deren 
Energieinhalt nicht konstant bleibt, sofern wir uns auf die Betrachtung 
der Welle ohne Riicksicht auf das iibrige System beschrinken. Bevor wir 
daher zur Auflésung des Gleichungssystems (17) bis (19) tibergehen, unter- 
suchen wir zunichst einige Méglichkeiten, welche sich ergeben, wenn wir 
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die Gleichung (19) fortlassen. Als Ersatz hierfiir nehmen wir vorerst an, 
daB die Winkelgeschwindigkeit w der stationiren Bewegung von der Stérung 
unberiihrt bleibt: 8 = ow, 4=0. Dann geht (17) in 


,? 


3+ o(L—@?*) = 
oS \e 


liber, worauf sich 7 nach (18) durch o ausdriickt. Mit dem Ansatz 9 = A et 
worin A und k Konstanten sind, erhalten wir, indem wir beachten, da 


der GréBe nach, ohne Riicksicht auf die Richtung, f(r, —e)=mr,o’, 
@ f(%)—eé) of (t>—e) 
B) mk oo Bee * 


0 


Die Bewegung wird labil, sobald dieser Ausdruck positiv wird, sobald 
also w* eine gewisse GréSe iiberschreitet. Das Vorzeichen der Differenz 
laBt sich nun am besten an Hand unseres Kurvenbildes p, Fig. 7, be- 
stimmen. Denn der Minuend der 
rechten Seite von (B) ist in dieser 
Darstellung mit den Bezeich- 
nungen der Figur der Tangens des 
Winkels PLS bzw. PMS, je 


nachdem es sich um den exzen- 








P 0 ;* trischen oder zentrischen Halbast 
Fig. 7. Zur Vorzeichenbestimmung der GréBe k*. handelt, der Subtrahend dagegen 
der des Tangentenwinkels PVS. 
Auf diesem Wege folgert man aus dem Schaubild, daB die Gleichgewichts- 
lagen des zentrischen Halbastes immer labil sind, diejenigen des exzentrischen 
dagegen nur fiir Punkte von p, welche auBerhalb eines gewissen Kurven- 
bogens OT' liegen, gekennzeichnet durch die Tangente an p von JL aus. 
Unter Beziehung auf Fig. 5 und die oben erérterte Konstruktion, welche 
aus der Kurve p die der Fig. 5 herleitet und dem Punkt 7 von p den 
Punkt t der Fig. 5 zuordnet, gelangen wir somit zum Ergebnis, daB die 
Gleichgewichtslagen im Gebiet +S, gekennzeichnet durch eine zur Abszissen- 
achse senkrechte Randtangente, labil sind. Zusammenfassend kénnen wir 
also sagen: Die nach unseren Fig. 3 und 6 belastete Welle ist gegeniiber 
Storungen, welche die Winkelgeschwindigkeit ungedndert lassen, nach Uber- 
schreitung der kritischen Geschwindigkeit lalil. Hatten wir uns von vorn- 
herein auf die Untersuchung der nur schwach gekriimmten Gleichgewichts- 
lagen beschrankt, so hitten wir das letztere Ergebnis aus der Gleichung (B) 
einfacher ablesen kénnen. Diese Gleichung kann ja im Falle kleiner Durch- 
biegungen offenbar in der Form . 
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elast. Konst. 2 P mya 
———— a, geschrieben werden, und hierin 


da in diesem Bereich f = 
kommt unser obiges Ergebnis zum unmittelbaren Ausdruck. 

Dieses Ergebnis widerspricht nur scheinbar dem bekannten Fépplschen 
Resultat**), wonach die Welle nach Uberschreitung der kritischen Winkel- 
geschwindigkeit stabil wird. Denn Féppl setzt nicht £ = konst.=o, 
sondern w= konst.—«u, was in unserer Darstellung der Bedingung 
r? 6 = konst. entspricht. Hierfiir wiirde neben der Gleichung (17) auch 
noch die folgende bestehen: 


(20) 2we+r,4 =h, 
worin A eine kleine konstante GréBe bezeichnet. Setzen wir 0 = Ae**, 


4 = Be*, so erhalten wir aus (17) und (20) nach Elimination von A 
uad B zur Bestimmung von k die Gleichung 





| m(k* — w*) + f’(r, — e) —2moa 0 
| as= i. 
|\2@ 1 
woraus folgt 
kia —gle=9_ f(o~0 
To a(% —e)° 


Genau die gleiche Uberlegung wie vorhin wiirde nun ergeben: Gegen 
Stérungen, welche die Winkelgeschwindigkeit w ungedndert lassen, ist die 
Welle sowohl in den zentrischen als auch in den exzentrischen Gleich- 
gewichislagen in einem gewissen vorkritischen Gebiet labil. Auf diese 
Weise wire die erwihnte Unstimmigkeit beseitigt und die Fépplsche Rech- 
nung bestitigt. Doch sind ihr Geschwindigkeiten weit oberhalb von w, 
zugrunde gelegt worden; im Bereich solch hoher Geschwindigkeiten wird 
unsere Energiegleichung (19) wohl mit groBer Sicherheit gelten; ist dies 
aber der Fall, so ergibt (19) mit wy — konst. auch r*f = konst., also nach 
(16) K,=0, folglich auch 7 = 0, 6 = y, # = konst. und r= konst. Fiir 
y = konst. mu8 demnach, wenn die Stérungsenergie nach (19) konstant 
bleiben soll, sowohl o als auch 4 verschwinden: A= B= 0. 

Uberhaupt haftet den speziellen Voraussetzungen iiber die Natur der 
Stérungsarten an Stelle des Energieprinzips stets eine gewisse Willkiir an, 
wahrend die Energiegleichung so gut wie einwandfrei realisierbar ist. Es 
ist namlich bekannt, da8 sorgfiltig konstruierte Dampfturbinen bei Aus- 
schaltung der Schaufelwiderstaénde nach Abstellen des Betriebes viele Stun- 
den lang ohne jede Energiezufuhr laufen. Wenden wir uns jetzt daher 
unserem Gleichungssystem (17) bis (19) zu, so erhalten wir mit dem An- 
satz o = Aett, 4 = Bett, » = Ce*t zur Bestimmung von k die Determi- 
nantengleichung 


13) A. Féppl, Techn. Mechanik 4, S. 281 ff. (6. Aufi.). 
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jar o* —29ro 0 

2kw rk ¢ F%—*)| 0 
0 m f,—€ 

2r,@ r3 + 8? — s*k| 


oder ausgeschrieben 


224 afe fl%—e);.e ) oa) 1 | 2,2 
reek +k ia ae (79 + 8°) + 198° (— —@ ) +4198 wo? | 


_e¢ fi 


To—*) (09 a) (f' 2 \ 22 f(t —e) 
‘ +8*)(£ —@*)+ 4430? == 0. 
m t),—e (r3 8") oa @ ) 9 @ 


%?—e€ 
Beschrinken wir uns hier auf den Fall geringer Durchbiegungen, so ist 
wiederum 
Of (r, — e): 8(r, — e) = f(r, — €): (7, —€) = maz, 

und wir sehen, daB im vorkritischen Gebiet simtliche k-Werte imaginar 
sind, hier herrschi also méglicherweise Stabilitat. Im nachkritischen Ge- 
biet wird e negativ, vgl. Fig. 6. Fiir die Behandlung dieses Falles ver- 
weisen wir auf die genannte Arbeit von Péschl. Auch fiir das tiberkritische 
Gebiet ergibt sich Stabilitat. Die Stabilitatsunterbrechung in der unmittel- 
baren Nahe der kritischen Geschwindigkeit ist dort auf Grund von Durch- 
biegungen errechnet, die sich aus dem Unendlichwerden an der kritischen 
Stelle ergeben; wie wir oben gesehen haben und schon aus der zitierten 
Abhandlung von v. Mises ohne weiteres folgt, ist die eben erwahnte Rech- 
nung gerade in der Umgebung von , sehr ungenau und daher die be- 
rechnete Stabilitatsunterbrechung schwerlich vorhanden. Diese Frage wollen 
wir hier jedoch aus den oben angegebenen Griinden nicht weiter erértern. 

Der zuletzt besprochene Spezialfall, gekennzeichnet durch die Voraus- 
setzung energetischer Abgeschlossenheit des untersuchten Systems, beansprucht 
insofern unser besonderes Interesse, als diese Voraussetzung auch unserer 
exakten Untersuchung zugrunde gelegt wird. Es drangt sich ein Vergleich 
des von der weiter folgenden variationstheoretischen Untersuchung gelieferten 
Ergebnisses mit dem der unvolikommenen Methode der kleinen Schwingungen 
auf. Mit anderen Worten, das eben besprochene Resultat der letzteren 
Methode kann in gewissem Sinne als eine Kontrolle fiir die strenge Stabi- 
litaétsuntersuchung angesehen werden, und wir heben bereits an dieser Stelle 
vorwegnehmend hervor, daB die genaue Rechnung im wesentlichen das 
gleiche Resultat ergibt, wie die zuletzt besprochene. 


3. Stabilitatsuntersuchung mit Hilfe einer geringen Zusatzkraft. 


Bevor wir zur strengen Stabilitatsuntersuchung iibergehen, wollen wir 
hier noch ein Verfahren kurz besprechen, das der Methode der kleinen 
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Schwingungen sehr verwandt ist und vor dieser sogar den Vorteil gréSerer 
Anschaulichkeit hat. Statt die kleinen Bewegungen zu untersuchen, welche 
die Folge einer geringen Stérung der ermittelten Gleichgewichtslagen sind, 
kénnen wir nach dem Vorgange von Saalschiitz™*) nach den kleinen Zusatz- 
kraften fragen, die erforderlich sind, um jene Zustande geringer Stérung 
als Gleichgewichtszustiénde dauernd aufrechtzuerhalten. Ist eine Gleich- 
gewichtslage 1 so beschaffen, daB eine ihr unendlich benachbarte Gleich- 
gewichtslage 2 durch eine geringe nach der Lage 1 hin gerichtete Zusatz- 
kraft gekennzeichnet ist, so ist die Lage 1 labil. Im iibrigen ist gegen 
dieses Verfahren genau derselbe Einspruch zu erheben, wie gegen die oben 
benutzte Methode**). Da ihm auBerdem genau die gleiche Spezialisierung 
der Stérungsarten zugrunde liegt, wie oben, so muB es genau zu denselben 
Resultaten fiihren, was eine gute Kontrolle obiger Berechnurg ergibt. In 
Anwendung auf unser Problem wire die Saalschiitzsche Methode folgender- 
weise zu modifizieren. 


Wir denken uns das Gleichungssystem (14) bis (16) fiir zwei ver- 
schieden groBe Massen m, und m, > m, aufgelést und die Lésung in Fig. 8 
graphisch dargestellt. Da bei un- 
serer Darstellung die Masse m nur 
im MaSstab der Abszissenachse er- 
scheint, so sind beim Ubergang 
von m, zu m, samtliche Punkte 
der Kurve nach MaBgabe des Ver- 
haltnisses m,:m, wagerecht nach 
links zu verschieben. Nun fassen 
wir die beiden einer gewissen Winkel- 
geschwindigkeit w und der Exzen- 
trizitat e = 0 entsprechenden Gleich- Fig. 8. Zur Stabilitéteuntersuchung 
gewichtslagen ins Auge. Von der mit Hilfe einer kleinen Zusatzkraft. 
Lage 2 ausgehend kénnen wir die 
Lage 1 auch dadurch erreichen, daB wir, statt m, auf m, zu verkleinern, 
eine entsprechend groBe —.d entsprechend gerichtete Zusatzkraft k am 
Massenpunkt anbringen. Ware die Masse m, auch bei der Gleichgewichts- 
lage 1 vorhanden, so wire die Zentrifugalkraft gleich m, y,,@* > m, Yp, 0*; 
da aber die letztere Kraft zur Aufrechterhaltung des Gleichgewichts erforder- 
lich ist, so miBte k zur Erhaltung der Lage 1 nach der Lage 2 hin ge- 
richtet sein. Das gleiche Resultat hatte sich ergeben, wenn m, < m, ware, 
die Kurve 2 also auBerhalb der Kurve 1 lage. Hieraus folgt, daB die ge- 











4) Loc. cit. 8. 133. 
15) Vgl. A. E. H. Love, loc. cit. 8. 471, Randbemerkung. 
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kriimmten Gleichgewichtslagen im Falle verschwindender Exzentrizitat gegen- 
iiber Stérungen bei konstanter Winkelgeschwindigkeit labil sind. Denkt 
man sich in die Fig. 8 auch die Kurvenziige fiir e+ 0 eingetragen, so 
iibersieht man ohne weiteres, daB auf Grund unseres Kriteriums der zen- 
trische Halbast nur labile Gleichgewichtslagen enthalt, waihrend das labile 
Gebiet des exzentrischen Halbastes offenbar auf die starker gekriimmten 
Gleichgewichtsformen bis zur senkrechten Randtangente in Fig. 5 beschrankt 
bleibt, in Ubereinstimmung mit dem obigen Resultat. Dieses Beispiel mag 
geniigen. 

Bevor wir zur variationstheoretischen Untersuchung iibergehen, wollen 
wir die ihr, sowie den zuletzt besprochenen Methoden stillschweigend zu- 
grunde gelegte Voraussetzung begriinden, wonach die Bewegung der Welle in 
den Lagern in reibungsloser Weise erfolgt. Diese Reibungsfreiheit miissen 
wir unter anderem auch aus dem Grunde voraussetzen, weil sonst unser 
Verfahren hinreichend kleiner gedachter Stérungen beim Vorhandensein einer 
nicht unter jede Grenze herunterzubringenden Reibung fiir die wirklichen 
Verhiltnisse gegenstandslos wird. Zu dieser Frage diirfen wir uns auf fol- 
gende Bemerkung beschrinken. Die Ergebnisse der nachstehenden Rech- 
nung gelten zunichst allerdings nur fiir reibungslose Verhialtnisse. In den 
Fallen aber, in denen sich Stabilitét des untersuchten Systems ergibt, kann 
die superponierte Reibung, wie ohne weiteres ersichtlich, das Resultat keines- 
wegs beeintrichtigen. Damit ist die Frage fiir uns erledigt. 


II. Variationstheoretische Stabilitatsuntersuchung. 
4. Stabilititskriterium. 


Wir verlassen jetzt die Grenzen der technischen Mechanik, um uns 
den strengen rein analytischen Methoden zuzuwenden. Unsere zuniichst- 
liegende Aufgabe ist die Auistellung eines einwandfreien Stabilitatskriteriums 
fiir unser rotierendes System. Es handelt sich hierbei um die Erweiterung 
des bekannten, von Lagrange ausgesprochenen und von Dirichlet**) be- 
wiesenen Stabilitatsprinzips, wonach die potentielle Energie im Gleich- 
gewichtszustand einen Minimalwert im weiter unten angegebenen Sinne 
besitzt, auf das Problem der stationiren Drehbewegung. Die Erweiterung 
des von Dirichlet nur fiir die Mechanik diskreter Massenpunkte bewiesenen 
Prinzips auf den Fall des eindimensionalen elastischen Kontinuums ist von 
Born*’) gegeben worden. Durch eine geringe Modifikation seiner Ausfiih- 
rungen gelangen wir zum Stabilitatskriterium der stationiren Rotations- 


18) §. Crelles Journal 82 (1846), S. 85. 
17) Loo. cit. 8. 91—101, 65—70, 6—11. 
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bewegung des gleichen Kontinuums. Das gesuchte Kriterium ergibt sich 
als Folge aus dem Energiesatz, welcher sonst zwar als Frucht Jahrtausende 
alter menschlicher Erfahrung angesehen wird, auf dem Gebiet der rever- 
siblen Naturvorginge sich jedoch einem allgemeineren Postulat, dem Prinzip 
der kleinsten Wirkungen, unterordnet, aus welchem er sich deduzieren 
la8t, und zwar in jedem einzelnen Falle. Im Rahmen einer analytischen 
Darstellung diirfen wir auf die Herleitung des Energiesatzes aus dem 
Hamiltonschen Variationsprinzip nicht verzichten. Indem wir jedoch auf 
die Bornsche Arbeit, insbesondere auf die unter **) angegebenen Stellen 
ausdriicklich hinweisen, diirfen wir uns im nachstehenden verhiltnismaBig 
kurz fassen. 


Im AnschluB an die Formeln und Bezeichnungen von Klein und 
Sommerfeld **) beziehen wir die Bewegung des diinnen wie oben gelagerten 
Stabes auf ein riumliches linkshandiges Koordinatensystem, dessen z-Achse 
in die Drehachse fallt. Der Stab wird im Falle beliebiger Bewegungen die 
Gestalt einer zeitlich stetig verinderlichen Raumkurve annehmen. Seine 
potentielle Energie driickt sich bekanntlich durch die Kriimmung und 
Torsion aus, letztere wohlbemerkt im mechanischen sowohl als auch im 
geometrischen Sinne verstanden. Wir werden somit neben den Koordinaten 
x,y,z des Stabelementes auch deren Ableitungen nach der Stabliange s 
bis zur dritten Ordnung einschlieBlich betrachten miissen. In der Variations- 
rechnung eliminiert man Ableitungen zweiter und héherer Ordnung unter 
dem zu variierenden Integral durch Einfiihrung neuer Funktionen mit 
Nebenbedingungen. Als solche Funktionen empfehlen sich hier besonders 
die drei Eulerschen Winkel 3, y, y des Stabelementes. Jedes Stabelement 
sei mit einem rechtwinkligen linkshaindigen Koordinatenkreuz Z 9 7 starr 
verbunden. Im undeformierten Zustand des Stabes liegen simtliche 7- Achsen 
in der z-Achse, simtliche Z- bzw #-Achsen mégen dabei die aufeinander 
senkrecht stehenden z¥%- bzw. z#-Ebenen erfiillen; die Exzentrizitaét e der 
(friiher mit m bezeichneten) Scheibenmasse M mége die ¥-Richtung des 
Befestigungspunktes O von M reprisentieren, von dem aus die Bogen- 
lange s gerechnet wird. Die Eulerschen Winkel #, y, y kennzeichnen 
dann die Lage eines 9 Z-Systems im xyz-Raum. Die Z-Achse ist mit 
der Tangente der Raumkurve identisch, wahrend die Z- und #-Achse gegen 
die Binormale bzw. Normale der Kurve um einen gewissen Winkel (bei 
Born mit ® bezeichnet) verdreht erscheinen, der eine Funktion der Bogen- 
lange ist. Sind dann 2p, Yo, 2%, 9%» %» Yo die Koordinaten des Linien- 
elementes durch 0, so sind die Koordinaten des Schwerpunktes S von M**) 


18) F. Klein und A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels, 8. 17 ff. 
1%) Siehe d. letztgen. Werk 8.19, Tab. 5, 1. Spalte. 
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Xs = XL, + (cos P, cos y, — cos B, SiN |, BIN Wo); 
Ys = Yo + €( cos g, sin y, + cos #, sin ~, COS Y, ); 


Zs = 2, + esin®, sin gp. 


Andern sich ferner die Winkel #, y, y, um die Differentiale 6, dt, p, dt, w, at, 
worin Punkte die Differentiationen nach der Zeit t bedeuten, so fiihrt 
das System Z, 9,7, eine Drehung im 
Raume aus, deren Komponenten in be- 


| 7 qag auf das feststehende System xyz 
4 g y y 
it~ an Hand der Fig. 9 leicht berechnet 
——s werden zu 
y . , 
\ | A ey” Wp sin &, sin Py + 7, cos yy) dt 
= = \ | = Drehung um die -+- Z-Achse; 
oo. F \ "a 
ee \- : ao re 
wa ~. a>— Wo Sin J, COS Po — Vo = Py) at 
. L\ - Drehung um die -+- #- Achse; 
¥ 
\, (Ww, cos 3, + py) dt 


Fig. 9. Die drei Eulerschen Winkel. Drehung um die + Z-Achse. 


Sind ferner mds die Masse eines Wellenelementes, A und C Elastizitats- 
konstanten, 1(8,t), u(s,t), »(s,t) drei den jetzt als Nebenbedingungen 
erscheinenden Beziehungen zwischen x, y,z und #, m, y zugeordnete Euler- 
Lagrangesche Multiplikatoren, J, und J, das polare bzw. aquatoriale Trag- 
heitsmoment der als symmetrischer Rotationskérper vorausgesetzten Scheibe 
in bezug auf S, werden endlich Differentiationen nach s durch Striche 
bezeichnet, so lautet das Hamiltonsche Prinzip unseres Problems 


(21) { [pm 


a 1 2 ¢ 1 , , q\2 
E 4 y°+2°)—s5Aly * sin’ & 4 9’*) - 5 O(@ +- w’ cos #) 


(s, t) 
+ A(2’ — sind siny) + u(y’ + sin dcos w) + »(z’ — cos ) \ds-dt 
(1 wg? 4+ 92 -2 lt (o 44 5 \2 
Tv Il ges 9s +2s) +5 p\Po TT Yo ©O8 Vy ) 


(t) 
+ 51, (8% + we sin®d,) |dt = Min, 
oder schematisch 
SS (UP(4, 9,2, 2',..., 8, 0,...)] ds-dt 
+ J [f (40s Hos Zo 49» Pos Vor Po Por Yo) dt = Min. 


Die Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen dieses Variationspro- 
blems sind mit denen des folgenden identisch: 
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SS(Pa@.ar 2... 8,6, ---)+(@— p) F,+(9 — 9) F, 
+(z—r)F,|ds-dt + f [f(B, a, 7, u, v, W, Do, Yo, Yo) 
+ (% — B) f+...+( —w) f,] dt = Max.-Min., 


worn F,=0F:0p usw. Versteht man unter P,Q,+--,w diejenigen Funk- 
tionen von s und ¢ bzw. von ¢ allein, welche der Lésung des Problems 
entsprechen, und fiihrt man die Funktionen 2 = F,; x= F,, o=F, 
a =f;,...,&=f,,---, durch welche sich p,q, r, p,... ausdriicken lassen, 
da wegen der Legendreschen Bedingung fiir das Minimum (21) die maB- 
gebenden Diskriminanten von Null verschieden sind *°), sowie die GréBen 


E=p2a+qx-+ro— F=spezifische Energie des Stabes, 
e=px+...—f=—Energie der Masse M 
ein, so geht unser Problem (21) tiber in 
SSt- E(x, x,¢,2',...,0,0,...) +aa+yx+zo]dsdt 


+ f [—e(#,..., %,...) + %)%+ ...]dt = Max.-Min. 
(t) 

Da die Masse M mit keinem der Wellenendpunkte zusammenfiallt, so 
liegt die Integrationskurve (hier die Gerade s = 0) des einfachen Integrals 
irgendwie im Innern des Integrationsgebietes (#,¢), wobei die Endpunkte 
der Kurve Randpunkte von (s,¢) sind. Daher sind die Euler-Lagrange- 
schen Gleichungen so zu bilden, als ob jedes der beiden Integrale fiir sich 
zum Extremum zu machen ware*). Das Doppelintegral liefert 

—E+z=0; 2 i, = 0; ~ B,—x=0; E,= 0 
a 8 zx 


ds 
oC ° . 0 a, . a oe ° ant 
(22) —H#,+y=0; 22,-B,=0; 2H,—x=0; E,=0 


a 


° é : 
—H,+2=0; > #,—H,=0; —#,—o=0; £,=0. 


Das einfache Integral dagegen liefert sechs Gleichungen der Form 
(23) —ez+%,=0, 


®) Unter der Voraussetzung nimlich, daB das Problem (21) eine Lésung besitzt, 
muB die Legendresche Bedingung fiir die Integralsumme in (21) erfiillt sein. Dies 
findet seinen Ausdruck darin, daB eine gewisse quadratische Form in allen ihren Ar- 
gumenten positiv definit sein mu8. Dann sind aber auch die den beiden Integralen 
in (21) entsprechenden Bestandteile jener quadratischen Form positiv definit. 

%) Anders verhilt sich die Sache natiirlich, wenn die Integrationskurve einen 
Teil der Randkurve des Integrationsgebietes bildet; vgl. hierzu Hilbert, Zur Variations- 
rechnung, Giétt. Nachr. 1905. 

Q* 
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und je drei Gleichungen der Form 

(24) m=O baw. e, +é=0. 

Da sowohl E als auch e von der Zeit ¢ explizite frei sind, so gilt 
E=E,a2+...+Byo' +E, y+ Ey y+ Bob 4+ By # 

+ Byt'+...4+BA+... 

é=egx+...+ eeé + e+ €9, Bo a 

Mit den Gleichungen (22), (23), (24) erhalten wir 

(25) B=—[Eyp~+By y+ Byb+ Byt+ Byy+EByz]; é=0. 


Auf Grund unserer obigen Definition der spezifischen Energie Z, wonach 


p—z,...,.1—-0F:éz,..., und mit Riicksicht darauf, da8 fiir die wirk- 
lich eintretende Bewegung die Faktoren von 4, u,» in F verschwinden, 
haben wir 


1 ~ ‘ . 1 ’ . al’ 1 a , 
E= gm(e* +9 +2") +5A4(v * sin? +# *) += 5 O(@ + wy cos #)*, 


(26) B=2[Cp(9' + y' cosd) + Apy’ sin*d + Cy cod (9’ + y’ cosd) + Ad0" 


Diese letztere Gleichung wollen wir der ganzen Wellenlinge nach, also 
von s = —I bis s =+ 1, integrieren; hierzu brauchen wir die Werte des 
Klammerausdruckes an den Integrationsgrenzen. Um die Randwerte zu be- 
stimmen, schalten wir hier folgende einfache Hilfsbetrachtung ein**). 

Es liege das Variationsproblem vor, unter allen Kurven, die einen 
gegebenen Punkt P, (2, ¥),2)) des xyz-Raumes mit der Ebene x = 0 
verbinden und dabei eine gegebene Kurve OC, deren Gleichung y = 9(z), 
z= (x) ist, im Raume schneiden, diejenige zu finden, fiir die das Inte- 


Zo 
gral J = Sf f(a, y,z,y’,2’)dx zum Minimum wird. 
0 


Die Lésung, falls sie existiert, definiert in der Ebene x=0 einen 
Punkt P, (0, y,,z,) und auf der Kurve C einen Punkt P,(z,, y,,z,), und 
man schlieBt in iiblicher Weise, daB sowohl P, P, als auch P, P, Extre- 
malenstiicke des Integrals J sein miissen. 

Nun betrachten wir eine zulissige Variation der zusammengesetzten 
Extremale P, P, P,, indem wir zwei Funktionen 4(7) und ¢(2) von be- 
kannten Stetigkeitseigenschaften und mit der Bedingung 9(2,) = ¢(z,) = 0 
einfiihren. Ist P,P, P, durch y= y(x), z=z(x) dargestellt, so soll jede 


*2) Dieselbe ist Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, 8. 42—44, nach- 
gebildet. 





Stabilitéat rotierender Stabe. 21 


Kurve der Schar y = y(x) + kn(x),z=2z(x)+10(a) die Kurve C treffen; 
es muB daher gelten 


y (ty+ 6) +h ate) =U (tte); 2(ay+e) +1 (e+e) = F(a, +8), 


worin e eine geniigend kleine GréBe bedeutet. Hieraus folgt 





_ Y(%te)—y (ets) _ ‘ | — 2iet8) ~2(%_+e) _ l : 
tae ee Cmte) = C8) 


k(0)=1(0)=0 
' x y’ (2), é Z' (a) — 2’ (2) 
[dk (2): de}ug ==); [dt (e): de], 9 = Pa. 
Fiir die variierte Kurve lautet unser Integral J 


Ze 


I(e)= Jf f(x, y+k(e)n, y+ k(e)n’,2+1(e)C, 2’+1(e)C’] dex. 


0 


Unter diesen Variationen ist die Extremalkurve P, P, P, ausgezeichnet durch 


, cio ‘dl oe 
I(0)= (4), | (ton + fy 9 yao + () fine + fee )dxz=0. 
0 0 


Wendet man auf die zweiten Glieder unter den Intgralen die partielle 
Integration an und beachtet das Bestehen der Euler-Lagrangeschen Glei- 
chungen fiir P,P, und P, P,, so erhalt man 


1? 
¢(0) 


SLU (2) — (aa) fv + ES UF (ee) — 2" (aa) fv = 0 fir 2 0. 





Da 7 und ¢ willkiirlich und voneinander unabhangig sind, so folgt endlich 
fy=90; fy=0 fir z=0. 


Die Randbedingungen, denen die Extremale P, P, an der Ebene x = 0 zu 
geniigen hat, sind vollstindig unabhingig von der Kurve C; die gleichen 
Randbedingungen hitten sich ergeben, wenn wir die Extremale zwischen 
dem Punkt P, und der Ebene x= 0 gesucht hitten. Auch fiir die Ex- 
tremale zwischen zwei Ebenen x = 0 und z =a mit zwei zwischenliegen- 
den Kurven C und C, ergeben sich an den Randebenen die obigen Be- 
dingungen. 

Ferner machen wir noch von einer andern Transversalitatsbedingung 
Gebrauch. Bei Doppelintegralen handelt es sich bei der einfachsten Art 
von Aufgaben um die Bestimmung der eine gegebene Raumkurve verbin- 
denden Fliche R, welche dem iiber die orthogonale Projektion von R auf 
die Ebene der beiden unabhingigen Veranderlichen genommenen Doppel- 
integral iiber eine bekannte Funktion f der beiden unabhingigen Verinder- 
lichen, der Flaichenordinate z und ihrer partiellen Ableitungen einen sta- 
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tionfiren Wert verleiht. Eine Komplikation dieser Aufgabe tritt ein, wenn 
nicht die Raumkurve, sondern nur ihre erwahnte Projektion gegeben ist. 
Die sonst gegebenen Randwerte von z, also die Raumkurve, werden dann 
durch eine Transversalitatsbedingung ersetzt, der die gesuchte Funktion z 
an der sich tiber die Projekion der Raumkurve erhebenden Zylinderfliche 
zu geniigen hat. Bezeichnen wir fiir den Augenblick mit o die Bogenlinge 
der Projektion, so lautet die Transversalitatsbedingung*) 
fe -F — fe- $2 =0 

langs der projizierenden Zylinderfliche. Kommen unter dem Doppelinte- 
gral mehrere unbekannte Funktionen vor, so gilt die angegebene Trans- 
versalitatsbedingung fiir jede dieser Funktionen. Fallt auf einer gewissen 
Strecke die o-Richtung mit der ¢-Richtung zusammen, so lautet die Be- 
dingung fiir diese Strecke einfach fy = 0. 

Nun kehren wir zu unserem Hauptproblem zuriick. Fiir das Folgende 
ist es vorteilhafter, die Integralsumme unseres Hamiltonschen Prinzips (21) 
durch ein einziges Doppelintegral iiber eine stetige Funktion im Stieltjesschen**) 
Sinne approximiert zu denken; iibrigens entspricht ein solches Naherungs- 
integral eigentlich erst den in der Praxis verwirklichten Verhiltnissen. 
Das Hamiltonsche Integral sei also f f @®ds dt; das Integrationsgebiet ist 
immer ein Rechteck, dessen eine Seite sich in der s-Richtung von s = — | 
bis s = +1 erstreckt, wihrend die andere durch eine beliebige Strecke in 
der t-Richtung gegeben ist. Da die elastische Linie der Welle in jedem 
Augenblick durch die Punkte z=0, y=0, z=0 und z=0, y=0, z=a 
hindurchgehen mu, so haben wir im st#my2yz-Raume folgendes Pro- 
blem: unter allen Kurven, welche die beiden 7-dimensionalen Punkt- 
mannigfaltigkeiten s — — 1 und s =-+/ miteinander verbinden und dabei 
die dazwischenliegenden 5-dimensionalen Mannigfaltigkeiten x = 0, y = 0, 
z=0 bzw.zx=0, y=0, z=—<az treffen, diejenige zu finden, welche dem 
Integral iiber ® zwischen —/ und + / den Kleinstwert verleiht. Indem 
wir uns auf die vorangehenden Uberlegungen beziehen, erhalten wir durch 
naheliegenden Analogieschlu8 


Fy =—A#=0; Fy=—C(o'+y'cosd) =0; 
Py = — Ay’sin* 6 — C(y’+ y’ cos #) cos d = 0; 
Fy=i=0, Fy=p=-0; Fy=r=0 


*) Vgl. Bolza, loo. cit. 8. 660. 


*) 8S. z. B. v. Mises und Frank, Diff.- u. Integr.-Gl. d. Mech. u. Phys., Braunschweig, 
1 (1925), 8. 32—34. 
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fiir s = —/ und fir s=-+/ und in jedem Augenblick. Mit diesen Glei- 
chungen erhalten wir also nach (25) und (26) 


I i 
tle + [ Bae) = 0; e+ | Eds = konst. 
anf -l 


in jedem endlichen Integrationsrechteck der st-Ebene. 

Wir haben also aus dem Hamiltonschen Prinzip fiir das Problem der 
in angegebener Weise gelagerten und beliebig bewegten Welle den SchluB 
gefolgert, daB unter allen vermége der Rand- und Nebenbedingungen még- 
lichen Bewegungen die in der Natur wirklich stattfindende die Eigenschaft 
besitzt, daB die dem System zur Herstellung des Bewegungszustandes ein- 
mal erteilte Energiemenge wahrend dieses Bewegungszustandes ungedndert 
bleibt. 

Die Gesamtheit der in der Natur méglichen Bewegungsformen unseres 
Systems beziehen wir nun auf eine spezielle unter ihnen, bei welcher dieses 
System wie ein starrer Kérper mit konstanter Winkelgeschwindigkeit m um 
die z-Achse rotiert. Allerdings miiBte erst bewiesen werden, daB der an- 
gegebene Bezugszustand zu den mit dem Hamiltonschen Prinzip vertrig- 
lichen gehért. Dieser Forderung tragen wir in folgender Weise Rechnung. 
Wir nehmen zunichst an, daB der Bezugszustand in der Natur méglich ist 
und ordnen ihm hieravf eine gewisse, von unendlich benachbarten még- 
lichen Zustinden erfiillte Umgebung G zu. Dann fragen wir nach dem- 
jenigen unter den in G@ enthaltenen Zustinden, der, wenn die Lésung 
existiert, eine gleich anzugebende Extremeigenschaft besitzt. Die Lésung 
dieser Aufgabe ist eben der Bezugszustand, wie wir sehen werden. Nach- 
dem er auf diese Weise ermittelt, kontrollieren wir ihn erst auf seine Ver- 
triglichkeit mit dem Prinzip (21). Dies geschieht in der Weise, daB man 
das Verschwinden der ersten Variation von (21) durch den ermittelten 
Bezugszustand verifiziert. Die dieser Bedingung, welche nichts anderes ist, 
als das Lagrangesche Gleichungssystem zweiter Art, entsprechenden Be- 
wegungszustinde sind eben die in der Natur méglichen; fiir unsere Zwecke 
reicht es mit anderen Worten aus, die Integralsumme (21) stationar, statt 
zum Minimum zu machen. Diese Bemerkung mag geniigen. 


Indem wir die Mannigfaltigkeit der mit dem Hamiltonschen Prinzip 
vertriglichen Bewegungszustande, wie gesagt, auf eine geniigend enge Um- 
gebung G des Bezugszustandes beschrinken, setzen wir 


t=rcos(wt+s); yo=rsin(wt+s); y=—o+y; 


#4 9% +227 =7*+ 2° (o+6)*+2%, 
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worin 5, y, und z absolut genommen innerhalb geniigend enger Grenzen 
bleiben. Mit dieser Reduktion aber erhalten wir 


° 4 . . ‘oe @ & 1 , . ec ' 72 
B= P,i++F,d+ F.2—F=5m(7*4 z*+-177d*)+— 5A(p"* sin*® #+ 8”*) 
} 1 O(@" +p’ cos8)* — I mr*w?, 


M(73-+-28-+138") + 51, (G+ Wo 0089)* +5 1,63 —5 Mr3w® 


oo| = 


1 1 : 
- Z1, w* cos* #, — a1. @* sin* #, . 


Nebenbei bemerkt liegt hier ein Fall vor, in dem die Gesamtenergie sich 
nicht als Summe der kinetischen und der potentiellen Energie darstellen 
laBt; dies liegt daran, daB das kinetische Potential in der neuen Dar- 
stellung keine homogene quadratische Funktion der Geschwindigkeiten ist 
und somit der Eulersche Satz iiber homogene Funktionen nicht zur Ver- 
fiigung steht. Dagegen bietet sich hier eine allgemeinere Unterteilung der 
Energie in zwei additive Bestandteile, deren erster eine Funktion der Ge- 
schwindigkeiten ist, wihrend der zweite keine punktierten GréBen enthilt. 
Man kénnte sie die ,quasikinetische“ bzw. ,,quasipotentielle‘ Energie 
nennen. 

Setzt man die fiir Z und e erhaltenen Ausdriicke in die Energie- 
gleichung ein, so ergibt sich demnach mit J, =i? M, 1,=1}M 

V+ 7=konst. mit 

l 

v={ [54 (y’*sin? +0") +50(p'+y' cos 0)* — 5m (2? + y*) @*|de 
“1 


— 5 Mo*[2§ + y3 + é3 cos* 8, + i sin* 9], 


wahrend von der GroBe 7' die Feststellung geniigt, daB sie niemals negativ 
sein kann. Unter Beziehung auf die in den Lehrbiichern der analytischen 
Mechanik wiederkehrenden Betrachtungen iiber die Stabilitat von Gleich- 
gewichtszustanden diirfen wir das bisherige Resultat ohne weiteres im 
Satz aussprechen: 


Unser Siabilitatsproblem der stationdren Drehbewegung ist mit dem 
des Gleichgewichtes in einem durch den Ausdruck V charakterisierten 
Potentialjeld identisch. 

Damit erst ist die Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen zur Er- 
mittelung der stationéren Zustainde (s. d. I. Abschn. dieser Arbeit) ge- 
rechtfertigt. ‘ 

Die stationire Drehbewegung ist also stabil, wenn das dquivalente 
Gleichgewicht stabil ist. Dieses ist aber fiir diejenige in der oben mit G 
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bezeichneten Mannigfaltigkeit enthaltene elastische Linie der Fall, der in 
dieser Mannigfaltigkeit der Kleinstwert von V zukommt. Beim Beweis*’) 
dieses Satzes wird allerdings vorausgesetzt, daB V als ein Integral iiber 
die Stablinge dargestellt werden kann, damit der Sachverhalt eines be- 
kannten Osgoodschen Satzes**) zustande kommt. Die bezeichnete Forde- 
rung ist erfillt, wenn wir V durch ein einziges Integral im Stieltjesschen 
Sinne approximieren, indem wir uns M iiber eine geringe Strecke gleich- 
maBig verteilt denken. Bezeichnen wir mit m die resultierende Massen- 
verteilung, so ist das Stabilitaétskriterium unseres Problems unter Fort- 
lassung einer belanglosen Konstanten und mit ¢* = 7? — 43, gegeben durch 
l 


i ° 2 ' 1 , , 
(A) f[g4w" sin? # + #°~)-+ 3 C(p’ +y'cos #)* 
I 


— Si (2? +y? —t*sin* #) w* | ds = Min. 
mit den Nebenbedingungen 
(B) z’ — sin # sin y = 4 y’ + sin ? cos y = 0; z’ —cos? —0. 


Hierbei ist zunachst e = 0 angenommen, so daB z, = 2g, ¥, = Ys, 2% = Zs; 
r,> = Ts. Im allgemeinen Fall ist m zwar eine Funktion der Bogenlinge s, 
in der vorliegenden Untersuchung wollen wir jedoch die Wellenmasse 
gegeniiber der Scheibenmasse vernachlassigen. Dann ist m=O fir 
—l<s<—b und bD<s<l, wahrend M=—M:2b fir —b<8s<b, 
worin 5 eine kleine GréBe ist. Ferner treten bei verschwindender Wellen- 
masse an Stelle der Integrationsgrenzen —/ und +-/ die neuen noch zu 
ermittelnden Grenzen —a und + # fir z=0, y=0, z= 0 baw. e=0, 
y= 0, z=a, denn auBerhalb dieser Punkte verliuft die Welle selbstver- 
standlich geradlinig und untordiert*’). Von hier an besteht also unsere 
Aufgabe zunachst darin, das Integral 
B 


(T) V= J [g4(w’tsin 6 + 8"*) + 50(p' +p’ cos8)® 


-—a 


— ; m(x? + y* — ¢* sin* #) wm? — A(x’ — sin Psiny) 


— p(y’ + sin 8 cos y) — v(z' — cos #)|ds 


zum Minimum zu machen. 


%5) Siehe Born, loc. cit. 8. 100. 
%*) Siehe Bolza, loc. cit. 8. 280ff. 


2?) Vgl. z. B. das Analogon bei Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung 1925, 
8. 68, TTL 
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Bevor wir die hieran anschlieSenden Rechnungen in Angriff nehmen, 
gehen wir noch auf die sich hier bietende Frage nach dem Zusammen- 
hange des eben abgeleiteten Stabilitatsxriteriums mit dem fiir diskrete 
Systeme von Routh**) aufgestellten Kriterium der Bewegungsstabilitat ein. 
Sei K(q;,@,;) die kinetische, P(q;) die potentielle Energie eines diskreten 
Systems, «= 1, 2,3,...,@, eime zyklische Koordinate und I(9;,9;) = C 
das ihr enteprechende Integral der zugehérigen Lagrangeschen Gleichungen 
zweiter Art. Die Funktion K setzen wir als homogen quadratisch in den p 
voraus. Das Routhsche Verfahren verlangt nun zunichst die Bildung der 
Systemenergie E unter Elimination der GréBe g, auf Grund der Beziehung 
I=C. Bei dieser Transformation geht K in eine inhomogene Funktion 
zweiten Grades der @; iiber; daher ist die Energie nach der allgemeinen 
Definition 

E =» 9, ce. —K+P 

zu bilden (wenn K eine homogen quadratische Funktion ist, so ist die 
» nach dem Eulerschen Satze iiber homogene Funktionen gleich 2 X, 
also E=K-+-P). Die ersten zwei Terme rechts kénnen nun zu K,— K, 
zusammengezogen werden, worin K, in den @ homogen quadratisch ist, 
wihrend K, von der Konstanten C behaftet ist. Nach Routh sind nun 
in E alle gleich Null zu setzen und das Extrem des hiernach verblei- 
benden Teiles P — K, zu suchen. Bei dem von uns abgeleiteten Verfahren 
wird der Ausdruck # in ganz ahnlicher Weise gebildet, nur fiihrten wir 
in £ statt der ,zyklischen Integrationskonstante“ (C) unseres Problems 
eine gewisse andere Konstante (wm) ein und suchen hierauf das Extrem 
des von den punktierten GréBen freien Teiles von #. Es ist aber leicht 
zu sehen, daB bei Streichung der punktierten GréBen die Beziehung 
zwischen der zyklischen Konstante und der von uns wirklich eingefiihrten 
vollkommen eindeutig wird. In beiden Fallen bleibt als wesentlich nur 
die Tatsache der Einfiihrung eines Parameters (C bzw. w) iibrig, wahrend 
es auf die punktierten GréBen des zyklischen Integrals hierbei nicht an- 
kommt. Damit sind beide Kriterien als wesensgleich nachgewiesen. 


5. Die Extremalen des Problems. 
Zunachst bemerken wir: 


Wenn I, =I, (t= 0), dann tiben die Tragheitsmomente keinen Hin- 
fluB auf die Stabilitatsverhdlinisse der Welle aus. 


**) S. Routh (Schepp), mik d. Syst. starr. Kérp., Leipzig 1898, Bd. II, 
P ys rp. pug 
3. Kap. 


(C) 


Eul 


we 
zu 


(1 


} 


C) 
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Um die Rechnungen auf ein annehmbares Ma8 zu reduzieren, miissen 
wir diese Voraussetzung den folgenden Entwicklungen zugrunde legen. Die 
Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen des Problems lauten dann 


, , 


-A=—iio'z; —p'=—mMoty; “=0; OS (p' +008 9-y’)=0; 
AS (sin? 8-y’) + of ((9" + cos #- w’) cos #] — Asin dcos p 
— psn Psiny = 0, 
A’ — Asin d cos 3-y’* + O(p’ + cos d-p’) sind -y’ 
Acos # sin y + ucos#cosy + vsin? = 0. 
Die Integration ergibt zunachst 
° C(p’ + cosd-y’) = N, 


worin N eine Integrationskonstante ist. Ferner erhalten wir fiir die 
Strecken, wo m=O ist, also neben »=konst. auch 4=konst. und 
uu = konst., durch eine erste Integration die Gleichungen 


(uz—vy-+l)cosy+(v2—Az+m)siny=— Ad’, 
Ay—pa+n=—([Asin*d-y’+cosd-C(p’ + cosd-y’)], 
x’ (uz—vyt+l)+y'(ve—Az+m)+2'(Ay—ur+n)= —C(¢’+ cosd-y’), 


worin /, m,n weitere mit den obigen GréBen gleicher Bezeichnung nicht 
zu verwechselnde Integrationskonstanten sind. Ist aber im +0, so liefert 
die Methode der Variation der Konstanten die Gleichungen 


‘=—Mow'yz; m’=+mw'zz; n’'=0. 


Die sechs Integrationskonstanten sind also, indem wir zu limb= 0 iiber- 
gehen, 





fir —a@<e<0 baw. fir 0<e<B 
A=, A=4,+ Mow'* zs 
= My B= My + Mow* ys 
(D) y= % y= % 
j= i, l=1l,— Mw* yszs 
m= ™M, m =m, + Mw* zs2s 
n= Ny n=, 


worin der Index 0 dem linken Wellenteil bis zur Unstetigkeitsstelle zugeordnet 
ist. Das allgemeine Integral unseres Differentialgleichungssystems, das mit 
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dem des symmetrischen Kreisels identisch und bereits durch Lagrange**) 
durch Zuriickfiihrung auf eine Reihe von Quadraturen erledigt worden ist, 
besteht im folgenden Gleichungssystem. 

Wir denken uns zunichst die Integrale baw. GréBen berechnet 





as du __ (p—Nudu 
o— 4 fig: nm [aaipts 29) 
(E) bs 
7 d 1 — U ‘ 
| n= fi aor et N(G—a)e te sin(%.— P-gp —p—wey 
mit 


U=(2ARu+k)(1 — u*) — p’*, 
worin u der cos eines gewissen Winkels #, ist: 
u = cos d,, 
A und C Elastizitits-, u,, c,, c, Integrationskonstanten bedeuten, 
p=p(lt+um+ryn), R?=i*+y*+9?, 


wahrend iiber die Konstante k noch zu sprechen sein wird. 
Hierauf bilden wir die Ausdriicke 


pm — Suny VO Fae 
ap See nYWy 1— «? Ryi— OS Y > 





27) j= : cos y y- Tin occ a sin y 9 
(27) , R 1Vi-u® Ryl—ut . 
. udu 
(=A yo? 3 
tho 


und fiihren neben R die Konstanten y und 4 vermége der Beziehungen ein: 
(28) A=Ranysind, w=—Rsinycosd, »v=—Reosy. 


Die Winkel 6 und y diirfen offenbar als die beiden ersten der drei Euler- 
schen Winkel wy, #,q aufgefaBt werden, welche die Richtung von R mit 
den Koordinatenachsen unseres x yz-Systems einschlieBt. Nunmehr werden 
die sechs Funktionen z, y,z, 0, ¢, y aus den Gleichungen 





*) S. Lagrange, Mécanique Analytique, Bd. II, Sect. IX, Nr. 35. 
*) Die GL (E), ergibt sich aus sin*® (gy, — ®) (8;/* + sin* 0, y{*) = 6° (s. M. Born, 
loc. cit. 8. 68), auf Grund von (E), und der Gleichung u = cos #,. 
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a2 = cos d-& — cos y sin 8-n + sin y sin 3-¢ —— (nsin y cos 6 +m cos y), 
y = sin 6-& + cos y cosd- — sin y cosd-¢-— + (nein y sin 6 — Loos y), 
s= sin y+» + cos y-¢ + sin y (mein d + 1 cos), 
sin ? sin y = cos dsin @, sin y, + cos y sin dsin &, cos y, + siny sin d cos #, , 


— sin # cos y = sin 6 sin ®, sin y, — cos y cos d sin #, cos y, — sin y cos d cos #, , 


cos 6 = — sin y sin #, cos y,-+ cos y cos #, , 





sin*(p—@®) _ @ 1—u? $1) 
e”* U+(p-—Nu)*® 


berechnet, deren Auflésung nach den GréBen £, n, ¢, #,, y,, y, in der Form 
— = zcosd + y sind — + [008 y (2 sind — moos d)— nsiny], 


n = (ycos éd — xsind)cos y + zsiny — 5 (eos 6 -+- main 3), 

¢ = zcosy — siny(ycosd — rsind), 

(30) , ; : , 
sin y, sin}, = sin(y — d)sin#, 

cos #, = sin y sin # cos (y — 4) -+- cosy cos#, 

_ gin*(g — ®) 

= — 








— 2 
A*+—*" sin*(¢,—®) 


darstellbar ist. 

Bevor wir in unserer Rechnung fortfahren, miissen wir einige Be- 
merkungen iiber die mechanische Bedeutung der Konstanten 1, u,v, 1, m,n 
und der Verinderlichen £, 7, ¢, #,, 9,, y, eimschalten. Aus den Glei- 
chungen (C ), welche bekanntlich die Differentialgleichungen der raumlichen 
Elastika sind, folgt, daB 4, u,» die nach den Koordinatenachsen des im 
Raume festen zyz-Systems genommenen Komponenten der auf die Welle 
wirkenden Reaktionskraft, 1, m,n die entsprechenden Komponenten des 


8) Die unter °) zitierte Arbeit enthilt hier den Fliichtigkeitsfehler, da8 sich der 
Winkel ¢ (dort mit gy, bezeichnet) beim Ubergang vom xyz- zum §{-System nicht 
andert. Es ist ja der in der festen %7-Ebene gemessene Winkel zwischen der festen 
Z-Achse und einer der beiden Knotenlinien, d. h. der Schnittgeraden der #7 - Ebene 
mit der zy- bzw. &y-Ebene; die beiden Knotenlinien sind voneinander verschieden, 
ausgenommen den Fall, daB die Z-Achse in der z{-Ebene liegt, was durchaus nicht 
einzutreten braucht. Doch ist dieser Fehler in der genannten Arbeit belanglos, 
da dort auf die Diskussion der Jacobischen Bedingung, wo er erst zur Geltung kommen 
miiBte, verzichtet wird. — Die Textgleichung ergibt sich aus der Invarianz der Kriim- 
mung #’* + sin* #w’* gegeniiber linearen Transformationen mit orthogonaler Matrix in 
Verbindung mit Born, loc, cit., 8.68, Z. 12 v.o. und 8.79, Gl. (31’). 
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auf die Welle iibertragenen Momentes sind. Im allgemeinen haben die 
beiden Vektoren (4, u,») -und (1, m,m) verschiedene Richtung; beziiglich 
ihrer Wirkung auf ein im Gleichgewicht befindliches System — und als 
solches darf ja unsere Welle laut obigem angesehen werden — ist aber 
der Dyname, d. h. dem Inbegriff der beiden bezeichneten Vektoren, jedes 
Individuum einer gewissen dreifach unendlichen, der Gesamtheit der Punkte 
des xyz-Raumes zugeordneten Schar von Dynamen gleichwertig. Eine 
gewisse, der Richtung des Vektors (A, u,») parallele Gerade des Raumes, 
die sogenannte Zentralachse**) der gegebenen Dyname, hat die Eigenschaft, 
da8 bei den ihren Punkten zugeordneten Ersatzdynamen die beiden Vek- 
toren gleiche Richtung, eben die der Zentralachse, haben. Es ist ohne 
weiteres klar, daB die Einfiihrung eines Hilfskoordinatensystems mit der 
Zentralachse als neue z-Achse die Integration bedeutend erleichtern muBte. 
Das §¢-System, welches fiir die beiden Wellenhalften der Sprungstelle 
s = (0 entsprechend natiirlich verschieden ausfallt, ist weiter nichts als ein 
solches Hilfskoordinatensystem. Die Koordinaten eines Wellenelementes in 
bezug auf das y¢-System sind , 7, ¢, 0, 9,, y,- Das Hilfssystem ist 
mit der Welle starr verbunden zu denken. 

Im obigen Gleichungssystem erhalten wir eine zunachst siebzehnpara- 
metrige Extremalenschar, in welcher die Parameter jedoch nicht alle von- 
einander unabhingig sein kénnen. Denn die sechs Euler-Lagrangeschen 
Differentialgleichungen zusammen mit den drei Nebenbedingungen (B) fiihren 
auf dem Wege der Elimination aller bis auf eine zu integrierenden Funk- 
tionen mittels fortgesetzter Differentiationen auf eine gewdhnliche Diffe- 
rentialgleichung zwoélfter Ordnung. Folglich muB das allgemeine Integral 
zwolf Konstanten enthalten. Wir werden in der Tat weiter unten un- 
mittelbar sehen, daB sich die fiinf Parameter —a, 8, zs, ys, zs durch die 
anderen zw6lf ausdriicken lassen. Dieselben sind PR, y, 4, 1, m, n, k, N, 
Uo, €,, C,, C,. An der Stelle s=—0 erleiden diese Konstanten, zum Teil 
wenigstens, wie wir an der Tabelle (D) sehen, einen Sprung, der uns weiter 
unten noch beschaftigen wird. Aus dieser zwélfparametrigen _,,vollstandigen 
Extremalenschar“, wie wir das allgemeine Integral geometrisch nennen 
wollen, miissen wir durch zunichst teilweise Erfillung der Randbedingungen 
des Problems eine sechsparametrige Extremalenschar aussondern, um die 
im weiteren Verlauf der Untersuchung in Verbindung mit einer Modifikation 
des Problems zu erfolgende Konstruktion des ,Extremalenfeldes“ vor- 
zubereiten. Fiir das in Frage stehende Eliminationsverfahren verwenden 
wir die nachstehend entwickelten Randbedingungen. 


8*) Siehe z.B. P. Appell, Traité de Mécanique rationnelle 1 (1926), 8.20, oder 
auch G. Hamel, Elementare Mechanik, 8. 196. 
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6. Erfiillung der linksscitigen Randbedingungen als Vorbereitung zur 
Konstruktion des Extremalenfeldes. 


Die Integrationsgrenzen von (A) sind, im s?my2yz- Raum betrachtet, 
beide auf mehrdimensionalen Punktmannigfaltigkeiten oder ,,Hyperflachen“ 
beweglich, die untere auf z=0, y=0,z=0, die obere auf x= 0, 
y=0, z=a. Ist das Problem (A) mit den Nebenbedingungen (B) gelést, 
so muB die der Lésung entsprechende individuelle Extremale auch gegen- 
iiber Variationen, bei denen nur die untere Grenze auf ihrer Hyperfliche 
beweglich, wihrend die obere fest ist, ein Minimum des Integrals (A) mit 
den Nebenbedingungen (B) liefern. Dies ergibt fiir die gesuchte Extremale 
eine an der Hyperfliche x =0, y=0, z=0 zu erfiillende Transversalitits- 
bedingung, die folgendermaBen formuliert werden kann. Denken wir uns 
die Lésung von einem WeierstraBschen Extremalenfelde, auf welches wir 
in der Folge ausfiihrlicher eingehen, umgeben, so gilt in diesem Felde der 
fiir die Variationsrechnung grundlegende Beltrami-Hilbertsche Unabhangig- 


keitesatz **). Wird der Integrand von JV fiir den Augenblick mit F be- 
zeichnet, so sei 

(31) H= F—(0— #8’) Fy —(®— x’) Fy —... —(Z—2’) F,, 

worin 0,%,...,Z das ,,Gefille“, d.h. die Richtung im mehrdimensionalen 


Felde, einer Feldextremalen charakterisieren, und zwar als eine im Felde 
eindeutige Funktion des Ortes, die im obigen Ausdruck iiberall in F und 
in den Ableitungen von F anstatt der beliebigen in V noch vorkommenden 
Richtung zu setzen ist, wahrend die letztere hier ebenso wie in V mit 
den entsprechenden gestrichenen kleinen Buchstaben bezeichnet wird. Dann 
besagt der Unabhingigkeitssatz, daB das Integral iiber die Funktion H 
langs einer beliebig im Felde verlaufenden, nur gewissen Stetigkeitsforde- 
rungen geniigenden Kurve nur von den Integrationsgrenzen abhingig ist. 
Diese Funktion mu8 an der unteren Hyperfliche fiir jede Richtung in 
derselben verschwinden. Wir ersetzen die Koordinaten s, #,...,z fiir den 
Augenblick durch die Funktionen f,(u;) mit ¢=1 bis 7 und j =1 bis 4, 
worin die «; Parameter auf der Hyperfliche sind; damit wird in Para- 
meterdarstellung zum Ausdruck gebracht, daB zwischen den sieben Koordi- 
naten des Extremalenraumes auf der Hyperflache z=0, y=0, z=O drei 
Gleichungen bestehen. Durch Differentiation nach s ergibt sich mit f,’= 
4 


f, = S(@f,: eu,;) uw; (¢=e1,...,7; jael,..., 4). 


j=l 


%3) Vgl. O. Bolza, loc. cit. 8. 107 ff. u. 8. 128 ff. 
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Setzen wir dies in die Funktion H ein und verlangen, daB dieselbe fiir 
jede Richtung in der bezeichneten Hyperfliche verschwinden soll, so er- 


halten wir die vier Gleichungen 

(F—OFy — OF, —...—ZF,)-(éf, :0u;) + 3 (0F :0f/)-(0f,:0%) = 0 
(j=—1,..., 4). ra 

Wahlen wir als Parameter die Koordinaten s, 0, , y selbst, so ergeben 


diese Gleichungen 


F—O0Fy —@F, —...— ZF, =0, Py =0, F. 


=O, F, = 0 


fir .2=—0, y=0, z=0 
oder also 


A#=0; C(y’+y'cosd)=N=0; Asin? dy’+ Ccosd(y’+ cosdy’)=0 
d. h. 


> 


und 


l + 9 , , ‘ *\2 ij 2 on _ . 
5 A(sin* dy"*+ d*) — C(p'+ cos dy’) tur z=0, y=0,2=0, 





yy 2 2 2 2S 
a ma*(x* + y*)-+ Roos d, = 0 


Die letzte Gleichung, die sich auf Grund von (28) und (30), ergibt, ver- 
einfacht sich zu 


cosd,=0 fir c=0, y=0,z=0 


und bringt zum Ausdruck, daB am linken Wellenendpunkt die Richtung 
von R auf der Wellentangente senkrecht steht. Da bei der Koordinaten- 
transformation von x,y,z auf &,,¢ neben der Kriimmung auch die 
Torsion invariant bleibt, so ist C(y{+ cos#,y’)=N=0 fir s=—a, 
also auch fiir die ganze Wellenlange, da N nach (*) itberall konstant ist. 
Nun beachten wir, daB nach den Gleichungen (30), und (30); aus dem 
Verschwinden von # und y’ am linken Wellenende auch dasjenige von 
#; und y; an der gleichen Stelle folgt. Damit schlieBen wir aus unserer 
Integraldarstellung fiir y,, daB das Verschwinden von yj fiir s = — « sowie 
dasjenige von N auf der ganzen Wellenlange auch das Verschwinden von 
p fir s=——a« und somit auch fiir die Strecke —a<s<0 selbst zur 
Folge hat. In analoger Weise ergibt sich auch das Verschwinden von 9; 
auf der eben bezeichneten Strecke. Nun wenden wir uns dem Parameter k 
zu. Es ist dies der konstante Wert des Ausdruckes 

(s+) k= N*(1—4) 4 a*[ozts (2eh—P)"1 4 40(%)—2 aR eos, 


Asin 3, 


\ 


ke 


T,y 


npn => & He he 
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mit einer eventuellen Unstetigkeit an der Stelle s=0. Mit den links- 
seitigen Randwerten #;=0, cos#?,=—0 und den Konstanten p= 0 fiir 
—a<e<0, N=O wird auch & fiir den linken Wellenteil gleich Null. 
Hier ist also U=2ARu(1—vu*). Dieser Ausdruck verschwindet am 
linken Wellenende, da u = cos#,. Folglich ist nach (27), und (27), 


(32) E(—a)=0; n(—a)=0., 


Eliminiert man aus dem gleich Null gesetzten Ausdruck fiir p die GréBen 
4, uw,» mit Hilfe der Gleichungen (28) und kombiniert die so entstandene 
Gleichung mit Gleichung (30),, angewendet auf den Punkt s = «, 
a=0, y=0, z=0, so erhalt man wegen der MEFs. (32), erstens 
die fiir die ganze Wellen:ange giiltige Beziehung n = (), da n nach Tabelle ( D) 
keinen Sprung erleidet, und zweitens /sin 6 - saad = auf dem linken 
Wellenteil. Die letzte Beziehung in Verbindung mit den Gleichungen (32), 
und (30),, angewendet auf den Punkt s = a, <=0, y=0, z=0 
ergibt 

L=0, m=0, fir —e«ss< 0. 
Jetzt folgt aus der Definitionsgleichung fiir » unter Zuhilfenahme der 
Gleichung (28) und der Tabelle (D) 
(F) p, = — Mw*z,siny, (y, sind, + x, cos d,) 
Ferner ist nach den Gleichungen (27), und (30),, angewendet auf den 
linken Wellenendpunkt 


u 
/ A ( udu fiir = 0 
c Be tl “nas ; 
s Vor. yu(1—u?® A 
Da die sechs Koordinaten z bis ¢ ® des Stabelementes als stetige und 


mit stetigen ersten Ableitungen®‘) versehene Funktionen der Stablinge an- 
zusehen sind, so schlieBen wir aus (29)., indem wir diese Gleichung fiir 
¢=0 einmal mit den links- und dann mit den rechtsseitigen Konstanten 
hinschreiben, 


G k =2A(R,u,, — Ru 


’ 0! ? Or 
Endlich wird die Konstante c,, aus der Bedingung ermittelt, daB der 
Sprung von ¢ an der Stelle s=0 sowohl aus (27),, als auch aus (30), 


*) Von den Ableitungen interessiert uns hier nur die GréBe #’ an der Stelle s =0. 
Ihre Stetigkeit ergibt sich direkt aus der Gleichung (C),, angewendet auf den Punkt 
Zo, Yo, %- In dieser Gleichung erleiden nur die GréBen 4, u, 2, m Spriinge an der 
angegebenen Stelle. Setzt man also die SprunggréBen nach der Tabelle (D) ein, so 
folgt, da8 8’ an der bezeichneten Stelle keinen Sprung erleidet. Dies gilt aber nur, 
solange i* = (). 
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34 I. Malkin. 


berechnet werden kann, indem man einmal die links- und dann die rechts- 
seitigen Konstanten benutzt. Setzt man die beiden fiir die SprunggréBe 
gefundenen Ausdriicke einander gleich, so ergibt sich die in der folgenden 
Tabelle (D’) angegebene Beziehung fiir c,,. In der Tabelle stellen wir die 
Eliminationsresultate zusammen; es hat sich ergeben 


fir —acle<0 fir 0<s<f 
L=0 L=—Mw*y,z, 
m, = 0 m, = Mw* x2, 
n=0 n= 0 
N=0 N=0 
(D’) k, =0 k, =2A(R, “or ~ R,u,,) 


ua. 
é -V4 | udu Ve f udu 
31 2h, ju(l—wu*) 2R, yu(l —u®) 


+ 2, (cos y, — cos y,) — sin y, (y, cos 3, 





— £,8in 6,) +-sin y,(y, cos 6,— 2, sin d,). 


Die sechs Parameter 1, m,n, N,k,c, kénnen aber erst dann als wirk- 
lich eliminiert angesehen werden, wenn die in den Gleichungen (D’ ) und ( F) 
vorkommenden GréBen z,, ¥,, 2%, * auf die Parameter R, 4, y, uy, ¢,, C, 
zuriickgefiihrt worden sind. Dies geschieht folgenderweise. Nach (28) in 
Verbindung mit (D) ist 


A, —4,= R,siny, sind, — R, sin y, sind, = Mw?* z, 
— w, +, = R,sin y, cos dé, — R, sin y,cos 6, = — Mw* y, 
(@) R, cos y, = R, cos y,. 
Aus diesen Gleichungen folgt 
M w* x, = R, cos y, (tg y, sin 6, — tg y, sin 4,) 
— Mw*y, = R, cos y,(tg y, cos 6, — tg y,cosd,) 
Damit wird aber 


M w* (x, cos 6, + y, sin 6,) = R, cos y, tg y, sin(d, — 4,) 


I 


(H) M w* (x, cos 6, + y, sin é6,) = R, sin y,sin(6, — 4,) 


( 
pag a get 2, sin 6,) = R, cos y, [tg y, — tg y, cos(d, — 4,)] 
w*(y, cos 6, — z, sind) = R, cos y, [tg y, cos (6, — 6,) — tg y,] 


Ferner ergibt sich aus (29), in Verbindung mit (27),, 


. thot 
7 , 2A: , 1/4 udu 
(J) Zy = COSC, , SiN 7, EE + } oR, °° " yeaa 


und (D’ le 


hi 
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Setzt man dies und (H), in (F) ein, so wird 


eI — 
ry ' d AR, . : i ie 
(F ) ?,= (2 cose, ,tgy, V to, 4 \jea-e y . 81n y, COS y, 51n y,sin(d,—4,). 


In analoger Weise kann man auch z, und y, aus (29), , in Verbindung 
mit (27) berechnen. Man erhilt so 


m 7 

i in 6 d - , 

t= ya" (paren =. sin ¢, ,cos d, — cosc¢, , sin d, cos y, 
R, \ 2 Vu: yu(i-w?) 

0 


sat __ sin 710084; [ , . } 
Yo = : — sinc, ,sind,-+- cosc,, cos 6, cos y,). 
0 R 9 2) 1l l al t vt 

t }%o2 ? Foe -% 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber weiter 


° . "At: 
| x, cos 6, + y, sind, = — sine¢,, V zB 


rr I 
. 2A Uy, sin y, udu 
cos 6, — 2, sin 6, = y: i —-—_ | — COB C, , COS y,}. 
| % 1 0 I R, 2)usJ yua—u® + Yr 
U 





(K) 


Nunmehr ergibt sich aus (H),, (K), und (G@’) 
+ FY __ &, sin y, sin (6, — 6,) 
(K) M w* = sin ¢, ; man 


Dividiert man (H), durch (H), und(K), durch (K),, so miissen die beiden 
Resultate einander gleich sein, also ist 





, , ter) 
sin ¢, ,| cos(d, — 4.) — a 
(L) Day 


: ‘ si P d 
‘ = sin (d, — 6,)(—-2 | —~“*>— ~— cose, cos n) 
: 24%.) Pu(l—wu?*) 
0 


eine Gleichung, welche wir spiter ebenfalls noch gebrauchen werden. Den 
Ausdruck fiir c,, in (D’) formen wir nachher noch um. 


r 


7. Die Lésung; Elimination des Parameters c;, in ihrer Umgebung. 


Nun handelt es sich noch darum, die rechtsseitigen Parameter 
R,, 5,5 ¥-s Up,» Cy,» Cg, auf die entsprechenden linksseitigen zuriickzufihren. 
Das Gleichungssystem zur Bestimmung der Parameterspriinge ergibt sich 
aus der schon hervorgehobenen Forderung, da8 die sechs Funktionen z bis 


y — ®, sowie insbesondere auch die Ableitung von # nach s an der Stelle 


= stetig sein sollen. Um aber in der Folge mit einem praktisch noch 
3* 
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zu bewiltigenden rechnerischen Apparat auszukommen, beschrinken wir 
uns von hier ab auf eine enge Umgebung der Lésung, und dazu miissen 
wir eben zunichst die Lésung selbst kennenlernen. Dieselbe ergibt sich 
durch die Erfiillung der rechtsseitigen Randbedingungen, nachdem die ent- 
sprechenden linksseitigen oben bereits erfiillt worden sind. Genau ebenso, 
wie fiir den linken, finden wir auch fiir den rechten Wellenendpunkt, da8 
dort cos #, = 0, pj = 0, 0° =0, w’ = 0 baw. H = 0, yi = 0, somit p, = 0 
und k= 0. Da auch hier der Ausdruck U = 2 A Ru(1 — u*) am Rande ver- 
schwindet, so wird §(8)=0, »(8)—0; aus dem Verschwinden von p, in 
Verbindung mit den Gleichungen (28) und (30),, angewendet auf den 
Punkt z= 0, y =0,z=—a, folgt 1 —aR,siny,cosd,, m,=aR, sin y, sin 6,. 
Damit wird nach (D’), und (D’), in Verbindung mit (H), 


Ys : Zs = — ctg d,, 6,=0d.. 


l 


Die Konstanz von y, auf beiden Seiten besagt, daB der linke Wellenteil 
sowohl als auch der rechte je eine ebene Kurve darstellt, wobei die zuge- 
hérige ¢-Achse in der Ebene des betreffenden Teiles liegt. Die beiden 
Kurvenebenen enthalten je einen Wellenendpunkt und miissen somit in 
eine einzige Ebene durch die z-Achse zusammenfallen. Denn wiirden sich 
die Ebenen schneiden, was dem physikalischen Sachverhalt entsprechend 
nur im Endlichen geschehen kénnte, so brauchte die elastische Linie in 
der Schnittgeraden zwar keinen Knick zu erhalten, aber die geometrische 
Torsion miBte dort unendlich groB werden, und das gleiche gilte auch 
von der physikalischen, weil die Gesamttorsion nach (D’), Null ist. Da 
also die Wellenebene durch die z-Achse geht, so mu8 auch y konstant 
sein. Jetzt schlieBen wir aus (30),, daB sin c, = sin (yw — 6) = 0 sein muB, 
da sin#, in keinem konstanten Verhiltnis zu sin # stehen kann. Wir 
setzen c, = 0, y= 4. Der Gleichung (E), geniigen wir durch py, — ® = $2, 
und auf Grund der obigen Randbemerkung ™) haben wir hier auch 
g—@®=%n wm setzen. Fiir jeden Punkt der elastischen Linie gilt 
y:2z ctgd. Daher empfiehlt sich der Ubergang von z,y auf die 
Polarkoordinaten r,d-+-}2 vermége der Gleichungen y = r sin (6 +32), 
a =rcos(d-+ 32), wonach 


(M) yosd—zsnd=—r, ysnd+xzcosd=0. 


Avs (D’), und (D’), folgt nun mit den erhaltenen Werten von 1, und m, 
die Beziehung 


(33) R, sin y, = — Mo* rs *#. 


a 


Nun ist nach (28) R sin y = Asin d — 4 cos 8 nichts anderes, als die Kom- 
ponente von R in der r- bzw. (— r)-Richtung entsprechend der Beziehung 
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(M),; der Sprung dieser Komponente ist aber nach unserer Tabelle (D) 
gegeben. durch R, sin y, —- R, sin y, = — Mw*r,, folglich 


,OA. . a 2 _ % 
(34) R, sin y, = Mo ro (1 ~) 
Aus den Gleichungen (33), (34), (G’) folgt nun 


(35) ~~ ee 


tev: a—Z, 


Aus den Gleichungen (27), und (30), in Verbindung mit der Gleichung 
G’) ergibt sich jetzt fir s—0, da nach (30), cos 0, = cos(# — y), 


cos (3, — y;) cos 7, cos (3, —y,) cos y, 





(1 008 y; — 2 sin y;)* [r, cos y, — (a — z)) siny,]* 
Unter Benutzung von Gleichung (35) gibt dies sin 0, (tg y, — tg y,) = 0. 
Wir diirfen also setzen 


36) do 0. 


Aus (27), und (30),, angewendet auf den Punkt z=0,y=—0,2—a, 
laBt sich die Konstante c,, bestimmen und wir erhalten 


z cos y r sin ude . 
pe ea J ¥24R,u(l—u*) —wut)’ 


z cos y,-- rsin y,= C= a cos y +4 faa 
, r r r V2 AR,u (i — u*) 


udu 
R,ua(1 —ut) 


Setzen wir hierin s 0, so wird wegen u=cos#,, 0, = 0—y und aui 
Grund von (36) 


COs 7, 008 y, 


f udu ss (udu y= % %—t ten 
yu(l—u*) J Ju(l1—w*) C087, @—Zy—TotE yr. 
0 0 


Mit Riicksicht darauf, da hier der Radikand der rechten Seite positiv 
sein mu8, schlieBen wir aus dieser Gleichung in Verbindung mit (35) 
%,=—y,=7, worin } ein von der Winkelgeschwindigkeit  abhangiger 
Winkel zwischen 0 und }2 ist. Damit ist nach (35) auch z)= ja. Sta- 
tionire Drehbewegung ist bei jedem w nur bei symmetrischer Elastika még- 
lich, wenn die Bewegung reioungsfret vor sich geht. 

Jetzt ist nach (33) und (34) 


(34°) R,= R= R= 


Wir erhalten ferner nach (27), 


Mw*r, 
2siny - 





Asin 
ies, Mo'*r, y 
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und substituieren hierin u = cos #, = 1 — 2sin*} ¢, — 1 — sin* 4 = cos* 4; 


damit wird u cos(+ y — 3) = cos y = cos*4,, also 
0 ? 0 ? 0? 


c= I : M w*r, ctg 
22) 9 , ee 2 o SY 
(38 = 1,= )2—cos4,cos4 mit ¢ TA ; 
worin die GréBe c offenbar mit der im ersten Abschnitt verwendeten 
GréBe a, ebenso 4 und 4, mit pm bzw. my, in der dortigen Bezeichnung 
identisch sind. Mit den hier gewahlten Bezeichnungen erhalten wir weiter 
a 
2 3 
. 1 cos* Ad A A e 1 cos*4dA 
39) ¢,= cos A —— : C acos* 4, — — cos 4 = 
I c 0 ’ 0 C 0 


J Vi- }sin* A’ J yi }sin?A 


Hier bietet sich der Vergleich mit den Ergebnissen des ersten Abschnitts. 
Nach (29) wird namlich 


, , 1 : 
ycosé — xsind =r =yncosy —Csiny R ©°8 y (locos 6 + msin 6d). 
Mit (38) und (39) gibt dies 


) 2 cos* 4, cos 4 — cos 4, y1 — cos* 4, -T’ 


r 


a 


| cr,=cr 


(40 2 


( cos* 4d 4 


mit I 
7 jl—4sin*4 


Unter Benutzung von (39) und (40) ergibt sich jetzt aus der Gleichung (30), 


og? 7 Dd « “na 4 NR . 
cz, = cos* 4, I" + 2 cos A, ¥1 — cos* 4, cos 4; 


(41 


08% , D « 08 4 08 
cz, = ac — cos* A, I ) 2 cos 4, ¥1 — cos* 4, cos 4. 


Die Gleichungen (40) und (41) charakterisieren den stationiren Zustand 
der rotierenden Welle. Sie zeigen, daB dieser Zustand in bezug auf die 
Symmetrieebene der geradlinigen Lagerverbindung, wie schon oben bemerkt, 
vollkommen symmetrisch ist. Beziehen wir das aus (40) und (41) in Ver- 
bindung mit (38), bestehende System auf das nach dem Befestigungs- 
punkt O der Scheibe verlegte Koordinatensystem, so erhalten wir fiir 4 = 4, 
die Formeln (12) bis (14) des ersten Abschnitts. Die Erweiterung auf den 
Fall nicht verschwindender Exzentrizitaét ist, soweit es sich nur um die 
Ermittlung der stationiren Zustiinde handelt, ohne weiteres zulissig, da 
sich dieselben aus den elementaren Gleichgewichtsbedingungen in leicht zu 
iibersehender Weise ergeben. Der Gegenstand unserer weiteren Untersuchung 
ist jedoch die Welle mit der Exzentrizitaét Null. 

Bevor wir nun die Weiterbehandlung der oben angeschnittenen Frage 
nach der Zuriickfiihrung der rechtsseitigen Parameter auf die linksseitigen 


45) 


45 } 
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aufnehmen, erledigen wir hier noch die Elimination der GréBen 2,, y,, 2, 


aus dem Ausdruck fiir c,, in der Tabelle (D’). Zunichst ist nach (H), , 


49 y, cos d,—2,sind, _tg y, —tg y, cos (4, — 4,) 

Saeed y,coséd,—xz, sind,  tgy,cos(d,—4,)—tyy,’ 

In einer geniigend engen Umgebung der Lésung ist sowohl 6, — 6, als 
auch y+ y, wenig von Null verschieden. Wir setzen 


ons (8, — 8.) = 1 — 4(6 — &)* 
in (42) ein und erhalten 


(43 Y, cos 6, — x, sin 6, tgy.+ tg y, 


1 — 
Yo cos 6, —x, sin 5, tgy—te yr 5 (4, — d,)’. 


Ferner ist in der bezeichneten Umgebung der Lésung auf Grund von (L) 
44 1—Se},=1—U(4, —4,)° 

COS C,, 5 cu = (d, LD 
worin 2% eine regulire Funktion der Parameter ist. Nun setzen wir in 


den Ausdruck fiir c,, nach der Tabelle (D’) die Gleichungen (J), (K),, 
(43) und (44) ein; dies gibt 


tol 


“A ' udu 2Atgr : Q 

C. .= Cos | ——— - *“sin(y, — y,) + 8(d6, — 46,)° 

ty 2R, V1 1.) | atte +// R,; ay; ’,) ' B ( r 6, ) 
0 

worin % eine regulire Funktion der Parameter ist. 

Damit ist die Elimination der iiberzihligen Konstanten vollzogen und 
wir gehen endlich dazu iiber, den Zusammenhang zwischen den beiderseitig 
verbliebenen Parametersystemen herzustellen. Es handelt sich jetzt also 
darum, eine hinreichende Anzahl von Gleichungen zwischen den GréBen 
R,, 5,5 ¥-s Uprs yp: Cg, einerseits und R,, 4,, 7;, Ugy, yy» Cay andererseits auf- 
zusuchen. Zwei Gleichungen dieser Art besitzen wir bereits in (G ) und 
L). Weitere Gleichungen ergeben sich folgenderweise. 


8. Zuriickfiihrung der rechtsseitigen Feldparameter auf die linksseitigen. 

Nach (29), ist in geniigender Nahe der Léisung #,=—%0,,+y=0, 
wenn #,, den Wert von #, an der Stelle s =0 bedeutet; daher ist dort 
immer /1—u?—=sin#,, von entgegengesetztem Vorzeichen wie siny. 
Schreibt man also die Gleichung (29), fiir den Punkt s=0 einmal mit 


den links- und dann mit den rechtsseitigen Konstanten hin, so ergibt sich 
durch Subtraktion der so erhaltenen Gleichungen 


(46 U,,. cosy, — V1— u?_siny, = u,, cosy, + V1 — u3, sin y,, 
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worin die Quadratwurzeln jetzt positiv gedacht sind, wie auch in den 


weiter folgenden Gleichungen. In gleicher Weise erhailt man aus der 


Gleichung (30),, wenn man beachtet, daB in der Nahe der Lésung so- 
wohl wy, als auch y—d wenig von Null verschieden, so da die sin 
dieser Winkel durch die entsprechenden Argumente ersetzbar sind, 

17 c,, Vl— uz, +¢,, ¥1 — u2, — 8, (6, — 4,). 

Hier ist aber #, nach (29), mit den linksseitigen Parametern berechnet 
ind mit der Vorzeichenwahl der Gleichung (29), gema8 durch die Glei- 
chung gegeben 


BS 
= 0 . j 5 2,4 a 2 
17 9 = |1— (cosy, uy, + sin y, J1 — u5,)°]* (1 — Ceqz) 
(SIN ¥, Uy, — cos y, V1 u,,)(1 @ ¢;7), 


worin © wiederum eine regulire Funktion der Parameter ist. 

Ferner ist in der Umgebung der Lésung, wie wir sahen, ¢ 
wenig von 32 verschieden; daher gilt in diese 
auf die Stelle s = 0 hinweist, 


Pp 


r Umgebung, wenn der Index 0 


— 3 
iS @D 4 . SI) ( (pp 1 J + 
* Pio D, 5 7% é IN| Pio D, . é 


+ 


Nun ist aber nach (E), und (D 


,2 
sin (9, — ®, . 


Die beiden letzten Gleichungen ergeben somit 


L. + P; oe e,=2W. 
\2AR,u,,(1 —uZ, 
Bilden wir daher die Gleichung (48), fiir s=0 einmal mit den links- 
und dann mit den rechtsseitigen Konstanten, so folgt durch Subtraktion 
und auf Grund von (E), und (F’) und unter Vernachlissigung von 
KorrektionsgréBen zweiter Ordnung die Gleichung 
19 Cy, — Ce E —_- 
ze ) 2A R, Uns l u?. 
ol 


‘A rc : 
6.—d0 AR, ‘ udu \ sin y, 8in 7; COs 7, 
¥ (8, — 4) 2tgy, Vu, 


J Yu(1—u*)/ 2AR,u,,(1—u3 


Or 


Eine sechste Gleichung geben wir weiter unten an, bemerken aber, 
daB die direkte Auflésung eines Systems von sechs Gleichungen der in 
Frage stehenden Art kaum durchzufiihren wire. Wir wollen aber bereits 
an dieser Stelle vorwegnehmen, daB diese Auflésung nicht an sich, sondern 
nur zu dem Zweck erforderlich ist, um die Ableitungen (0C,:2C,) er- 


mitteln zu kénnen, worin C, allgemein die rechts-, ©, die linksseitigen 


Pa 
fin 


su 


16s 


m 


li 
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Parameter sind, waihrend die Klammer andeuten soll, daB die Ableitungen 
fiir dasjenige System der Parameterwerte zu bilden sind, welches die Lé- 
sung kennzeichnet. Natiirlicher ist es unter diesen Umstinden, die Glei- 
chungen partiell zu differenzieren und die Aufgabe somit auf die Auf- 
lésung linearer Systeme fiir die eingeklammerten Ableitungen zuriickzu- 
fiihren, was mit der Berechnung der rechtsseitigen Parameter in der nichsten 
Umgebung der Lésung identisch ist, s. weiter unten Gleichung (53). Um 
nebenher eine Kontrolle zu haben, benutzen wir folgende einfache Uber- 
iegung. 

Nachdem wir gefunden haben, dafs zwischen den beiderseitigen Para- 
metern in einer geniigend engen Umgebung der Lésung unter Vernach- 
lassigung der von der GréBe c, herriihrenden KorrektionsgréBen zweiter 
Ordnung die Gleichungen 








R_ cosy. R, cos y, 
r ‘?7 t 
; Uo! 
tg ain y udu 
C,,| COS | é, 0,) iL 0, é, ) oe | poe — COSY, 
tg yr 2 Pugs» yu(l—w?) 
; . 5) (ai f-ea 
c,,Jl—us,+e,,y1 us = 6, — 6,) (sin y, U,— ©08 y,V1— uj,) 
U, COS Y y1 u?_ siny, = U,,cosy, 4 yi— u?, sin y 
Or Vy ort? y teteted {WEL ore 73 
thy 
/AR, siny, sin y,; cos ¥; — udu 
, I d } ? } 9 —_ 
Ca) Co -(d ,)| = on 2tg 7, VUo, } <= 
i ; 2 y2AR, up, (1—uZ,) J fu(l —u?*) 
0 


gelten, erinnern wir uns, daB die Lésung selbst durch das folgende System 
der Parameterwerte charakterisiert wird : 


51) R.= R, = z. 0, = 0, = é, , —y,= Y, Up, Uo, = Up; 
0 . 
C,, = C,,° » Cy, Ca, a* 


Von diesen sechs Werten sind nur die letzten zwei absolute Konstanten, 
wihrend die ersten vier immer noch als Parameter anzusehen sind. Mit 
anderen Worten: wenn nur die letzten zwei Werte, c,, = c,, = 0, €,, =C,,= 32, 
festgehalten werden, so diirfen die ersten vier in gegenseitig mehr oder 
weniger gebundener Weise variiert werden, ohne daB die Lésung aufhért, 
eine solche zu sein. Wie wir oben sahen, sind fiir die Lésung die Werte 
von R, y und uw, durch die HilfsgréBe 4, allein ausdriickbar: nach den 
Gleichungen (41),, angewendet auf den Punkt s = 0, 4 = 4,, z= 2, = $a, 
(40), mit [y= (A As); (34’), (38), ist ja 

epee [8 
f R = —, \cos* 4,1, + 2 cos A, ¥1 — cos‘ 4,) 


= ’ > 2 = — ao. 2 
oF, arc cos (cos* 4,), Uy, = Uy, = Uy = cos? 4). 








42 I. Malkin. 


Dagegen ist 6 von allen anderen Parametern unabhangig. Hieraus folgt: 
geht man von einer in (50) enthaltenen Lésung zu einer benachbarten in 
(50) enthaltenen Feldextremalen iiber, indem man nur 6 bzw. nur y auf 
den beiden Wellenseiten in gleicher bzw. symmetrischer Weise andert, so 
sind die so gefundenen und in (50) enthaltenen Extremalen selbst Lésungen. 
Das Extremalenfeld, fiir welches das Gleichungssystem (50) gilt, enthalt 
co* Extremalen, von denen co? Lésungen sind und im folgenden als 
L-Kurven bezeichnet werden, wahrend die restlichen oof gewohnliche Feld- 
extremalen sind. Wir denken uns nun dem System (50) die fehlende 
sechste Gleichung hinzugefiigt und wenden auf das so vervollstindigte 
Gleichungssystem’ die bekannten Sitze iiber implizite Funktionen an. Da- 
nach ist das vervollstindigte Gleichungssystem (50) erstens nach den 
rechtsseitigen Parametern auflésbar und zweitens sind die Lésungen in der 
Umgebung des Parametersystems (51) differenzierbare Funktionen der 
linksseitigen Parameter. Die Lésungen mégen von der Form 

52 C,, == f;(O, 9s Cay» «++» Co:) (¢=1 bis 6) 


ir 61/ 


sein. In derjenigen Umgebung einer L-Kurve, fiir welche das Gleichungs- 
system (50) gilt, darf also nach dem Taylorschen Satze 


6 

Cir , . 2 

(53) C,, — 0, =D) (4) (CG, — ©;) i= 1 bis 6) 
a ¢ jl j j 


j=t 


gesetzt werden. Denn fiir die L-Kurve selbst ist C.—C,=—C bew. 

C_=—C,=C (im Falle von y). Die eingeklammerten Ableitungen in (53 
haben die oben angegebene Bedeutung. Denkt man sich in dieser Gleichung 
das Restglied der Taylorschen Entwickelung auf der rechten Seite hinzu- 
gefiigt, so sieht man, indem man die Gleichungen partiell nach den links- 
seitigen Parametern differenziert, daB die Ableitungen der rechtsseitigen 
Parameter in der von uns untersuchten Umgebung sfetig sind. Im weiteren 
Verlauf der Rechnung werden wir von dieser Bemerkung Gebrauch machen. 
In diesem Augenblick betrachten wir das Gleichungssystem (53) als ein 
solches fiir die C-Differenzen, wihrend die eingeklammerten Ableitungen 
als gegebene Koeffizienten angesehen werden. Diese Koeffizienten bilden 
die von uns gesuchte Matrix. Laut obigem sind uns nun zwei Lésungen 
des Gleichungssystems (53) bekannt. Wir sahen ja, daB die von uns viel- 
fach erwihnte von Feldextremalen ausgefiillte Umgebung einer L-Kurve oo* 
weitere L-Kurven enthalt. Daher mu8 das Gleichungssystem (53) er- 
fiillt sein, ‘ 


1. wenn der Winkel 6 einer beliebig, aber fest gewahlten L-Kurve 
rechts und links gleichen Zuwachs erleidet, ohne da die anderen 


Par 
sofc 


(54 


gle 
seit 
val 
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Parameter variiert werden; hieraus folgt an Hand des Systems (53) 
sofort, daB 


4 ‘oO Ci, . 04, - 
(54) 3, ) = 9 wenn C, +d; (sa) = 1: 


2. wenn die GréBen R, y, u, derselben L-Kurve rechts und links je 
gleiche bzw. entgegengesetzt gleiche (im Falle von y) und nach (51’) gegen- 
seitig bedingte Anderungen erleiden, ohne da8 die iibrigen Parameter 
variiert werden. Dies ergibt die Gleichungen 





(GE)—Hma—m+ Bn-n+ (CBee 
(Fe) R)+ (FE )in—r+ (FE) - 4) =0 
oe) (R—R)+ (FP) — 7) +[ (Ft) -1] im) =0 


Jetzt wenden wir uns dem Gleichungssystem (50) zu und beginnen mit 
der Gleichung (50),. Differenziert man dieselbe nach irgendeinem links- 
seitigen Parameter, so ergibt die rechte Seite immer Null, da jeder ihrer 
beiden Faktoren fiir eine L-Kurve verschwindet. Daher liefert diese Gleichung 

f O¢,, 


{fre 7 ’ . 
(56 { 0, wenn C;, — C,)5 


( 9a) 
’ j 
aOy, 


= —l1. 
OCs; / 
Somit ist in der Umgebung einer L-Kurve 


» , 
(50°) C,,= —¢,,- 


Dies ist die gesuchte sechste Gleichung (50). Sie ist keine Folge der 
librigen fiinf, da sie durch eine zwischenliegende Integration hervorgegangen 
ist. Dividiert man nun die Gleichung (50), durch c,,, wobei auf der 
rechten Seite das Verhiltnis (6,— 4,):c,, mit Hilfe von (50), eliminiert 
wird, und beachtet dabei ferner, daB der zweite Faktor der rechten Seite 
von (50), fiir eine Z-Kurve verschwindet und somit bei der partiellen 
Differentiation der neuen Gleichung auf der rechten Seite allein zu differen- 
zieren, wahrend der andere multiplikative Bestandteil konstant gleich 


a: 27 2 cos 4, = 
y2 cos* A, — } 1— cos* A, Ty 


zu halten ist, so ergibt sich, indem man zur Abkiirzung die Gleichung (40) 





benutzt, 
OUy amr 0 Uy’ fC Ug r\ 0: 
= = - = | — = ): 
(57) ( i) (FE (=) \Ga,) 7 
ve (O%me\ 4 2y2. (“e) _ _ 272 Vi —cos*, 
(Gace) on a dy,/ CT, 
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Wie leicht ersichtlich, verschwindet die rechte Seite der Gleichung (50), 
bei der Differentiation nach irgendeinem linksseitigen Parameter; daher wird 





r 


‘ 2 Oye j ‘ Mae OUy, 
sin y. + - U_ COS y,) ——— + (cosy, + sin y. —— 2" = ( 
(u,,sin y, + 11 — uy cos y,) = y, + sin y, =) 5G, ) 
oder 
Oy, l , Uy 
ac;, yl u OFF 
also auf Grund von (57 
OY; Ove Oyv- Cy~ 
- vu 
| 0; R, OCy; CO Cos 
re 
| I ; yy 2 s 272 
OUy; yi —cos* 4 se 7° Yr cr, 
Nun ergibt sich leicht aus der Gleichung (50), 
aR, aR, 9B) 9. (2B) 1. 
ad, OC.1 Ole) eR, ’ 
»Y : ; a 
aR, R; 2y2 aR, 22 
| R, tgy,(1 ~ 212). 
Otte, »0s* A, CT, er, l d Cr, / 


Die Gleichung (50), !aBt sich in der Form 
~ 
0, — 0, 2C,, 


schreiben, worin D eine regulire Funktion der Parameter ist. Da c,, fiir 
eine L-Kurve verschwindet, so ist bei der Differentiation der letzten 
Gleichung nur c,, zu differenzieren, wahrend D konstant zu halten ist. 
Dadurch ergibt sich, indem man zur Abkiirzung die Gleichung (40) benutzt, 
60 ) 4, =? 06, = a6, 06, ) (89, \ 0: (29-\ 2) 2 cos? dy 
006, oR, OUyi/ Ove) OC) OC, 3/ CT) 
Jetzt gehen wir endlich zur Gleichung (50), tiber und erhalten mit Riick- 
sicht auf Gleichung (41) und darauf, da8 6. — 4, fiir eine L-Kurve ver- 
schwindet, 


(OCer OCer (far [Oly r 
(= } = (—**) ae | )=0; 
‘ 0d, OR, Ov: OUgt 
61) 
[OCar OCor S 4 
| =——)=1]; —=") = + — 1 — cos‘4,. 
OCy: OCy1 T> 


DaB die Gleichungen (54) erfiillt sind, haben wir im Verlauf der 
Rechnung unmittelbar gesehen. Jetzt wollen wir noch priifen, ob die 
Gleichungen (55) erfiillt sind. Zuniichst bemerken wir, daB der Koeffizient 
von R, — R in diesen vier Gleichungen gleich Null ist. Also verlangen die 
Gleichungen (55) 

_ [(2@Br) . (@Br)) _[ (28) . (28) 


[(y,— 7): (u u zo | }:(——})] 
Cy, — 7): (tor o)] L\u2/ * Van JJ 


° j 
_\O Ug 7/ Oy / 


($) (1+ )]~[(68) -1): GI) 


‘ L 





62) 
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Das erste Glied dieser Proportion berechnet sich nun aus (51’), and (51’),. 
Denn es ist offenbar 
dy, I 


(71 — 7) = (U1 — Up) = = —— 
}1—cos* 4, 


~ d(cos 7; 


Jetzt sieht man mit Hilfe unserer Gleichungen (57) bis (60), daB das 
Gleichungssystem (55) wirklich erfillt ist. Bezeichnen wir eine Matrix durch 
EinschlieBen zwischen Doppelstriche, so laBt sich das Resultat unserer 
Rechnung in die Form bringen 


0 (R,, ¥r, Ors Cres Cars Uo r) | 


é(R,, VI» d, Cy, Caz, Uo) 





(R, ) \ Y,) (d,) (¢, Y } (Cy % (tto,.) 
] 0 0 0 0) 0 
i - Ptg7 (I -_ y2'\ _ 22 0 0 0 =» SEE SF 
CT, / CT, CT, | 
| 0 0 1 0 0 0 
2 V2 cos F a sin y 
0 ait bee ; 
° CT, + tT 9 | 
0 0 0 0 1 0 
l ’ ss , 
2/2 273 
131-2) a ee ee 
| cos y \ cr, / siny CT) CT, | 


Damit sind alle Vorbereitungen zur direkten Anwendung der hinreichen- 
den Kriterien des Minimums auf unser Problem erledigt. 


9. Transformation auf ein Problem mit festem Anfangspunkt; 
das Feld und die hinreichenden Kriterien des Minimums. 


Fiir die weitere Behandlung des Problems ist unser sd pyxyz-Raum 
ebensowenig geeignet wie das s 3, y, y,én¢-System. Denn in diesen Systemen 
sind beide Integrationsgrenzen von (A) verinderlich. Die Aufstellung hin- 
reichender Kriterien des Minimums bietet in diesem Falle bekanntlich 
Schwierigkeiten, welche vorlaufig nur fiir den Fall einfachster Variations- 
probleme durch die Hinzunahme der sog. ,,BliBschen Bedingung“**) zu 
den beiden weiter unten angefiihrten Kriterien iiberwunden worden sind, 
wahrend wir es hier mit einem Problem der allgemeinsten Lagrangeschen 
bzw. Mayerschen **) Klasse zu tun haben. Doch gelingt es auch hier, die 
Schwierigkeiten aus dem Wege zu riumen, und zwar durch Anwendung des 


%) Siehe O. Bolza, loc. cit. S. 328. 
%) Siehe O. Bolza, loc. cit. 8. 542 ff. 
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»Hulerschen Kunstgriffes“*’), welcher im vorliegenden Falle zu folgendem 
Verfahren fiihrt. Wir erinnern uns des in den einleitenden Worten dieses 
Abschnittes definierten Z72-Systems. Dies war ein jedem Stabelement zu- 
geordnetes mit ihm starr verbundenes Koordinatensystem, dessen Z-Achse 
in die Stabtangente fiel. Wir betrachten nun das Integral (A) mit den 
Nebenbedingungen (B) in demjenigen Z% #7 Z-System, welches durch die untere 
Integrationsgrenze s = — a, x =0, y=0, z= 0 definiert wird. In diesem 
Koordinatensystem wollen wir die Bogenlinge von der unteren Integrations- 
grenze aus rechnen, also §=s-+« setzen. Die Eulerschen Winkel des 
durch z= 0, y=0, z= 0 gehenden Stabelementes Andern sich im iiber- 
strichenen System beim Ubergang von einer Kurve zur anderen natiirlich 
nicht. Substituieren wir daher in (A), (B) die Werte von s, #, y, y, x, y,z 
in den entsprechenden iiberstrichenen Koordinaten, so ist damit eine Trans- 
formation unseres Problems auf einen Raum durchgefiihrt, in dem diejenigen 
Extremalen, welche im s#g~yxyz-Raume die Hyperfliche z= 0, y= 0, 
z= 0 schneiden, durch einen einzigen festen Punkt hindurchgehen. Da die 
numerischen Werte der Integrale vom gewiahlten Koordinatensystem un- 
abhangig sind, so sind die transformierten Extremalen mit den Extremalen 
des transformierten Problems identisch und beide Probleme Aquivalent: 
die Extremale, welche in einem der beiden mehrdimensionalen Raume ein 
Minimum ergibt, besitzt im anderen eine ganz bestimmte Abbildung, welche 
gegeniiber ihrer Umgebung die namliche Minimaleigenschaft hat, so daB 
insbesondere auch die Transversalitét gegeniiber der in Frage stehenden 
Transformation invariant bleibt. Damit ist unser Problem auf ein solches 
mit einem festen und einem verinderlichen Endpunkt zuriickgefiihrt. Bei 
der Durchfiihrung der Transformation ist zu bedenken, daB sowohl der 
Integrand von (A) bis auf die GréBe — i mm*(x*-+ y*), als auch die 
Nebenbedingungen (B) gegeniiber dieser Transformation invariant sind: 
diese definitionsgemaB, jene wegen der Invarianz der Kriimmung und der 
Gesamttorsion gegeniiber linearen Transformationen mit orthogonaler Matrix. 
Bezeichnen wir mit (%#) das Transformationsergebnis fiir die GréBe 
— 5 mmw*(xz*+ y*) und mit [%97], (¢ = 1, 2,3) die Gleichungen der Ab- 
bildung von z = 0, y=0, z=<az im iiberstrichenen Raume, so lautet also 
unser transformiertes Problem folgenderweise: 


Unter allen Kurven im 30@WZijz-Raume, welche einen gegebenen 
festen Punkt mit der Hyperflache [£92], (i =1, 2,3) verbinden und dabei 
den Nebenbedingungen 


=" 


2’ = sin # sing; 7’ = — sind cos®; z’ = cos# 


8”) Siehe A. Kneser, loc. cit. 8. 49. 
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geniigen, ist diejenige zu finden, die dem Integral 


f[F4co" sin’ 3 + 9’) + ‘ C(@’ +o’ cos #)* + (zyz) |ds 


den kleinsten Wert eviezlt. 


Sowohl fiir die bereits erfolgte Bestimmung der vollstindigen Extre- 
malenschar, als auch fiir die Aufstellung der hinreichenden Bedingungen 
des Minimums ist der Ausdruck 

Q = ; A(o’* sin? # + 8’) + Mu C(¢’ + 0’ cos d)* + (%72) 


+ A(sin # sin} — Z’)+ M(— sin 0 cos ® - 7’) +N(cosd — 2’) 


maBgebend. Der Hinlanglichkeitsbeweis stiitzt sich auf die beriihmte 
WeierstraBsche Theorie, deren Grundgedanke hier kurz angedeutet werden 
mag. Betrachten wir neben der gefundenen Lésung in einer geniigend engen 
Umgebung derselben eine den Neben- und Randbedingungen, sowie gewissen 
Stetigkeitsforderungen geniigende, sonst aber willkiirliche Kurve, so handelt 
es sich um die Bestimmung der Differenz der lings der Lésung und dvr 
Vergleichskurve erstreckten Integrale iiber 2. Diese Berechnung {fiihri 
Weierstra8 unter Zugrundelegung des von ihm im Jahre 1879 aufgestellten 
Begriffes des ,Extremalenfeldes“ oder kurz des ,,Feldes“ durch. Das Feld 
entsteht, wenn man die bezeichnete Umgebung der Lésung mit Extremalen 
des Problems einfach und liickenlos ausfiillt. Ist der Extremalenraum 
n-dimensional (in unserem Falle ist n= 7), so muS das Feld wegen der 
letzten Forderung von n —1 konstanten Parametern abhingen. Nun haben 
wir aber in unserem urspriinglichen Funktionenraume die Ausscheidung 
der iiberzaihligen Parameter durch die Erfillung der linksseitigen Rand- 
bedingungen vollzogen. Bei der Transformation auf den iiberstrichenen 
Raum verwandelt sich die oben ausgesonderte Extremalenschar in eine 
Schar, welche durch einen festen Punkt geht und als Feld dienen kann. 
Sollte sich hierbei die Parameteranzahl gegeniiber dem urspriinglichen Raum 
verringern, so hat man zu bedenken, da eine ,,Verjiingung* des Feldes 
auch eine solche der Vergleichskurve zur Folge hat, so daB das ,,verjiingte“ 
Feld zur Berechnung der erwahnten Integraldifferenz hinreicht. Ist aber 
das Feld hergestellt, so laB8t sich durch jeden Punkt der Vergleichskurve, 
die ja ganz im Felde verlauft, eine und nur eine Feldextremale ziehen, 
solange das Feld ,regulir“, d. h. einfach und liickenlos von seinen Ex- 
tremalen iiberdeckt ist. Die Regularitat des Feldes lings der Feldextremalen 
ist das eine der zu erfiillenden Kriterien. Ist das Feld regular, so kann 
die bezeichnete Integraldifferenz durch Substitution der den Punkten der 
Vergleichskurve eindeutig zugeordneten Feldextremalen berechnet werden. 
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Sie ist ein Integral iiber die ,,WeierstraBsche Z-Funktion“ und fiir jede 
Vergleichskurve im Felde positiv, das Minimum also gesichert, wenn die 
E£-Funktion lings der Feldextremalen positiv definit ist. Dies ist das zweite 
Kriterium. Beide zusammen sind hinreichend, jedes ist notwendig. 

Wir wenden uns zuerst der WeierstraBschen H-Funktion zu. Dieselbe 
ergibt sich, wenn man die GréBe 2 als Funktion der in ihr vorkommenden 
Ableitungen in eine Taylorsche Reihe entwickelt und die linearen Glieder 
streicht. Sie ist also, wenn man durch deutsche Buchstaben eine spezielle 
Extremale kennzeichnet, die durch einen ins Auge gefaBten Punkt der Ver- 
gleichskurve hindurchgeht, definiert durch 


E = 2(8, 9, 0, Z, 7’, 2’) — Q(a, b,c, d, e, f) — (0 — a) Q,—(H’ — 8) Q, 
—(@ —c)2,—(# — bd) Q, — (9 — e) 2. —(z’ — Ff) Q;. 


Da die GréBe (497) im Ausdruck fiir 2 keine Ableitungen enthilt, so 
kann sie bei der Bildung der H-Funktion fortgelassen werden. Die Aus- 
rechnung ergibt 

) 1 ae 2.- 834 C 2) 1 , 92! | 2 
E=,A[(® —c) sin’ d+(8—a)")+ ZCl(F + cos Hw ) (b+ ¢cos#)]°. 
Dies ist eine positiv definite quadratische Form. Die WeierstraBsche Be- 
dingung ist dberall im Felde erfiillt. 

Bevor wir zur Diskussion der zweiten der beiden angegebenen Be- 
dingungen iibergehen, miissen wir die angedeutete Transformation auf das 
neue Koordinatensystem tatsichlich ausfiihren, also zunichst die Transfor- 
mationsformeln aufstellen. Hierzu haben wir vor allen Dingen die Euler- 
schen Winkel des durch den Ursprung des x yz-Systems hindurchgehenden 
Linienelementes einer beliebigen Feldextremale zu berechnen. 

Nach der Gleichung (29), ist bis auf GréBen zweiter Ordnung 
# = 3,+ y, also insbesondere 


} o 7 7 


a la ‘v? 
worin sich der Index « auf den Punkt s=— a bezieht. Nun ist aber 
cos #,,= 0; ferner schlieBen wir aus sin’d,,< 0 fir —wis<0 (vgl. 
oben unter 8.) in Verbindung mit dem Stetigkeitsprinzip, daB 3,,—— ia 


sein muB8; also ist in der Umgebung einer L-Kurve bis auf einen Fehler 
zweiter Ordnung 


atte 1 

(63) o=%,—75%- 

Setzt man dies in die Gleichung (30),, angewendet auf den Punkt s = — «, 
ein, so wird — c,,— — (wy, — 4,) cosy, oder also 

(64) y,=6,+ =u 


+" cosy," 


folge 
die | 


gege 
Diffe 
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ode! 
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Um den dritten Winkel zu ermitteln, geht man am besten von der 
folgenden Uberlegung aus. Da die drei Eulerschen Winkel #, y, yp — ® 
die Lage des aus Tangente, Normale und Binormale bestehenden Dreibeins 
gegen das xyz-System charakterisieren, so besteht zwischen ihnen eine 
Differentialbeziechung, welche lautet**) 

(65) cos (g — )-8’ + sind sin(y — ®)-y’=0. 
Nach (30), ist 

c,, sin 3, = (y — 46) sind 
oder differenziert 
(66) c,, 008 #, - 0} = (y — 6) cos 0-0’ + sind-y’. 
Nach (65) und (66) ist nun 


(67) c¢,,cos#, sin(g — 5)*: = (y — 4) cos # sin(w — ®) — cos(y —®). 
Aus (29), folgt 
— sin d. 0’ = — siny cos #,-0; — cosy sind, - 0. 


Bei der Annaherung an s = — a strebt cos#, der Null zu, also wird hierbei 


, 


, , é 
sin #, = cos y, sin #, r 
t 


Mit den obigen Werten gibt dies 
( +) =f. 
a ainsi 


Beim Ubergang zur Grenze s—+ —« erhalten wir also aus (67) wegen 





(cos #,) = 0, und auf Grund der Gleichungen (63) und (64) 
ctg(y, — P,) = ¢, tg 7,. 
Da sin(y,— ®,) laut Obigem ——1 zu setzen ist, so ist cos(p,— ®) 


—¢,,tg y,. Was uns jedoch interessiert, ist nicht der Winkel gp, — ©, 
sondern der Winkel ~,. Nun folgt aber aus den Gleichungen (E),, (E), 
fir —els<0 


> 3a = 3a 
amen Pia = Csi, i ?,= } ° PD, = Cy, &y 2 F 


Damit hatten wir gefunden 

Pu = Cqi— C,, 08 7;. 
Jetzt drehen wir aber das %¥7-System um die Z-Achse so lange, bis die 
-+ j-Achse mit der Knotenlinie zusammenfiallt, und bezeichnen diese Lage 
des iiberstrichenen Koordinatensystems als das X Y Z-System. Die einzige 
Anderung, welche die obigen Resultate bei dieser Drehung erfahren, be- 


**) Siehe Born, loc. ait. 8. 67. 
Mathematische Annalen. 101. 4 
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‘ 3 2 
stehen darin, daB c,, konst. = = 


wird. Mithin haben wir gefunden 


‘ z. Gi. _ 82 ‘ 
(68) o=%,-— 33 y,=6,+ rn Ge F — Oy tg 7. 

Jetzt kénnen wir die Transformationsformeln zum Ubergang vom 
zyz-System zum X YZ-System hinschreiben. Die Substitutionsmatrix geht, 
wenn man den Index « der Einfachheit halber iiberall fortlaBt, aus dem 
folgenden Schema **) hervor: 























X ¥ Z 
xz | cos pm cos y— cos b sin sin y| — sin y cos y — cos # cos — sin y | sin ? sin y 
eee 4 a 
y |cos@ siny-+ cos @sin gy cosy| — sin ¢ sin y+ cos ? cos @ cos y sin ? cos y 
- — —— 1 - ee | — — 
z sin # sin p sin 3? cos » cos } 


Substituiert man hierin die Werte (68), so erhalt man die Transformations- 
matrix in der Form 




















xX Y Z 
(69) x sin y, sin 6, cos 6; — ¢,; cos y, sin 6, | — sin 6; cos y; — c, cos 4, 
y — sin y, cos 6, | sin 6,+ ¢, cos y, cos 6, cos 6, cos y,; — ¢,, sin 6; 
———_—#-— — ————$___—__—_——__— | ae —___— — —_—— 
z COB y; C, Sin y; sin y; 


Damit waren X,Y, Z durch z, y, z ausgedriickt. Nun sind aber z, y,z 
nach (29), ,, und (D’),,, fiir — «<s< 9 lineare homogene Funktionen 
von &, », to Wir wollen pa Y, Z direkt durch &, 7, ¢ ausdriicken, was sich 
schon aus dem Grunde empfiehlt, weil fiir eine L-Kurve das X Y Z-System 
mit dem ¢£-System identisch wird; da das Extremalenfeld die nachste 
Umgebung einer Z-Kurveausfiillt, so wird also die Substitutionsmatrix fiir 
den Ubergang vom (é-System zum X YZ-System bis auf GréBen erster 
Ordnung eine identische sein miissen. Auf der Strecke — « <s< 0 ist die 
Matrix des Gleichungssystems (29), , , durch das Schema 























ws y z 

(70) ¢ sin y; sin 6; — sin y, cos 6, cos y; 
7 E cos 5, sin 3, 0 

u] cos y; sin d, cos y; COs 3, sin i 


gegeben. Bildet man das Produkt der beiden Matrizen (69) und (70) 


%) Siehe Klein und Sommerfeld, loc. cit. S. 19. 


re 
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nach den bekannten Regeln der Matrizenmultiplikation, so ergibt sich die 
resultierende Matrix *°) 

















X Y Z 

¢ 1 0 0 

SS See Vee aes 
g 0 1 Cy 

” | 0 Cy 1 


Folglich gilt fiir das Intervall — «<s <0 unter Vernachlissigung kleiner 
GréBen zweiter Ordnung 


(71) X=; Y=é+¢,,7=0; Z=yn. 
Die Eulerschen Winkel eines Stabelementes im X YZ-System ergeben sich 
durch Differentiation der Gleichungen (71) nach der Bogenlinge s: 

sin § sin ¥ = cos #, , 


— sin6cos ¥ = 0, 


cos § = — sin #, cos y, = — sin?,. 
Danach ist 
1 1 
= #, 5 7; VY a 7 
wahrend laut obigem 
3 
®@ = 9 7) 
so daBS im Anfangspunkt S=0 oder s « in der Tat fiir simtliche 
Feldextremalen 
; , 
X=0; Y¥=0; Z=0; 0=0; W=ja; = 2. 


“ 


Samtliche Extremalen des Feldes laufen also durch den angegebenen festen 
Punkt und sind durch das Gleichungssystem 


x=V 5 [aes Y-0; 2-td tye 
2 ) R, ¥o(1—o?*) 
0 


cos (6 37) =4; y — - 


\ 


~] 
tw 
— 


— u 
g y4 1 de 
A‘ = — ——_ —— 
2 YR, J Yo —o*) 
0 


dargestellt, sofern es sich um das linksseitige Feld handelt. 





*) Man kann dieselbe natiirlich einfacher aus der Betrachtung des Funktionen- 
systems (£,£, ohne den Umweg iiber das xyz-System herleiten. Dieser ist aber 
notwendig, wenn es sich um die Aufstellung der Transformationsmatrix fiir das rechts- 
seitige Extremalenfeld handelt. Daher aus Einheitlichkeitsgriinden die Textdarstellung. 

4* 
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Die geforderte Minimaleigenschaft einer L-Kurve im urspriinglichen 
Funktionenraume bei verinderlichen Endpunkten ist fiir den linken Teil 
des Feldes gewihrleistet, wenn die durch das Gleichungssystem (72) dar- 
gestellte einparametrige Kurvenschar im vierdimensionalen X Z6S-Raume 
regular ist **). Dies ist aber offenbar so lange der Fall, ais die Projektionen 
der Kurvenschar auf die drei Ebenen XS, ZS, 0S nicht alle fiir einen 
und denselben Wert der Bogenlinge S die Regularitét einbiiBen. Es 
kommt also nunmehr auf die Funktionaldeterminanten der drei Funktionen- 











systeme an: 
oe Fie te =a 
— u 
re do 
73 s= — = ———_—_—_—_—_—_ 
(49) Z—y2aA-yu; V4 yR, J Yo(l—o?) 
VR, 0 
cos (8 — 52) = u; 


Die bezeichneten Determinanten reduzieren sich auf @X/@R,, 0Z/aR,, 
20/2R,. Bevor wir zur Berechnung dieser Ausdriicke iibergehen, bemerken 
wir, da8 in der Umgebung der geradlinigen L-Kurve, der unser Interesse 
in der Hauptsache gilt, Z und S bis auf kleine Gréfen héherer Ordnung 
miteinander iibereinstimmen, so daB in diesem Gebiete ein regulires Ver- 
halten der Funktionaldeterminante 2 Z/@R, mit S als unabhangiger Variabler 
nicht erwartet werden darf. 

Differenziert man die Gleichung fiir S nach dem Parameter, so kommt 


a 
‘Ou \ 1 - do u 
(oe) — -# . 
(on, ~oR Ve —« IF R 
0 


o*) (R-+>0) 


(6X 2 /4y/(x)" 
\7R) x0 8 


In Ubereinstimmung mit der obigen Bemerkung findet man durch ahn- 
liche Rechnung @Z/2R,—0 bis auf kleine GréBen héherer Ordnung. 
Endlich ist nach (73), 





Damit wird nach (73), 


6 
Gr) =, 


>] e 


“!) DaB das transformierte linksseitige Feld einparametrig sein muB8, folgt auch 
aus 6. Denn fiir jede linksseitige Feldextremale ist o{ = y{ = konst. = 0, jede ist also 
eine ebene (und untordierte) Kurve. Durch die Transformation sind diese Extremalen 
nur in eine Ebene gedreht worden. Daher geniigt auch die Untersuchung des Feldes 
in dieser Ebene. 


an a 
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Nun ist aber 


Snr — 24/5, 
also wird 


1 


oz) 1 06 am 


= = a (FR) = 
OR) p,9)64 OR) p50) 


- 2". 
Die Funktionaldeterminanten verschwinden also fiir S—0 (wie auch mu 
erwarten war, da simtliche Feldextremalen den gleichen Anfangspunkt be- 
sitzen), um dann mit zunehmendem S monoton der absoluten GréBe nach 
zu wachsen. Auf der linken Wellenseite ist das Jacobische Kriterium des 
Minimums bet schwacher Kriimmung erfiillt, die Entscheidung hangt somit 
vom Verhalten des rechtsseitigen Feldes ab. 

Die dem letzteren entsprechende Transformation auf das X YZ-System 
ergibt sich durch Multiplikation der Koeffizientenmatrix der Gleichungen 
(29), 2» namlich 
































x y z 

¢ sin y, sin 6, — sin y, cos 6, C08 y, 

SSS a ees 4 SSeS = ne 

gE cos 6, sin 6, 0 

a Ss aid — catiagel ee 

7] — cos y, sin 6, cos y, cos 4,. | sin y, 

—— | Seteieninidmiens + — é ————— 

abs. m i | siny, ' 

: - — ——(m, sin 6, + 1, cos 4, ) 
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mit der Matrix (69). Bedenkt man, da8 nach (62) 
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so ergibt sich die gesuchte Transformationsmatrix des rechtsseitigen Feldes zu 
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Also ist im Intervall «< S<a-+ unter Vernachlissigung der von ¢,, 
herriihrenden kleinen GréBen héherer Ordnung 
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sin * (y,. — ¥1) 


X= gain (y, — 7) + £008 (y, — 7) + 2 —oe, 


Y= + ¢,,(cos2y, — Koos y,) + Cc,,(sin2 y, — Ksiny,) 


: 1 
+ ¢,,asin y, (1 + 5 K cos y, — 2 cos? y, 





sin 2 (7, — yr) 
2 cos y, 


Z= 7 co0s(y, — y,) — ¢ sim (y, — 7%) + 2 





Um die Eulerschen Winkel eines Stabelementes im rechtsseitigen Extre- 
malenfeld zu erhalten, miissen wir die Gleichungen (74) nach der Bogen- 
lange differenzieren. Auf diesem Wege erhalten wir unter Vernachlassigung 
kleiner GréBen 2. Ordnung 


sin @ sin ¥ = cos(#, + y, — y,) 
— sin§ cos ¥ = c,,(2 cosy, — K)sin(y, — #,) 
cos§ = — sin(#, + y, — ,). 
Danach ist 


76 - Bao “a! i, Fe ee ¢ = __ sin (8, — y2)_ 
(75) 0=8,+y7,—7,+}2; P=ia—c,,(2cosy, KE) e@,470-7" 
Ersetzen wir ferner y, #, y in der Gleichung (65) durch die entsprechen- 
den groBen Buchstaben, so erhalten wir 


ctg(® - ®) =—¢ (2 cos 7, — K) cos 7, ®P @ — 3 (2 cos 7; — K) 008 7, 


: 5m — C,,—— —, 
1F 008 (9, + 7- — 7) . 11 008 (8, +7 — 1) 








Nun ist aber nach den Gleichungen (E),, in Verbindung mit (F’) und 
(L), wenn man mit groBen deutschen Buchstaben regulire Funktionen der 
Bogenlange und der Parameter bezeichnet, 


Pi =%, + ¢,,G; PY, —P=52+e,M; P=c,,—7a+e,,6. 
Wir erhalten also 
(76) =c,,+¢,,%. 


Die Gleichungen (74), (75), (76) in Verbindung mit den Gleichungen (27) 
liefern nun die vollstandige Darstellung des rechtsseitigen Feldes. Die im 
bezeichneten Gleichungssystem vorkommenden Parameter sind R, y, ¢,, C,, Uo; 
wahrend der Winkel 5 verschwunden ist. Diese letztere Tatsache entspricht 
dem Umstande, daB das Feld in bezug auf die Rotationsachse unserer 
Welle vollkommen symmetrisch sein mu8; wir haben ja oben gesehen, daf 
der Winkel 5, ebenso wie der Winkel y, in der zy-Ebene gemessen wird, 
er kennzeichnet also die Wellendrehung. Wir haben auch unmittelbar ge- 
sehen, daB die Elimination des Winkels 6 mit Hilfe der Gleichung (L) 


—>_ — = SS FF. 
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geschieht, der zufolge die Differenz 6,— 6, auf den Parameter c, zuriick- 
gefiihrt wird. Jede 6-dimensionale Hyperebene durch die Rotationsachse 
im 7-dimensionalen Funktionenraume bietet das gleiche Bild, und daher 
kann also der Winkel 6 die Regularitaitsverhiltnisse nicht beeinflussen. 

Analog dem beim linksseitigen Feld eingeschlagenen Verfahren hitten 
wir jetzt die erhaltene fiinfparametrige Kurvenschar auf die sieben sechs- 
dimensionalen Hyperebenen des Funktionenraumes zu projizieren und die 
zugehorigen Funktionaldeterminanten zu untersuchen. Von diesen 7 Deter- 
minanten sind aber nur 2 von Jnteresse, wiahrend die iibrigen 5 bis auf 
kleine GréBen héherer Ordnung verschwinden miissen. Dies ergibt sich aus 
folgender Uberlegung. 

Infolge der Stetigkeit simtlicher in Frage kommenden Rechenopera- 
tionen, wobei wir insbesondere an die unter 8. diesbeziiglich gemachte Be- 
merkung erinnern, diirfen wir uns darauf beschrinken, die Jacobische De- 
terminante fiir eine L-Kurve zu berechnen, wie dies oben fiir das links- 
seitige Feld auch geschah. Da das Extremalenfeld in der nachsten Um- 
gebung der L-Kurve liegt, so ist damit der Wert der Determinante auf 
Grund der Stetigkeit auch fiir jede beliebige Feldextremale mit beliebiger 
Annaherung berechnet. Nun ist aber sowohl Y, als auch Y — $a in der 
Form c,,% (S, R, 7, u,) darstellbar, worin % regular ist. Die partiellen 
Ableitungen einer solchen Funktion nach den Parametern verschwinden, 
mit Ausnahme der Ableitung nach c,,, fiir eine Z-Kurve, denn fiir eine 


solche ist c,,— 0. Wir diirfen also in % fiir die Parameter deren Werte 
fiir eine Z-Kurve einsetzen, so daB hinsichtlich der Bildung der Jacobischen 
Determinante %(S, R, y, u,) = %(S) wird. Damit sind Y und P—in 


hinsichtlich der Parameter nicht mehr unabhangig voneinander, die Funk- 
tionaldeterminanten also, die Y und ¥— 2 enthalten, gleich Null. Es 
kommt also nur auf die Determinanten an, in denen eine der beiden 
Koordinaten Y und ¥ — ia fehlt. Gelingt es aber, die Regularitat einer 
der beiden bezeichneten Determinanten fiir die ganze rechtsseitige Strecke 
zu beweisen, so ist damit offenbar die Jacobische Bedingung auch fiir diese 
Strecke verifiziert. Wir untersuchen die Determinante 
o(X, Z,0, P, ®) 


v(Ry, Yt, C2, Cons Ug) 


Wir sahen eben, daB 


(oF (oP (ov (ae 
(OE) ani (2) ae (2) at (2) ow, 
\eR,/ Oy: / \8Cy, \OUo: 
wahrend 
(ae , sin (3, — y;) 
— (-—]) =(2cosy, — K) ae 
\OC,3/ ’ cos (#, +¥-— 72) 
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Ferner ist nach (76) in Verbindung mit (62) 


Ae! Ae ae ee 
Fe.) = 35 cE) = (5) = (Ga) =G 
Damit reduziert sich unsere Funktionaldeterminante auf 


sin(?,—y) _0(X, Z, 6) 


(77 9 — ss 
cee) (2 cosy, — X) c0s(3,-+y-—%) 8( Ri, 72, Mgr) 


Nach (72) in Verbindung mit (27), ,,, (E),, (F’), (L), (45), (D’), und 
(50), ist mit Riicksicht auf 0 —(2AR,u-+k,)(1 —u*), sowie auf die 
Integrationsrichtung der rechtsseitigen Integrale, und unter Vernachlissigung 
kleiner GréBen zweiter Ordnung 


x er ae ee 
ais y2A = sin(y, — 7,)° R (VR, Mo, a9 VR, u + Ryu, — R, Uo, ) 
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—lLae , 
— 34% = are cosu — y, + 7,, 





as Foo eS f ea if y do 

y24 278, . yudl—w) 2) VRro — BR, tig + By M1) (1 —o*) 
Indem wir uns aber fiir die Folge wiederum auf die Umgebung der gerad- 
linigen L-Kurve beschrinken, erreichen wir eine weitere Reduktion des 
Funktionensystems bzw. der Jacobischen Determinante. Denn in der Nahe 
der geradlinigen L-Kurve miissen die Koordinaten § und Z bis auf kleine 
GréBen héherer Ordnung einander gleich sein, was man leicht auch direkt 
verifizieren kann. Eine der beiden Funktionen S und Z muB also fortge- 
lassen werden, und dementsprechend miissen sich auch die drei Parameter 
R,, Yy Uo, auf deren zwei zuriickfiihren lassen. In der Tat zeigt unsere 
Tab. (62), da ja fiir jede L-Kurve in der Umgebung der geradlinigen cr, 0, 
siny,—>+ 1, cosy,—>U,,, dab 
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aR, aR, 272 Orr Ove 
(he GS)-< % ox ; Gr) gai 7 > 5 

(he) = ($82) = 

a” Og: / x 

Damit ist unsere Aufgabe also auf die Untersuchung der Funktionaldeter- 
minante eines Systems von zwei Funktionen mit zwei Parametern reduziert. 
Bevor wir zur Berechnung dieser Determinante iibergehen, machen wir noch 
folgende Bemerkung. Die Wahl der Bogenliinge S zur unabhangigen Ver- 
anderlichen wire hier ungeschickt, da hierbei die nachfolgenden Differentia- 
tionen sehr kompliziert werden. Nun ist aber der Winkel 6 fiir eine L-Kurve 
eine streng monotone Funktion der Bogenlinge und wegen der Stetigkeit 
der in Frage kommenden Funktionen gilt dies auch noch fiir die in ge- 
niigender Nahe der L-Kurve verlaufenden Feldextremalen. Daher bleibt 
unser Funktionensystem auch dann eindeutig, wenn wir @ statt S zur un- 
abhingigen Veranderlichen wahlen. 


Um die Rechnung méglichst iibersichtlich zu gestalten, fiihren wir 
folgende abkiirzende Bezeichnungen ein: 
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k, ~ * 1 = 
54 — Rito, — B,%, = k,; RB, VRiM: = 1; RV R.u+ ,= MU; 
=. f ~S_ =I; + . con 

27k J Yu(1 —w*) (Rok) (1 —o*) 


sin(y,—7,)=V; cos(y, - eM; sin(y, —y,) tg y, = VII. 


Indem wir durch das Einklammern einer GréBe angeben, daB sie fiir eine 
L-Kurve gebildet werden soll, kénnen wir hinschreiben 


(k,)=0; (I)=VZ; (D)=/Fi 


1 , 1 — na 
Il) = —— ; (Iv)=—— 3 yus); 
( ) syn (IV) oye (!* yua); 
(V)=sin2y,; (VI)=cos2y,; (VIL) = — 2sin*y,. 
Unser Extremalenfeld stellt sich mittels des Funktionensystems dar 


X = V(I—IIl)+M1—VI-IV; Z= — Vil-I1+ VI-Il— V-IV; 
78) 
ine | 6 — im = are cos u — y, + 7,. 
Aus der letzteren Gleichung folgen die Ableitungen der GréBe u nach den 
Parametern, da ja die Koordinate § als Argument bei diesen Differentia- 
tionen stets den Wert Null ergibt. So findet man auf Grund von (62’), 
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indem man hier und im folgenden mit Hilfe des Pfeiles den asymptotischen 
Wert bei der Annaherung an die geradlinige L-Kurve angibt, 





cu 0 ou s 7 i 
6 R,/ . Uy; CT, 
Ferner ist 
Ok, dk, 
0; = 
OR, ’ OU,y ; R 
Damit wird, indem man zur Abkiirzung V = setzt, (1 > a0 
al 1 y/u | al 1 272 alt ly/u. 
OR, 9 | _? OUy) . yR u, ¢% , aR) 9 R°’ 
9 fromm : r 
amy it 28, ey, (ATM) _ Ae); alll -i/* 
OUy; 2 )R u CT, OR, 6 R/ OU; c t 
/eIV 1 //u> . eIV 1 y/u, 22 . 
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Dementsprechend wird nach (78 





5 r : = (1 uj? {1 u u*® 
ax / (Ut, \* 1 = ax 2 724 /u, 3 6 
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Mit diesen Werten wird die Funktionaldeterminante (77) 
9 ‘ 2 y2 cosy,\ sin(d,—y,) 2 y2 l i -(l-—au)?/l = 
2 cos y, — —— Se Ree | R) —= = zu 
CT, / cos(¥,—2y) 6% VRu, } u 2 ‘ 


Nun ist nach (40) cr,—+(2 72/3) cos* 4,; ferner ist cos#, = u, cos y,= Up, 
sind,—+1, siny,—1; endlich ist nach (51’) Ru,a*—+8Acos‘A, und 
(u,:R)—+(a*:8A). Also ist der asymptotische Wert der Determinante 
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Jetzt haben wir uns zu iiberlegen, auf welches Intervall @ beschrankt 
bleiben muS. Denn fiir jedes % im Intervall 0 < % <1 ist (79) positiv, 
nur fiir #=1 wird der Ausdruck gleich Null. Aus der Betrachtung des 
linksseitigen Feldes konnten wir aber schlieBen, daB dieses auch im Punkte 
a =1 regular ist. Das Verechwinden von (79) fiir 7 =1 erklart sich da- 
durch, da8 sich in diesem Punkte die Dimensionsanzahi des Extremalen- 
feldes andert: (79) ist auf Grund eines Systems von mehreren Funktionen 
berechnet worden, wahrend im Punkte 7=—1 das Verhalten des Feldes 
bereits mit Hilfe einer einzigen Funktion dargestellt wird. Bei der An- 
naherung des rechtsseitigen Extremalenfeldes an den bezeichneten Punkt 
nahert sich das entsprechende Funktionensystem somit einem Zustand, bei 
dem die Funktionen in bezug auf die Feldparameter nicht mehr vonein- 
ander unabhingig sind. Das Verschwinden von (79) ist im vorliegenden 
Falle nichts anderes, als das analytische Kennzeichen dieses Verhaltens. 
Die linksseitig fiir den Punkt % = 1 festgestellte Regularitaét der Schar gilt 
aus Stetigkeitsgriinden noch langs einer gewissen, wenn auch noch so 
kleinen, Strecke t dariiber hinaus, und zwar gleichmdfig fiir alle Extre- 
malen des geniigend eng begrenzten Feldes, wie dies ja aus dem Begriffe 
der Regularitat folgt. Ist aber diese Strecke t bestimmt, so kénnen wir 
das Feld weiter so verengen, indem wir fiir cos 4, nur entsprechend kleine 
Werte zulassen, daB (79) gleichmaBig, d. h. fiir jedes @ im Intervall 
1—t=>t#=0, oberhalb einer nach Belieben vorzuschreibenden positiven 
festen Zahl bleibt. Das Jacobische Kriterium ist somit auch im rechts- 
seitigen Extremalenfelde erfillt. Die schwach gekriimmte L-Kurve liefert 
also ein starkes eigentliches Minimum, sie besitzt, mit anderen Worten, den 
kleinsten Wert der quasipotentiellen Energie gegeniiber jeder in geniigen- 
der Nahe, aber im Funktionenraume mit beliebiger Neigung gegen die 
L-Kurve verlaufenden Vergleichskurve. 


10. SchluBwort. 


Bevor wir das Ergebnis unserer Untersuchung aussprechen, wollen wir 
auch die wesentlichen Voraussetzungen zusammenstellen, die den Rech- 
nungen zugrunde gelegt werden muBten. Es wurde angenommen, daB die 
Welle selbst masselos und mit einer zentrisch aufgesetzten Einzelmasse in 
der Gestalt eines symmetrischen Rotationskérpers beladen ist; ferner, dab 
diese Masse in bezug auf alle Schwerpunktsachsen gleiche Trigheitsmomente 
besitzt, womit, wie wir gesehen haben, die Realisierungsméglichkeit einer 
Masse gegeben ist, die gegeniiber der Wellenmasse zwar groB ist, aber keine 
Schwerpunkts-Tragheitsmomente besitzt. Selbstverstiandlich bedeutet diese 
Voraussetzung eine sehr erhebliche Einschrinkung der Aufgabe. Dagegen 
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liefert die vorstehende Untersuchung, die unter den gegebenen Umstianden 
nur als Beitrag zum Stabilititsproblem der rotierenden Wellen gewertet 
sein will, ein gesichertes Ergebnis, das folgenderweise ausgesprochen werden 
kann: Die in zwei Lagern gelagerte masselose Welle mit zwischenliegender 
zentrisch aufgesetzter Masse in der Gestalt eines symmetrischen Rotations- 
kérpers von konstantem Schwerpunkts-Tragheitsmoment ist im Zustande 
gleichférmiger Drehbewegung in gestreckter Lage bei jeder Drehgeschwindig- 
keit stabil. 

Der Verfasser dieser Zeilen behalt sich vor, auf die Frage der Stabili- 
taitsverhiltnisse in dem hier ausgeschlossenen Gebiet auf einem anderen 
Wege zuriickzukommen. 


Berlin, Institut fiir angewandte Mathematik an der Universitat. 


(Eingegangen am 14. 2. 1928.) 


Uber die Grundgleichungen der Elastizititstheorie 
schwach deformierter Schalen. 


Von 
F. KrauB8 in Aachen. 


Einleitung. 


Die Grundgleichungen der Schalentheorie’) umfassen zwei Systeme 
von Relationen. Das erste besteht aus den zwei vektoriellen oder sechs 
skalaren Gleichungen, die das Verschwinden der Gesamtkraft und des Ge- 
samtmomentes am Schalenelement *) d. h. die stereostatischen Gleichgewichts- 
bedingungen ausdriicken. Diese sind notwendige, aber, da das Schalen- 
element in der z- Richtung*) von endlicher Erstreckung ist, nicht hinreichende 
Bedingungen des elastischen Gleichgewichts. In ihnen sind die Resul- 
tierenden aus den elementaren Spannungen und Spannungsmomenten, die 
an den Seiten des Schalenelements angreifen, mit den gegebenen AuBen- 
kriften und den bekannten differentialgeometrischen GréBen der undefor- 
mierten Schale verkniipft. Wir nennen sie die ,,resultierenden Gleichgewichts- 
bedingungen“. Das zweite System gibt fiir diese Resultierenden Aus- 


1) Zur Orientierung siehe z. B.: Encyklopidie d. math. Wissensch. 4, 2II, H. 2, 
Art. v. Tedone-Timpe, 14. Love-Timpe, Lehrbuch d. Elastizitaét, Leipzig 1907, S. 586 ff. 
G. Kirchhoff, Vorlesungen iiber math. Physik, Mechanik. Clebsch-St. Venant, Théorie 
de lélasticité des corps solides. 

*) Die Schale ist ein elastisoher Kérper, der von zwei parallelen ,Grenzflichen“ 
mit dem i. a. kleinen Abstand 24 und den quer zu diesen die Schale abschlieBenden 
schmalen ,Randflichen“ eingeschlossen ist. z ist Abstand eines Schalenpunktes von 
der Mittelfliche; &, , &, sind die Koordinaten seines Projektionspunktes auf der letzteren. 
Das Schalenelement wird aus der Schale herausgeschnitten, wenn man die auf der 
Mittelfliche normale Achse um ein Flichenelement der Mittelflaiche herumfiihrt. Das 
Flachenelement ist von den Linienelementen zweier Paare benachbarter Koordinaten- 
linien der Mittelfliche begrenzt. Zu jedem Punkte der Mittelfliche gehiéren daher 
zwei Seiten eines Schalenelementes, welche die beiden von dem Punkt ausgehenden 
Bogenelemente der beiden Koordinatenlinien enthalten. Diese Seiten sind von intinite- 
simaler Breite, von endlicher Héhe 2h und i. a. windschief. — Entwicklungskoeffizienten 
einer Funktion von z sollen die Koeffizienten ihrer Potenzentwicklung nach z heiSen. 
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driicke — ,,Verschiebungsausdriicke* — an, in denen auBer den Entwick- 
lungskoeffizienten der Verschiebung nach z die differentialgeometrischen 
GréBen und die elastischen Konstanten vorkommen. 

Diese Grundgleichungen stellen wir im folgenden allgemein-invariant 
und exakt auf, ohne andere Vernachlissigungen als diejenigen, welche aus 
der Kleinheit der Verschiebung in bekannter Weise folgen. ‘Die allgemeine 
Invarianz bezieht sich auf die Transformation der Koordinaten in der 
Mittelflache. Mit Hilfe einer einfachen vektoriellen Symbolik, bei der die 
Grundvektoren der Koordinatenlinien explizit geschrieben werden, ergibt 
sich leicht folgende Zusammenordnung der wesentlichen Gréf8en: Von den 
sechs skalaren Komponenten der resultierenden Spannkrifte bilden die 
vier (bei Love-Timpe mit 7,, 7,, 8,, 8, bezeichneten) zur Mittelfliche 
tangential gerichteten eine zweidimensionale Tensormatrix, in der, im 
Gegensaiz zum gewdhnlichen Tensor der Elementarspannung, die Kom- 
ponenten der Schubrichtung (S,,S,) die Hauptglieder, die der Normal- 
richtung (T,, T,) die Nebenglieder bilden. Die Querkrifte (N,, N,) ver- 
halten sich wie Komponenten eines Differentialvektors in der Mittelflache. 
Entsprechendes gilt von den Komponenten der resultierenden Spannungs- 
momente. Alle in den Grundgleichungen vorkommenden differentialgeo- 
metrischen GréBen der undeformierten Schale ergeben sich als Entwick- 
lungskoeffizienten eines einzigen Tensors, den wir daher als ,Schalentensor“ 
bezeichnen. Er setzt sich aus den Grundformen der Mittelfliche in ein- 
facher Weise zusammen. 

Die Entwicklungen der Resultierenden nach h-Potenzen sind i. a. un- 
endliche Reihen. Will man also die Verschiebungsausdriicke fiir sie voll- 
staindig darstellen, so hat man allgemein die n-ten Entwicklungskoeffizienten 
der Resultierenden durch die Entwicklungskoeffizienten der Verschiebung 
(,, Verschiebungskoeffizienten“) auszudriicken, wobei die letzteren ebenfalls 
von unendlicher Anzahl sind. Diese Verschiebungsausdriicke, in die resul- 
tierenden Gleichgewichtsbedingungen eingefiihrt, ergeben sechs skalare resul- 
tierende Differentialgleichungen fiir die Verschiebungskoeffizienten. Zu diesen 
treten durch die Vorgabe der Grenzspannungen bei z = +h noch weitere 
sechs Differentialgleichungen, so da8, vollstandige Entwicklungen nach z- 
und h-Potenzen vorausgesetzt, infolge der Verwendung der unvollstandigen 
stereostatischen Gleichgewichtsbedingungen fiir die unendlich vielen Ver- 
schiebungskoeffizienten nur zwoélf Bestimmungsgleichungen vorliegen. 

Von diesem Ansatz aus mu8 man das Spezifische der Schalentheorie 
darin sehen, da8 sie durch gewisse Vernachliassigungen und Zusatzannahmen, 
welche durch die Kleinheit von h motiviert sind, die Entwicklungskoeffi- 
zienten der Verschiebungen auf eine geringe Zahl von Unbekannten redu- 
ziert, zu deren Bestimmung die aus den resultierenden Gleichgewichts- 
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bedingungen sich ergebenden Differentialgleichungen ausreichen. Die sich 
zunachst darbietende Vernachlassigung wire der Abbruch der Verschie- 
bungsentwicklung bei einer gewissen Potenz von z. Die resultierenden 
Momente sind mindestens von dritter Ordnung in A und treten in den 
resultierenden Gleichgewichtsbedingungen linear mit den resultierenden 
Kriaften zusammen, so da® fiir alle Resultierenden die Entwicklung bis 
zur dritten Ordnung in A verlangt werden muf. Dem entspricht ein An- 
satz der Verschiebungsentwicklung bis zur dritten Potenz in z, wodurch 
zwolf skalare VerschiebungsgréBen eingefiihrt werden. Von den sechs 
Gleichgewichtsbedingungen wird nun aber diejenige, welche das Verschwinden 
der zur Mittelflache normalen Momentkomponente ausdriickt, wie wir sehen 
werden, stets eine invariante Identitdt in den Elementarspannungen und 
daher auch in den Verschiebungen. Diese Gleichung zerfallt naimlich in 
zwei Linearformen aus resultierenden Momenten einerseits und resultierenden 
Kraften andererseits; bei ebener Schale (Platte) verschwindet jede dieser 
Formen identisch in sich, bei krummer Schale zerstéren sie sich identisch 
gegenseitig. Auf diese Weise erhalt man stets fiir die zwélf Verschiebungs- 
groBen nur elf Bestimmungsgleichungen.. Es bedarf also auch bei diesem 
Abbruch des Verschiebungsansatzes noch gewisser Zusatzannahmen. 

Wir nennen eine Zusatzannahme eine Reduktionsbedingung, wenn 
durch sie die Verschiebungsentwicklung auf die Verschiebung der Mittel- 
flaiche reduziert wird. Eine allgemeine Form, durch Voraussetzungen iiber 
die Verteilung der Elementarspannungen durch die Dicke der Schale 
Reduktionsbedingungen zu erhalten, ergibt sich durch diesen Zusammen- 
hang: Kennt man die n ersten Entwicklungskoeffizienten der Elementar- 
spannungen in den Parallelflichen zur Mittelflaiche (Parallelflachen- 
spannungen), so kann man aus den Spannungs-Dehnungs- Beziehungen 
direkt, d.h. ohne Integration, die n+-1 ersten Entwicklungskoeffizienten 
der Verschiebungen durch die Verschiebungen der Mittelfldche und thre 
Ableitungen nach den £,*) ausdriicken. Hierbei ist die héchste in den Aus- 
driicken fiir die (n+ 1)-ten Entwicklungskoeffizienten vorkommende Ab- 
leitung von der Ordnung n+ 1. Eine Entwicklung der Parallelflichen- 
spannungen soll ,,reduzierende Entwicklung“ heiBen, wenn sie in den Grenz- 
flichen diesen Spannungen die vorgeschriebenen Werte verleiht. Eine lineare 
reduzierende Entwicklung ist offenbar immer durch die Grenzspannungen 
allein eindeutig bestimmt. Durch eine heuristisch zugrunde gelegte redu- 
zierende Entwicklung kann man also die unbekannten VerschiebungsgréBen 
auf drei reduzieren und erhalt nach Elimination der Querkrifte (in denen 
der Fehler in der reduzierenden Entwicklung am meisten ausmacht) aus 
den resultierenden Gleichgewichtsbedingungen gerade drei Differential- 
gleichungen fiir die Verschiebung der Mittelflache. 
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Die klassische Plattentheorie ist dadurch charakterisiert, daB sie als 
Reduktionsbedingung die Parallelflachenspannungen null setzt, weil diese 
klein werden gegeniiber den iibrigen in die Resultierenden eingehenden 
Elementarspannungen, falls A geniigend klein ist. Aus unserem allgemeinen 
Reduktionsverfahren ergibt sich nun leicht ein allgemeineres systematisch 
fortsetzbares Approximationsverfahren, welches man insbesondere dann an- 
wenden wird, wenn A nicht so klein ist, daB es auf einen besseren Ansatz 
der Parallelflachenspannungen in den Resultierenden nicht ankommt, oder 
wenn die genauere Verteilung dieser Elementarspannungen an sich inter- 
essiert. Bei diesem Verfahren bleibt das Wesentliche der Schalentheorie, 
da8 sie namlich stets nur aus den resultierenden Gleichgewichtsbedingungen 
integriert und die Zah] der unbekannten Funktionen durch die heuristische 
Annahme reduzierender Entwicklungen verringert, erhalten; wir nehmen 
nur zur Priifung und Korrektur der letzteren die vollstandigen elastischen 
Gleichgewichtsbedingungen hinzu, nachdem wir sie auf eine den resul- 
tierenden analoge Form gebracht haben. 

Ersetzen’ wir in den resultierenden Gleichgewichtsbedingungen der 
Kraft die von — Ah bis +A iiber die elementaren Spannungen und Volum- 
krafte erstreckten Integrale durch Integrale mit den Grenzen — A und z, 
und setzen wir entsprechend an Stelle der Grenzspannungen bei +-h die 
Parallelflichenspannungen bei z, so sind die sich ergebenden Gleichungen 
die Gleichgewichtsbedingungen der Kraft an dem_,,verkiirzten“ nur von 
—h bis z reichenden Schalenelement. Sie sind Identitaéten in z und ein 
System vollstandiger elastischer Gleichgewichtsbedingungen, da sich durch 
Differentiation nach z aus ihnen die Divergenzgleichungen des Spannungs- 
tensors ergeben. Haben wir mit Hilfe einer reduzierenden Entwicklung Ver- 
achiebunzen erhalten, so kénnen wir in diesen Gleichgewichisbedingungen die 
verkiirzten Resultierenden durch die Verschtebungen ausdriicken und gewinnen 
dadurch unmittelbar eine neue Entwicklung der Paralleljlachenspannungen, 
welche wiederum die Grenzbedingungen befriedigt und daher als eine neue 
reduzierende Entwicklung genommen werden kann. Ist die letztere mit der 
urspriinglichen identisch, so folgt, daB das berechnete Spannungs- und 
Verschiebungssystem ein exaktes Gleichgewichtasystem ist, und, da es die 
Grenzbedingungen befriedigt, in dem MaBe brauchbar sein wird, wie es 
den Randbedingungen geniigt. Reproduziert sich die reduzierende Ent- 
wicklung nicht, so kann mit der neuen, welche sich offenbar i. a. dem 
elastischen Gleichgewichtazustand besser anpaBt, dasselbe wiederholt werden. 
Die Konvergenz dieses Verfahrens la8t sich unter allgemeinen Bedingungen 
wohl kaum beweisen. Dieser Mangel wiegt indessen nicht schwer, weil man 
in dem Grade, mit dem sich die Parallelflachenspannungen reproduzieren, ein 
Abschitzungsma8 fiir die Giite der Naherung besitzt. 
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Benutzt man von einer reduzierenden Entwicklung die n ersten 
Koeffizienten zu einer Reduktion der (n +-1)-ten Verschiebungskoeffizienten, 
indem man die héheren Verschiebungskoeffizienten null setzt, so wird man 
auch die Resultierenden nicht weiter als bis zur (n-+-1)-ten Potenz in h 
entwickeln. Die neue reduzierende Entwicklung ist aber, wenn sie mit 
der alten nicht identisch ist, von héherer Ordnung als diese, wie sich 
leicht daraus ergibt, daB in die Integranden der die verkiirzten Resul- 
tierenden darstellenden Integrale, durch die sich die neuen Parallelflachen- 
spannungen ausdriicken, Verschiebungsentwicklungen von der Ordnung 
n-+1 substituiert werden. Dies hat zur Folge, daB i. a. die neuen Diffe- 
rentialgleichungen fiir die Verschiebung der Mittelflache von héherer Ab- 
leitungsordnung sind als die alten, so daB eine bessere Befriedigung der 
Randbedingungen méglich wird. 

Wiirden wir von vornherein mit einem Potenzreihenansatz fiir die 
Verschiebungen in die vollstandigen Gleichgewichtsbedingungen _hinein- 
gehen, so erhielten wir durch Koeffizientenvergleichung aus diesen Iden- 
tititen in z stets eine geniigende Anzahl von Bestimmungsgleichungen fiir 
beliebig viele Verschiebungskoeffizienten. Allein wir hatten dadurch so- 
gleich eine groBe Anzahl unbekannter Funktionen, oder, nach Elimination 
eines Teiles derselben, sehr hohe Ordnungen der Differentialgleichungen. 
Das Spezifische des Ansatzes der skizzierten Schalentheorie besteht dem- 
nach darin, da8 er, aus den resultierenden Gleichgewichtsbedingungen inte- 
grierend und den vollstaéndigen korrigierend, die Zahl der Unbekannten 
und die Ableitungsordnungen der Differentialgleichungen durch heuristische 
Annahmen reduzierender Entwicklungen zunachst verringert und erst, wenn 
diese Reduktion sich als ungeniigend erweist, zu einer neuen Reduktion 
und zu Differentialgleichungen von erhéhten Ordnungen fortschreitet. 

Die bisherigen, im wesentlichen von Love (s. Anm. *)) als Erweiterung 
der klassischen Plattentheorie gelieferten Ansiitze dieser Art legen auf die 
transformationstheoretische und differentialgeometrische Ubersichtlichkeit 
und Vollstandigkeit keinen Wert. Sie liefern ferner kein systematisch fortsetz- 
bares Reduktions- und Approximationsverfahren. Die skizzierte Methode 
l48t sich natiirlich auch auf den zweidimensionalen Fall des geraden und 
krummen Balkens anwenden. Zu ihrer Erlauterung behandeln wir daher 
am Schlusse der Arbeit das einfache Beispiel des horizontalen geraden 
Balkens unter Eigengewicht. 

Wir schicken einen formalen Abschnitt voran, in dem die differential- 
geometrischen, tensoranalytischen und deformationstheoretischen Hilfs- 
mittel, soweit sie nicht allgemein bekannt sind, zusammengestellt werden. 

Die Hauptformeln sind in der Anmerkung §. 86 in die skalare Kompo- 
nentform, welche der gewéhnlichen Ricci- Bezeichnung entspricht, iibertragen. 

Mathematische Annalen. 101. 5 
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A. Zur Tensoranalysis, Differentialgeometrie und Deformationstheorie 
an Fliche und Schale. 


1. Zur Tensoranalysis auf der Flache. 


Die Vektorgleichung*) einer (regularen) Flache sei r = x(é,, &), wo 
r der Ortsvektor und & («= 1,2) die Koordinaten der Flachenpunkte sind. 


: a j 0 a : ; : y 

Die Grundvektoren ik . a, peal aes —t bezeichnen wir mit den auf die 
‘ ox 1 /s@ 

Zeile gesetzten Indizes «, x, ...; 7,3. Eine Seite der Flache sei invariant 


ausgezeichnet, und nach ihr weise der invariante Normalenvektor q von der 
Lange 1. Die reziproken Grundvektoren werden geschrieben :, x, .. 
sie sind definiert durch: 


1 1 (¢c=—*x) ~_ 
a eg 0 (4 +x)’ le 


3 1,93 


@ sei der MaB- oder Einheitstensor, der jeden Vektor a in sich selbst 
transformiert (Ga =a). Gx sind die Koeffizienten der MaSform in der 
Flache. & sei der (tangentiale) Kriimmungstensor mit den Vektoren: 

aq _ ¢ 

Die Indizes der — seien so gewahlt, daB {3,q ein Rechtssystem bilden. 
Dann ist der Inhalt des Grundvektorparallelogramms: 


(3) F=([i2]q 

*) Vektoren — mit Ausnahme der Grundvektoren — werden mit kleinen, Ten- 
soren zweiter und hdherer Stufe mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnet. ab be- 
deutet das innere Produkt, [ab] das auBere. Die Uberschiebung eines Tensors & mit 
einem Vektor 6 wird geschrieben: %6. Die Bestimmungszahlen von Vektoren und 
Tensoren sind Uberschiebungen der letzteren mit den Grundvektoren und werden dem- 
nach geschrieben: ac, Ux, ai, Ui, usw. Die Stufe eines Tensors wird durch Uber- 
schiebung mit einem Vektor um 1 erniedrigt. axb, Uxb, UxB usw. sind die ten- 
soriellen Multiplikationsprodukte, bei denen die Stufe gleich der Summe der Faktoren- 
stufen ist; sie werden von rechts nach links durchiiberschoben, also: (a =< b)c=a-(bc), 
(Ux B)c=Ax (Bc), (axb)cdb=—(abd) (bc) usw. Ein Tensor oder Vektor auf der 
Flache ist tangential, wenn jede Uberschiebung mit einem normalen Vektor verschwindet. 
Zwei Vektoren MU: («=1,2) auf der Flaiche bilden ein kovariantes System, wenn sie 
selber, nicht etwa ihre Bestimmungszahlen, bei der Transformation der &, kovariant 
iibergehen, so daB die transformierten Vektoren a: sich durch die urspriinglichen so 
ausdriicken: 
0g, 
ag, 
Alle Indizes laufen, wenn nichts Besonderes bemerkt, von 1 bis 2. Die Summenzeichen 
beziehen sich auf die paarweise vorkommenden gleichen Indizes. 


Gs= DS a, ax, Gn = 


ste 
be 


(4 
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stets positiv und identisch mit + ¥|@:x], wo |Gcx| der Determinanten- 
betrag der Matrix G:x. 
Wenn A, eine kovariante Matrix, so ist (im Zweidimensionalen) 


; (A,, ony A,,) 

eine absolute Invariante (,.Moment von A,, auf der Flache“). Das gleiche 
gilt von den folgenden momentartigen, skalaren und vektoriellen Aus- 
driicken, welche Bilinearformen in den Vektoren und Tensoren zweiter 
Stufe a, b, U,B sind und mit den vorausgestellten Klammerzeichen (;), [ ;] 
abgekiirzt werden mégen: 


1. Der Skalar: 
(a;b)=—(b;a) = 
2. Der Vektor: 


+ ((ai) (b3) — (a3) (63). 


(4) (QU; b) = — (6; M) = > (( Mz) (ba) — (Ma) (63). 
3. Der Skalar: 
(A; B)— —(B; A) = 7 ((Qi) (Ba) — (Wa) (Bi)). 4) 


4. Der Vektor: 
(U;BS)—= [(B;A)}= 7 (U7) (Ba)} — [(As) (Bi). 
Speziell wird fir 8 — G: 





1 
(A; Gq = (G; A) qg = y (Lai) (Ms) + [Fq] (Wz)) 
1 
= > ([i(M2)]q — [2(Wi)}q). 
Es ist aber: 
[qi]i_ [qi] [i3}q [qijq _ 
res. See ee 
[2q)@ [aq)i _ [22]}q_ [zq]q 
c- =0, a1, EU 0. 
i] und ty =— Is? geniigen also den Reziprozitaitsbedingungen (1), 
so daB 
[qi] _ - [q2] 
(5) ee a past | 
Also ist 
(6) (A; G)q = (G; A)qg= SA, 


d. h. identisch mit der ,Spur“ von Y. 


*) Man beachte, daB Y&: und Bx Vektoren sind und z. B. (W:) (8x) inneres Pro- 
dukt aus ihnen ist; s. Anm. *). 


5* 
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Ist 2% ein invarianter Tensor zweiter Stufe, so ist UW: ein kovariantes 
Vektorsystem, und es ist definiert: 


a) der ,,Tangentialtensor des Systems U.“: M7 *) mit den Bestimmungs- 
zahlen: 
Wren = Acx, Ur eg =A Qc —A7qq=—0; 
b) der ,,Vektor* des Systems: 
b= b7 = 5 (Arq): ; 
b ist invariant und ebenfalls tangential. 


Der rotationelle Ausdruck: 


Rot A = 1 (ae 6(as) 


F\ 0 08, / 


ist eine vektorielle Invariante. Wir spalten den Tensor & und damit die 
Vektoren W:: 
Me = Ae + (Acq)q. 


Dann spaltet sich die Rotation, wie man durch einfaches Ausrechnen 
erkennt, folgendermaSen: 


(7) Rot & = Rot &” + (Rot 6) q + (b; &). 
Hieraus: 
(Rot A)” — (Rot U7)"+ (b; ®), 
(8) (Rot X)q = (Rot U7) q + Rot b, 
(Rot 17) q =(&; A"). 
Durch Auflésen der ersten vektoriellen Gleichung nach 6 und durch Sub- 
stitution der dritten in die zweite erhalten wir, wenn K das Kriimmungs- 


ma8 der Flache, in endgiiltiger Form die invarianten Beziehungen zwischen 
4, 47,6 und den KriimmungsgréBen: 


(&; Rot (UM — U*)) = K-b, 
(Rot %)q —(&; AU") — Rot b. 


Fir die Ebene (% =0) wird die erste Gleichung trivial. Man hat 
aus (7) und (8): 


(9) 


Rot (4 — A”) = (Rot b)q, 
(Rot A7)q =0. 
Fiir die abwickelbare Regelflache (& + 0, K =—0) wird: 


(10) 


(&; Rot (A —%")) —  ((#i) (Rot (M —A™))s—( Ks) (Rot (M —A7))i) = 0. 


®) Tangentiale Komponenten werden mit ()* bezeichnet. 
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Wahlen wir Kriimmungslinien als Koordinatenlinien, so fallt eine Koordi- 

natenlinienschar in die Erzeugenden, deren Richtungsvektor 2 sei. Dann 

ist 3 — 0 und Ri +0. Somit besagt die letzte Gleichung: 

(11) (Rot (W — W7))s =0, 

d.h. der Vektor Rot (& —%”) steht auf der Erzeugenden senkrecht. 
Diese Zerlegungen spielen in der gewdhnlichen Flachentheorie deshalb 

keine Rolle, weil der Kriimmungstensor tangential ist und sein ,,Vektor“ 

verschwindet. Bei der Betrachtung der resultierenden Spannungsvektoren 

an der Schale werden wir sie gebrauchen. 


2. Zur Differentialgeometrie der Schale. Der Schalentensor. 

Wenn + kleinster Hauptkriimmungsradius auf der Mittelfliche der 
Schale, so heiBt die Schale diinn, falls : klein. Jedenfalls sei =< ‘. 
Dann liegen die Kriimmungsmittelpunkte der Normalschnitte der Mittel- 
flaiche iiberall auBerhalb der Schale, und die GréBen é,, z (s. o. 8.61, Anm. *)) 
sind umkehrbar eindeutige Koordimaten der Schalenpunkte. Der Orts- 
vektor r° *) eines Schalenpunktes ist: 

r “=< + q-2, 

wo x der Ortsvektor des FuBpunktes auf der Mittelfliche. Die nie ver- 
schwindenden Grundvektoren «* werden: 
(12) o =1+(Re)z. 
Wir schreiben unter Einfiihrung des Einheitstensors © 
(13) &=(G42R)c =F « 


und nennen den invarianten zu 


(14) F =—G+zK 


inversen symmetrischen und tangentialen Tensor den Schalentensor und 
bezeichnen ihn mit %’. 


} transformiert das Linienelement dx auf der Mittelfliche in das 
Linienelement dr’, welches mittels der Normalen aus der Mittelfliche in die 
Parallelflaiche z = konst. projiziert wird; umgekehrt 3°: 


dy* = dr, r =F, 
dy =Fdry*, « =H’. 


*) GréBen, die zu einem Punkte mit den Abstand z von der Mittelfliche gehéren, 
bezeichnen wir mit dem oberen Index z: A’. Ihren k-ten Entwicklungskoeffizienten 


nach Potenzen von z mit: A™. Ihren Wert in der Mittelfliche durch Weglassen des 
Index z, so daB A= A. 
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und a ordnen dem Mittelquerschnitt des Schalenelements den Quer- 
schnitt in jedem Abstand z nach Gestalt und Lage durch eine lineare 
Transformation zu. 

a sei ein beliebiger invarianter Vektor, der zu einem bestimmten 
Punkt P der Mittelfliche gehért und den wir uns lings der Normalachse 
durch diesen Punkt beliebig parallelverschoben denken, so da8 er in einen 
Punkt P* mit dem Abstand z von der Mittelfliche zu liegen kommt. Wir 
kénnen diesen Vektor nach der Basis i*,2*,q in P* zerlegen, aber auch 
nach der Basis i, 2,q in P. Offenbar hingen die sich ergebenden Be- 
stimmungszahlen so zusammen: 


(15 at=—aRe =F ca = S(F ex)ax, 
») 
ae =a =F a= S (Fr e'x) ax. 


Aus der letzten Gleichung folgt: 


ae! fl (x=«), 
xe = 
: 10 (% +2). 
x ist daher reziprok zu «° und also: 
(16 dg As 
a 
6=Fr. 


Die Formeln (14) und (16) gestatten, mittels %* und %* die im Abstand z 
gebildeten Komponenten eines Vektors oder Tensors in die in der Mittel- 
fliche gebildeten zu transformieren und umgekehrt. Da 











1 (c=2x), 2 wai 
e? 9% = “~ =x, eo (x*) =0 (n>1), 
. 0 (t + x), oz az 
so wird: 
n bal | - n-1 
oO (4° 2°) = Lt 4° +. 5 2 (Bu) = 0, 
_ ge a2" az" 
woraus fiir z= 0: 
o*¢ — a" aa 
Cz as*~-* 


Diese Rekursionsformel liefert fiir %* die Entwicklung: 


¥ =F Fs + Hz? 4+..., 
5 — ’ fet 1)" R™, 


wo & — @ und R™ die n-te Ubetschiebungspotenz von &, d. h. 
(18) RM ex = TRA Kip... Rae Rox. 


(17) 


Dis 
we; 


im 


(2: 
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Die “cx sind dem Betrage nach < 5 Die Reihe fiir $* konvergiert also 
wegen der Voraussetzung = -@ ® 


Wir notieren noch fiir den Querschnittinhalt F* des Schalenelements 
im Abstand z: 
F? 


(19) p= l+khe+ Kz’, 
wo k die doppelte mittlere Kriimmung .):: und K das Kriimmungs- 
maB; fiir den Inhalt J des Schalenelements: 


(20) an 2n(1+K*). 


Ist y das spezifische Gewicht und 8 der lotrechte Richtungsvektor, so 
wird die Schwerkraftresultierende bezogen auf den Mittelpunktsquerschnitt 
des Schalenelements: 


(21) =2hy(1+K>)8. 
Fiir den Schwerpunktsabstand a: 


h® h® 


(22) a= 
und fiir das Moment der Schwerkraft: 


(23) m=— yh° F(k+...)[q8]. 


3. Zur Deformationstheorie der Flache. 


Es ist bequem, die Deformationsinderung einer GréBe A mit 4A zu 
bezeichnen; dann kann man bei kleinen Deformationsinderungen mit 4 wie 
7] 
ag, 
tauschbar, woraus folgt, daB die 4: kogredient mit den « und daher wie 
diese ein kovariantes Vektorsystem sind. Der symmetrische Teil des Tan- 
gentialtensors von 4: ist der tangentiale Verzerrungstensor oder Dehnungs- 
tensor der Flaiche. Wir bezeichnen ihn mit €:x: 


mit einem Differential rechnen. Die Operationen 4 und sind ver- 


(24) Cox =F ((40)* + (4x)e). 


Ay =u ist die Verschiebung der Flache. Den ,,Vektor* des kovarianten 


Systems 4: =<" (s, 0. 8.68) bezeichnen wir mit >. Es ist also: 


&, 


(25) be=(4e)q, A(eq) =(4e)q +e(4q)=0, 
d = — 4q. 
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Aq ist die Anderung der Flachennormale durch die Deformation, d. h. ein 
Drehvektor des Flachenelements. Bei reiner Biegung verschwindet €:x, 
und die Deformation ist durch } allein gegeben. 4(8:) ist ebenfalls ein 
kovariantes Vektorsystem und bestimmt die ,Kriimmungsanderung“ ’): 


ona , oq oe 7 od 
(26) A(&t) = 4( = ) = 57 (49) =- 55, 


se/ 


Der Tangentialtensor der Kriimmungsanderung wird also: 


- d 

(27 (A(St))x = 7% — dex. 

. . ss re , ' a 
Nach bekanntem Satz ist bei einem beliebigen tangentialen Vektor a: x x 


Se 


die intrinseke kovariante Erweiterung, die wir mit a’ bezeichnen. Sie wird 
aus den Komponenten a: in der bekannten Weise mit der MaBbestimmung 
der Flache gebildet. 


Fiir den .,Vektor* der Kriimmungsanderung hat man: 
(28) A(R«e)) q —{Ri) 4qg = RDOe. 


Spaltet man die Verschiebung u invariant in die Tangentialkomponente b 
und die Durchbiegung w = wq: 


(29) u=v+wq, v=—u?= S(vi)t, wg, 


so erhalt man: 


ou ee, a ee 
a8,* = 35.* wae * = Diix-+ wiz, 
(30 ' 
+ ; y" Pe .. 
5F 9 —RKoi+w's (we ag.) 
Die analoge Zerlegung gilt iibrigens fiir jeden invarianten Vektor auf der 
Flache. Der Dehnungstensor nimmt nunmehr die Form an: 


(31) ix = 5 (vex +p’ xe) t+ wRex, 
und der Drehvektor: 

(32) 4qg=—d—=RKdv—-w’. 

Der Tangentialtensor der Kriimmungsanderung ist: 


(33) (4q)'=(Rv)'— w”. 


*) Die ,.Kriimmungsinderung™ ist also.ein dreidimensionaler Tensor zweiter Stufe, 


der in einen tangentialen, zweidimensionalen Tensor und einen tangentialen Vektor 
zerfallt 


d 
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4. Zur Deformationstheorie der Schale. 


a) Deformation der Normalfaser und Verschiebung. 


Wir setzen die Entwickelbarkeit der (kleinen) Verschiebung u’ in 
eine Potenzreihe nach z voraus. Der Ortsvektor f* nach der Deformation ist: 
(34) P= tu —(rt+u)t(qtum)24+ 024 v2? +... 

z ist Langenparameter nur auf der undeformierten Normalfaser. Sei s die 


ar? , 
ed - der Richtungsvektor 
und a der Kriimmungsvektor der deformierten Faser. Es wird: 


Lange der deformierten Normalfaser, dann ist 


ds _ d(z+ As) _ { , A(ds) 
dz dz ~* '  & 
(<) ist die Langendehnung der Normalfaser bei z. Wir nennen sie e’. 


Dann wird bei kleinen Verschiebungen der Richtungsvektor der deformiérten 
Faser: 
d;z* = d ft z ] d ry z 


T- “ali a 4) 
Hieraus hat man fiir die Anderung 4t* der Faserrichtung t* die Ent- 


wicklung : 
— dz’ 
4t=t—-q=-—-- 
(35) as 9 
( 


(u — eq) + (2u™ — eq) z+ (3u— e™q)2*+.... 


Bei kleinen Deformationen miissen aber 4t* und seine Entwicklungs- 
koeffizienten tangential sein, da dann die Richtungsinderung auf der Rich- 
tung senkrecht steht, woraus folgt, daB die Normalkomponenten der Ver- 


schiebungsgréBen u™ sind: 
ag) (n) (n) — 
(36) w == if q= = ‘ 
und die Tangentialkomponenten: 

yp™ — ym _ 2” .s Q. 


n 


Also wird die Richtungsaénderung der Normalfaser bei z: 


(37) 4te=v 4+ 2024 8274+... 

und der Kriimmungsvektor bei z: 

d 1 yye t 

(38) £(4t*) = SE = 20 + 2.30% + 4.302" 4 


Daher miissen, damit die Normalfaser auch nach der Deformation iberall 
gerade bleibt, fiir n >2 die »™ verschwinden, d. h. die u™ normal sein. 
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Soll die Normalfaser auch nach der Deformation senkrecht die Mittelflache 
schneiden, so mu8 die Drehung der Normalfaserrichtung gleich der Drehung 
der Mittelflachennormalen sein: 


(39) Aq= At =v”. 


b) Der Verzerrungstensor und seine Entwicklung nach z. 


Der Verzerrungstensor ist der symmetrische Teil des (raumlichen) 
Gradienten der Verschiebung. €‘ sei der Verzerrungstensor im Abstand z. 
Unter Verwendung der tensoriellen ,Multiplikation* > schreiben wir daher 


z ou* z : é : 
(40) 2¢€ = D(a =<! +x Fr) +2 xqtqxS 
Hieraus hat man fiir den n-ten Entwicklungskoeffizienten €™ von &’: 


k=n 

Top au” awh @-b, — ou® 
(41) 2E™ — 2 = re xe Ete !< FE) 

he (n+1)(u%*” <q 4 qx a”**) 
Darin sind %"~": die aus Formel (17), 8. 70, zu entnehmenden Entwick- 
lungskoeffizienten des Schalentensors %*° und daher von der GréBen- 

1 
ordnung —-; 
Spalten wir & in den ,,Tangentialtensor“ mit den Komponenten €*:x, 

den ,,Vektor“ e* = )(€*:q)s und den , Normalskalar“ e* = G’qq, so er- 
halten wir fiir die n-ten Entwicklungskoeffizienten dieser GréBen: 





(42) 26™ap - 5S ((ae n)( (Gea) +( ae 1)(B°" », iH) 


k=0 





(43) ae — 31 3 (28 ad ar ”, +(m+1)v%*), 


k=0 
(44) e™ —(n +1) wet», 
Hier kann man die GréSen u™ in Tangential- re Seupetauspenanten 


spalten: u® —p® + w-q und fir =  Ableitangen 5 —— dieselbe Zerlegung 


machen wie oben (30), 8.72, fiir “ 


Mit diesen Formeln lassen sich die Entwicklungskoeffizienten be- 
liebiger Ordnung des auf die Koordinatenlinien der Mittelflache bezogenen 
Verzerrungstensors im Abstand z ausdriicken durch die Komponenten der 
Verschiebungsentwicklung und den Schalentensor. 
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Fiir die kubische Dilatation 5° und die Dilatation 6} der Parallel- 
flichen hat man 


(45) a” oie by” + e™ aa Dy aT fi e™. 

(44) ist in Ubereinstimmung mit (36). Die Bedingung dafiir, da8 die 
deformierte Normalfaser die deformierten Parallelflachen normal durchsetzt, 
ist Esq =e’ =0. Damit dies in der Mittelfliche geschehe, mu8 nach 


(43) sein: 
po — — > (H4)!= —d=—4q 


in Ubereinstimmung mit (39), 8. 74. 


B. Die Resultierenden und die resultierenden Gleichgewichtshedingungen. 


1. Die Resultierenden und ihre Transformationsweise. 


X* sei der Tensor der Elementarspannung im Punkte P* (mit dem 
Abstand z von der Mittelfliche) d. h. derjenige symmetrische Tensor 
zweiter Stufe, welcher mit dem Vektor eines in P’ liegenden Fiachen- 
elementes iiberschoben, die vektorielle Spannung ergibt, die auf dieses 
Flichenelement ausgeiibt wird von derjenigen Seite her, nach welcher der 
Vektor zeigt. Die Vektoren der Flaichenelemente in den :-ten Seiten des 
Schalenelementes*’) sind [q:*], wobei das Flichenelement auf die Einheiten 
von dé und dz bezogen ist. Hierbei ist zu beachten, daB [qi*] nach 
der Seite der wachsenden ¢,, [q2*] nach der Seite der fallenden &, zeigt. 
Die [q«*] bilden (und zwar nur bet dieser Wahl der Laufrichtung) ein 
kovariantes tangentiales Vektorsystem. Sie sind namlich kogredient mit 
den «*, und diese wieder transformieren sich unabhangig von z und ebenso 
wie die «. Daher sind auch die Elementarspannungen Z*[qi*] ein 
kovariantes System*) und ebenso die resultierenden vektoriellen Spannungen 


A 
(46) Se = fU*[qe"]dz. 
“h 
Das gleiche gilt von den Integralen 
h 
(47) Re = f2z-C*[qu’]dz 
“hn 


und den resultierenden Spannungsmomenten 
(48) Mi = [q(R«)]. 
7’) Mit dem Index « bezeichnen wir diejenige Schalenel tseite, welche das 


Linienelement der £,-Koordinatenlinie enthalt; ebenso alle zu dieser Seite gehérigen 
GréBen. 
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Da die M. tangential, so ist Pt: — Ms. Der , Vektor“ von WM verschwindet 
daher. Nicht so derjenige von ©, den wir mit n bezeichnen, so daS 


ae a _ 
(49) O° «x= Sex, Signe. 


Six sind die Komponenten des Tangentialtensors ©* von GS. Die 


GréBen Six, ni und Mix sind nunmehr fiir jedes Koordinatensystem der 
Mittelfliche definiert und ihre Transformationsweise ist durch die 
(kovarianten) Grundvektorindizes unmittelbar angegeben. Durch Ver- 
tauschung der kovarianten Grundvektoren mit den kontravarianten (punk- 
tierten) erhalt man die itibrigen Arten von Komponenten. Gix und Mix 
sind im allgemeinen nicht symmetrisch. Fiir Kriimmungslinien bestehen 
zwischen diesen Tensor- und Vektorkomponenten und den Loveschen 
Resultierendenkomponenten*) folgende Beziehungen: 


oo Ps 
’ Cii = —8,, Sis = FT, 
(50) ‘et e 
-“) 
S 


2i : —FT,, S33 = — 8,. 

Man ersieht hieraus, daB die Schubkomponenten S, die Hauptglieder der 
Matrix bilden, die Normalkomponenten 7 die Nebenglieder. Fiir n ist 
(51) ni=AN,, ni=——BN, (A=|i|, B=|3|) 
und fir I gilt 


(52) Mii = Ge; Mis FH,, 
52 : 

: Msi — - FH,, Mea = —G,. 
Fiir die Ri , 

(53) Rii = A,, Ria = FG,, 


Razi = —FG,, Rize = H, . 


Aus diesem Schema hat man die Invarianten: 
1. Spurartige: 
(54) SGu——(8,+8,), DSMiu ——(G,+4,), DSRue—A,+A,. 
2. Momentartige: - 
p(Sit—Sii)—7,4+7,, 5(Miz—Mai)— A, + A, 
(55) 1 
p (Rie — Rei) = G, + G,. 


3. Das Vektorquadrat : 
(56 n® = SY Gix(ne) (nx) = A*N3 + B* NZ. 


Wenn die Schale eben ist (Platte),.so wird «*°=c, «*°=. und F’=F. 


, 


*) Love-Timpe, loc. cit. 


let 


ler 


i!) 
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Infolgedessen kann man setzen (s. o. 8. 67, (5)): 


h h 
JX (qi‘}dz=Gi — F( J t' dz): =FG:, 

(57) iy . 
. h h h 

JX" {q3*] de —Gi——F J T'ae)i = FG), (Sx°dz 6). 

h hk $ 

Die Gliederstellung der resultierenden Matrix G:x ist derjenigen der 

Elementarspannungsmatrix wiederum analog; spur- und divergenzartige 
Invarianten vertauschen sich wieder mit moment- und rotationsartigen. Die 
Unméglichkeit derselben Analogie bei der urspriinglich gekriimmten Schale 
liegt an dem komplizierteren Verhalten der Schalenelementseiten, deren 
Flachenelemente bei der Transformation eine Anderung ihrer Breite und 
Richtung erfahren, die von z abhangig ist. Die Resultierendenkomponenten, 
welche in der Mittelflache Schub- bzw. Normalrichtung gegeniiber der Schalen- 
elementseite haben, enthalten daher, wenn nicht Kriimmungslinien vorliegen, 
Teile der Komponenten beider Arten der Elementarspannungen bei z. 
Daher die Disktepanz zwischen der Transformationsweise der Elementar- 
spannungskomponenten und derjenigen der entsprechenden Resultierenden- 
komponenten. 


2. Invariante Form und invariante Zerlegung der 


Gleichgewichtsbedingungen. 


Aus den Definitionen des vorigen Abschnittes folgt, daB die auf den 
Mittelquerschnitt des Schalenelements bezogene vektorielle Summe der 
Spannungen in den vier Schalenelementseiten gegeben ist durch die In- 
variante : 

) Ss — 1 (216i) _ (6s) 

(58) Rot 6 = 5 (“Fe — Ge) 
Die auf die Grenzflichen des Schalenelementes wirkenden AuBSenspan- 
nungen sind: 

FCG"*q=F'T'a, — F-6~*qg =— F-"*E~"q, 
so dab: 

a Pas ee te (F* 
(6) Sanayi, Cay ts. (ye 
ebenfalls invariante Vektoren sind. Die resultierende (auf den Mittel- 
querschnitt bezogene) Volumkraft ist p (s. 0. 8. 71, (21)). Die resul- 
tierende Gleichgewichtsbedingung der Kraft ist demnach: 


a j var.) 
F - 


(G,) D*'=S""q—p—RotS=S"q, 
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Setzen wir noch fiir die negative GesamtauBenkraft am Schalenele- 
ment f, so hat man die Gleichgewichtsbedingung der Kraft in der Form: 
(60) Rot S = f. 


Das Auftreten von Rot an Stelle der beim elementaren Spannungstensor 
auftretenden div wurde im letzten Abschnitt erklart. 

In den resultierenden Momentgleichungen treten zu den Momenten 
in den Schalenelementseiten noch die durch die resultierenden Spannungen 
in bezug auf den Konvergenzpunkt des Mittelflichenelements erzeugten 
Momente. Deren Summe, auf den Mittelquerschnitt bezogen, ist: 


; ses Se a 
(61) 7 ([8(Si)] — [7(S3)]) = — [G; 6}. 
Die Tangentialkomponente dieser GréBe wird: 


—(G; S]* = 


[zo] P 
Wegen > ‘=q ist daher: 


—[@;S*]=—n, 
und da (G@; S]q = 5 Gu: (s. o. 8. 67 (6)), so hat [G; SG] die Zerlegung: 
(62) (G; S$) =(SSes)q —n. 


Setzen wir noch das negative auBere Gesamtmoment, das durch die 
Grenzspannungen und die Volumkrifte erzeugt wird, [, so ergibt sich die 
vektorielle Momentgleichung: 


(Gy) Rot M+ n—(YSu)q—l. 


Auf (60) und (63) wenden wir nun die oben S. 68 aufgestellten inva- 
rianten Zerlegungen an und erhalten folgende vier Gleichungen, von 


denen (K,) und (My) tangentiale Vektorgleichungen, (Ky) und (My) nor- 


mal und skalar sind: 


(Ky) (R; Rot S7) + Kn = (RK; f) 
(Ky) (®;S7)+Rotn —fq 
(Mr) (Rot M)* +n =| 
(My) (R;M)— SSu =0. 


Dies sind also die invarianten und invariant zerlegten Gleichgewichtsbe- 
dingungen, durch welche die Tangentialtensoren ©", MN und der Vektor n 
mit den gegebenen AuBenkriaften und den Kriimmungsgréfen der Mittel- 
flache resp. mit dem Schalentensor verkniipft sind. Bei der Platte (® = 0) 











(66) 


(67) 
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gehen (s. 8. 68, (10)) diese Gleichungen iiber in: 


Rot S7 —t* 


(68) Rot n = fq 
(Rot M)7 + n—1 
> Su=0. 


Bei abwickelbaren Regelflichen besagt Gleichung (Ky), daB Rot S*—f 
auf der Erzeugenden senkrecht steht (s. 0. 8. 69). Mittels (Mp) laBt 
sich die Querkraft n stets direkt eliminieren. — Zur Komponentzerlegung 
dieser Gleichungen siehe Anm. §. 86. 


C. Beziehungen zwischen Verzerrungen und Spannungen. 
1. Beziehungen zwischen Elementarspannungen und Verzerrungen. 


Der Verzerrungstensor ©* und der Tensor der Elementarspannung T’ 
sind durch die invariante Tensorgleichung verbunden: 


(65) T* = 2c, E+ c, 6’-G, 


wo & der Einheitstensor, 5° die kubische Dilatation und c,,c, die elastischen 
Konstanten sind: 
‘ — ‘ Eo 10) 

“= 2(i+e) (i te)(1—20)° 
Fiir den n-ten Entwicklungskoeffizienten & von T’ ergibt sich also 
nach (41), S. 74: 

(n—k) éu™) lee (n—k) On) 
__[1Or te) +48") @ | 
° =n 
SY (208 gia, 
1 be, (F< t) | 

re (n rf 1) (e, (u* 1) <q q >< g™t*) “f. Cy (u**”q) @) 
Wir iiberschieben diesen Ausdruck mit einem invarianten Vektor a und 
bekommen: 
a6. ) 


k=n 

(n) — 7 ’ ors a (kh) 
ta “a +e, (5 1a) : 
+(n-+1) (c,(qa)u%*+¢,9 (aut) + e,a(qu"*”)) 

Ist a eine spiter zu spezialisierende, an der undeformierten Schale defi- 


nierte GréBe, so kénnen wir in (| 67) die Verschiebungen von den von der 
Deformation unabhingigen GréBen durch Einfiihrung folgender mit der 


oy (n—k) au™) | (n—k) Ou) 
a 1(aF-) +e,0(% $e, 








10) ¢,, c, sind die sonst mit 4 und « bezeichneten Konstanten (s. Love-Timpe loc. cit.). 
Sie sind hier anders geschrieben, um die Verwechslung mit den Grundvektorzeichen 
zu vermeiden. # und o sind der Elastizititsmodul und die Poissonsche Zahl. 
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undeformierten Schale und den elastischen Konstanten gegebenen Tensoren 


trennen : 
— (9 —k) 


(68) ©_ ats 0 (F< a + (GPs a)G) +c, (a >< Fre) 
Pa =c,(qxa+(qa)G)+e, (aq). 


Hier sind die &%~" Tensoren vierter Stufe, deren Matrizes durch 
Symmetrie- und Richtungseigenschaften, auf die es hier nicht ankommt, 


relativ einfach werden. ist ein einfacher Tensor dritter Stufe. Somit 
erhalten wir folgenden Verschiebungsausdruck fiir den n-ten Entwicklungs- 
koeffizienten des mit a itiberschobenen Tensors der Elementarspannung: 


(k 


k=n a 
J (n) y — (n—k) fa ) r 
(69) Py a=) a8 ac — +(n+1)Bau"*”. 
r=0 * 0&5 : 


= = 
B"-™ ist von der Ne eraaerrerate (*) . Fir héhere n — k kann daher 
(69) bei kleinem * ~ d. h. diinner Schale durch Weglassen dieser Glieder 


vereinfacht werden. Wir verwenden diese Formel nunmehr, um die Re- 
sultierenden durch die Verschiebungen auszudriicken, indem wir a spezielle 
Werte verleihen. 


2. Verschiebungsausdricke fiir die Resultierenden. 


Nach den Formeln (46), 8.75 und (12), 8.69 gewinnen wir fiir die 
resultierenden Spannkrafte 


A A 
(70) Six f[X[qi*)dz = f(T [qd] + 2T*[q(K2)]) dz 
-h “h 
und fiir den n-ten (nm ungerade) Entwicklungskoeffizienten nach h-Potenzen: 
(71) 6™, — ~(&"~” (qa} 4 aoe (a(RZ)] 


Indem wir fiir a in (69) [q4] und [q(@A)] und B~” =O setzen, er- 
halten wir: 


=n-—1 
_— po ( 5 1= (k) 4 n * Z 
(Vx) e™, -2( S52 Re b “4 nBiu' fe. -1)B (RA) u™ »), 


Pi=Blqd] =, (q = [94])-+ c4([44] <q), 


(72) BP d= BO [ga] +B" fg (K2)] 
be ty: (Be >< (ga) + Hs >< [q(KA)]) | 
ee "e(aaJ+ Er efq(RaG@ — f- 
2 + 64 ([94] >< H's + [q(RA)] < Fs) | 
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Fiir diesen Ausdruck gilt dieselbe Bemerkung wie oben 8. 80 fir B~”. 
(Ober die Komponenten der $ und B s.u. 8. 86.) Die Entwicklungs- 
komponenten des Tangentialtensors ©” und des Vektors n ergeben sich 
hieraus durch Uberschiebung mit « und g, wobei die Ausdriicke sich durch 
Wegfall einiger Glieder in $$ und &% noch vereinfachen, wie man ohne 
weiteres sieht und hier nicht ausgefiihrt werden soll. Durch Komponenten- 
zerlegung der u™ (s. 0. S. 72, (30)) erhalt man: 
>», (k) 
Birt, 4 + = FB" .40(w™ Rio + (v™)' co) 

(73) +B" Aq ((w™)'c— FRiov™ og), 
(7: . 

Rau” = SRiiv 4 Piqwu™, 

B(RKASu”’ = YKio(Poor™ + Boqw), 


wo ( )’ die Erweiterungen mit der MaBbestimmung der Mittelflache bedeuten. 

Da § von den Kriimmungsverhiltnissen der Mittelflache unabhangig 
ist, so kommt ausschlieBlich in den B-Tensoren die geometrische Gestalt 
der urspriinglichen Schale zum Ausdruck. Es liegen daher auch nur im 
%-Glied des Ausdrucks (Vx) die charakteristischen Unterschiede zwischen 
ebener und krummer Schale. 

Aus (Vx) erkennt man, daB die Glieder dritter Ordnung der resul- 
tierenden Spannkraft bei der Schale im allgemeinen keineswegs verschwin- 
den, wenn man fiir u* einen linearen Ansatz macht; denn es werden dann 
zwar u” und u™, und damit die %-Glieder null, nicht aber das B-Glied. 
Fiir dieses kommt vielmehr: 

(74) YB e+ SV us. 

Bei der Platte verschwinden wegen 8 =0 und §””=0 (m>0) 
auBer (2) auch alle B” mit Ausnahme von B, wie man aus (72) 
ersieht. Im B-Glied von 64 tritt aber nur B auf, falls man mit der 
Entwicklung von u“ mindestens bis u‘"~” geht. Also gilt: 

Bei der Platte wird, wenn man u™ nur bis u‘"~” ansetzt, 6 null. 
Mit linearem Ansatz fiir u® (und &*) erhdlt man darum bei der Platte 
keine Glieder dritter Ordnung in den Verschiebungsausdriicken fiir die 
resultierenden Spannkrafte; wohl dagegen infolge der héheren Koeffizienten 
von %° bet krummer Schale. 

Uber die Invariante .’ Gc: siehe den folgenden Abschnitt. 

Fiir A und WA erhalten wir nach (47) und (48), 8. 75: 





(Var) RZ — m=} env) M4 —*—* ge"). 


n 


Durch (Vx) ist also die Entwicklung der Verschiebungsausdriicke bis 
zu beliebigen Potenzen von h fiir alle Resultierenden angegeben. 
Mathematische Annalen. 101. 6 
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D. Die vollstindigen Gleichgewichtsbedingungen und die Integration 
der Grundgleichungen. 


1. Unvollstandigkeit der resultierenden 
Gleichgewichtsbedingungen. 

Nach den Ausfiihrungen der Einleitung ist zu zeigen, daB dic sechste 
resultierende Gleichgewichtsbedingung, d. i. die Gleichung (My), 8. 78, eine 
invariante Identitaét in den Elementarspannungen und daher auch in den 
Verschiebungen ist. Da jede der GréBen (&; M) und YGSxe fiir sich 
invariant ist, so geniigt es, ihre Identitat nur fiir ein spezielles Koordinaten- 
system zu beweisen. Wir wahlen daher Kriimmungslinien und denken uns 
die Grundvektoren « (in dem betrachteten beliebigen Punkte) auf Einheits- 
lange normiert. Dann ist: 


(75) 


t=¢, Fel, [qi]=2, ([(q?]=——i, 
Ki=—k,i, RKsi—k,3, 

wo k, die Hauptkriimmungen sind. Es wird nunmehr unter Beriicksichti- 

gung der Formeln (47), (48) 8.75 und der Symmetrie von T’: 


(R; M) = + ((®i) (Mz) — (Ks) (Mi)), 
= > ((@i) [q Ra] — (Sz) (Ri), 
=— 5 ([4(S3)] (82) + [(3)q]) (Ri), 


=— k, [qi] Rs + k, [3q] (Ri), 
= — (k, Ras + &, Rii). 


A A 
(76) Ria = J (Ei[qi]2+ Ti [q(Ri)z*) de — J ((L'is)e + k, T'iae*) dz, 


-b 
h 
(77) = Ff f’*ia(1+k,z)zdz. 
-h 
Durch eine analoge Rechnung erhalt man: 
h 
(78) Ris = — Ff T*si(1 + k,z)zdz, 
-; 
so dab: 
A 
(79) (R; M) = (k, — ky) f Tia edz. 
-h 


Der nur fiir Kriimmungslinien geltende Ausdruck rechts, und daher auch 
der invariante Ausdruck (&; 9) verschwindet dann und nur dann iden- 
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tisch in &*, und damit in den Verschiebungen, wenn k, = k,, d. h. wenn 


die Mittelfliche eben ist (bei der Platte) oder ein Nabelpunkt vorliegt 
(z. B. bei der Kugel). 


Aus (46) 8.75 hat man in dhnlicher Weise: 
h 
=fi(l +k,z)f adz, en-—f (1+ kz) )Z*sidz, 
“h 


(80) SGu =(k,—b,) f Cisede. 
—h 


(R; M) und S’ Sie sind daher invariant und identisch in T° und den 
Verschiebungen einander gleich, sie verschwinden bei der Platte und bei 
Nabelpunkten und werden besonders betrichtlich, wenn die Mittelfliche 
hyperbolisch ist, so daB in |k,—k,| die Betrige von k, und k, sich 
summiueren. 

Also ist die sechste Gleichgewichtsbedingung stets eine Identitaét und 
die resultierenden Gleichgewichtsbedingungen sind nach den Uberlegungen 
der Einleitung nicht ausreichend, um die Resultierenden auch nur bis zur 
dritten Ordnung in h exakt zu bestimmen. 

2. Reduktion der Deformation auf die Verschiebung 
der Mittelflache. 


a) Allgemeine Form der Reduktion. 
Aus (68) 8S. 80 kommt fiir a = q: 
Bq =¢,G + (¢, +e) (q <q). 


Der zu diesem Tensor zweiter Stufe inverse ist: 





1 ¢+¢ 

OP ete ome as 1 % 
(81) ~~ C, & (Qe Taja\* q), 
so dab: 

OBqu**?) =a” 

Setzen wir: 

= (n—k) éu™ (n—-k). ay 

§ ,c% a du™ 

o(s""a +) = B ; 


so wird nach (68) und (81): 
(82) wR”, am i <q 4 mea - ohio 


und aus (69) 8. 80 ergibt sich: 


(R) wt? ae (O (Eq ~ 32 my" — ». on). 





6* 
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Diese Gleichung lehrt unmittelbar die Reduktion von u*” auf die ersten Ab- 
leitungen der niedrigeren Entwicklungskoeffizienten bei bekanntem Tq und 
damit die rekursive Zuriickfiihrung von u*” auf u, wenn Tq, Tq, ..., Eq 
gegeben sind. Der so entstehende Ausdruck fiir u“*” in u enthalt Ab- 
leitungen von u nach den &, bis zur (n + 1)-ten Ordnung. 

Dieselbe Art der Zuriickfiihrung ergibt sich, wenn man die Entwick- 
lung von 


(83) S*q =2%q > =T'q(1 + kz+ Kz") 
. legt; denn aus 
. 2 He” = (OT Gg + kOT*-g + KOT" 4 


n+ a 
und (69), 8. 80, erhalt man: 


u n+l 


we (nbu” + (n a 1)Ku"~”) 


b) Speztelle Reduktion. 


Der von Kirchhoff und Clebsch*) gemachte Ansatz geht von ver- 
schwindenden Grenzspannungen aus und besteht bekanntlich in der Annahme, 
da8 die Parallelflachen spannungsfrei sind: T“°q = 0. Dies entspricht einer 
linearen reduzierenden Entwicklung und fiihrt daher auf einen quadratischen 
Ansatz fiir u*. Wir wollen diesen Fall als Spezialisierung unserer alige- 
meinen Reduktion kurz betrachten. Es ist nach (R): 


0 
yy) — —)> wm, u 


0€, 
(84) w 
erin @, os mR, ou” 
u = > Bs p+ Be: 
Da 
BW =(1>< 4) + gre (42); 
so wird: 


=— DI (5 4) he Or q, 
wo dy = Py az! « die Dilatation der Mittelflache ist. Das erste Glied dieses 
Ausdruckes ist tangential, das zweite normal. Demnach wird 
oY = — S((4¢)q)¢ = S((4q)e)¢ = 4q, 


ee 
wo” =St= Tata °F 


n n- n , n— au™ 
toa) _ 1 HS” gq (Ss > WB! ”, 4 kB! -k- 1) KB k- se 7c 


(86) 
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Nach (39), 8. 74, enthalt die erste Formel die triviale Tatsache, dab 
senkrecht zur spannungsfreien Mittelflache keine Winkelinderung entsteht. 
Die zweite Forme! liefert die Querkontraktion in der Mittelfliche. Diese 
verschwindet also, wenn man die gewdhnliche Vereinfachung 6p = 0 ein- 
fiihrt. Infolge 

(85) BW = — (Ke) <q — gee (a Ky) 

kommt nach (84): 


— 06 j : \ 
Hie asia \> (ze)! +} D(H) 5, +2) (4(&9)1 — drk) a). 


Nach (38), S. 73, ist 20 der Kriimmungsvektor der deformierten Nor- 
malfaser in der Mittelflache. Dieser ist also nach obiger Formel parallel 
und proportional dem Gradienten der Dilatation auf der Mittelflache und 
verschwindet mit ihm. Bei der Platte verschwinden das erste und dritte 
Glied von w®’ wegen 8 =k—0. Und es bleibt: 

pe PE —— —- er 

es 2(2¢,+¢,) p> (4(84))s, 
wo .>)(A(Kx))« die Spur des Tangentialtensors der Kriimmungsanderung, 
so daB nach (25), (26), (33), 8. 8. 71, 72: 


- . ae sre 
(87) u Tete) & ((&) w )te. 


3. Vollstandige Gleichgewichtsbedingungen und 
Verschiebungsausdricke fir die 
verkiirzten Resultierenden. 


a) Gletchgewichtsbedingungen der Kraft am verkiirzten Schalenelement. 


Zz 
Unterscheiden wir die durch die Integration f entstehenden verkiirzten 
oh 


Resultierenden von den entsprechenden vollstandigen durch den oberen 
Index z, so erhalten wir in Analogie zu (Gx), 8. 77, die Gleichgewichts- 
bedingungen am verkiirzten Schalenelement: 


(G*) D* =6-"q — p*— Rot S' = Sq = 4 F'q. 


Offenbar ist diese Gleichung, aufgefaBt als Identitét in z, die vollstandige 
Gleichgewichtsbedingung und ergibt, wie leicht zu sehen, durch Differen- 
tiation nach z die Divergenzgleichung der Elementarspannung, von der sie 
sich nur durch die Einfiihrung der Integrationskonstante G~*q unterscheidet. 
(G*) zieht sowohl (Gx), 8.77, wie (Gy), 8. 78, nach sich. 
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b) Verschiebungsausdriicke fiir die verkiirzten Resultierenden. 


z 
Die verkiirzten Integrale J werden nach z" — (— h)” entwickelt. Die 


Koeffizienten S* 4 ergeben sich analog wie in (Vx), 8. 80, zu: 
k=n-1 


a ay (ke) 
(v’) 61 - 1( see 94 4+ nBau™+(n — 1) B(sta) a») 


k=0 


Anmerkung. Aus den bisher entwickelten vektoriell und tensoriell geschriebenen 
Formeln erbaélt man in bekannter Weise die skalaren Komponentformeln. Man zerlegt 
die Vektoren und Tensoren mit Hilfe der Grundvektoren «, x;¢, x und q, so daB nur 
diese letzteren Vektoren und die skalaren Bestimmungszahlen der GréBen hdherer 
Stufe auftreten. An diesen Aggregaten fiihrt man die Differentiationen nach den ge- 
wohnlichen Differentiationsregein aus und ersetzt die auftretenden Grundvektorablei- 
tungen durch die Christoffelschen Symbole und die Ableitungen von q durch die Kom- 
ponenten der Kriimmungsform. Auf diese Weise erhalt man fiir die resultierenden 
Gleichgewichtsbedingungen und den fiir die Verschiebungsausdriicke wesentlichen 
Tensor % die nachstehenden Formeln. Der Index 3 entspricht darin der z-Richtung 
die I sind die Christoffelechen Symbole in der iiblichen Bezeichnung, die oberen In- 
dizes sind im “inne der Ricci-Bezeichnung zu verstehen und entsprechen den Uber- 
schiebungen yait der. punktierten Grundvektoren 


Resultierende Gleichgewichtsbedingungen: 


oy (1) (AS, 6 Ser = 6S., 6Sey ) 
. Pie \ ag 0g, / * 0&, 0g, / 
Pr ® . ° . + Kn, 
an » wed ( > ( vA (1) X 
\ Kr } a { Bip I md Bao Ty Tn : ) 2 aA t , ( Be l 13 ™ - Fao Ps ) Sg; | 
1 D ¢ (1) =12 
= F ( Bip! @ Bao tf, } \e= - i* 
‘ l 7 on on 
(Kw / \ ¢ wes, _¢Wece om i 2). 
m), Be 1° S29 By Sot FE g) = 
, l /a M 0 M, > ; ’ ) 9 
(M7) P\ 32 e. } > My, lo { » Me, Ty, ra =|, (o=1,2), 
Se 1 
& l 7 (le (le 7 ‘ 
\ My ) F p> (3; May af Be F Mo) > S; =0 


Komponentform der B- und B%-Tensoren: 


(n—k) (n—k) 12 (n—k—1) 1 (1) 
Briss =% > (e 20 [q4]°+ Bo, [q (8 i") )°) 


¢, (3- iq Al, + Fe k-1)r [a (SY) 


he) 


gine _ +e, (» a hea k)r qAj?+ Vi qin-k-1 [a (HM) I]¢ \@ 


“thu te _— Sip ~M 


+¢,(8,,.(94], +34" “014 (5) )],.) 


Pars = ¢, [QA], Pass = % (G4). 





—1) 


Grundgleichungen der Schalentheorie. 87 


Hierin ist: 
0 (A=x), 


(stk={ (ays. (A+x), 


Die iibrigen Komponenten der Tensoren & und § verschwinden. 


[oS ],.=—(—1)° Sf": F (eo $x). 


4. Priifung und Korrektur der Naherungslésungen. 


Das System der Grundgleichungen, bestehend in den resultierenden 
und vollstandigen Gleichgewichtsbedingungen (Gg), 8. 77; (Gas), 8. 78; 
(G’), 8. 85, in den Verschiebungsausdriicken fiir die vollstindigen und 
verkiirzten Resultierenden (Vx\, 8S. 80; (Vy), 8. 81; (V*), S. 86 und in der 
Reduktionsgleichung (R), 8. 83, verwenden wir gemaéB8 den Ausfiihrungen 
der Einleitung folgendermaBen : 

Wir gehen von einem Ansatz m-ter Ordnung fiir die Parallelflichen- 
spannung &*q aus, der die Grenzbedingungen befriedigt, d. h. fir z= +h 
die vorgeschriebenen AuBenspannungen ergibt und daher als reduzierende 
Entwicklung benutzt wird. Es ist zu beachten, daB ein mit der m-ten 
Potenz abbrechender Ansatz dieser Art als eine reduzierende Entwicklung 
beliebig héherer Ordnung angesehen werden kann, indem man die Null- 
werte der Koeffizienten der héheren Glieder zur Reduktion benutzt, Als 
Ausgangsansatz ist stets ein linearer durch die Grenzspannungen eindeutig 
bestimmt. Wir machen nun einen Ansatz (m -+-1)-ter Ordnung fiir u* und 
reduzieren in ihm die u™, u™,..., u%*+" auf u durch sukzessive Anwen- 
dung von (R). Hierbei driicken sich die u™ durch Ableitungen bis zur 
k-ten Ordnung von u nach den & aus, so da eine Verschiebungs- 
entwicklung (m--1)-ter Ordnung in reduzierter Form Ableitungen der 
Verschiebung der Mittelfliche nach den Koordinaten auf dieser bis zur 
(m +-1)-ten Ordriung enthalt. Mit diesem reduzierten Ansatz fiir u* gehen 
wir in die Gleichgewichtsbedingungen (Gx) bzw. ihre zerlegte Form (K7), 
(Ky), 8. 78 hinein (falls der in der reduzierenden Entwicklung begangene 
Fehler in den Querkriften ns besonders groB wird, wie dies z. B. bei 
der klassischen Annahme verschwindender Parallelflachenspannungen der 
Fall ist, werden diese aus den Momentgleichungen My vorher eliminiert), 
indem wir fiir die in (Gg) vorkommenden Resultierenden die Verschiebungs- 
ausdriicke (Vx), (Vj) einfiihren und die linke Seite D” der Gleichung (Gx) 
bis zur Ordnung m+ 1 in h entwickeln. In gleicher Weise fiihren wir in 
die vollstindigen Gleichgewichtsbedingungen (G*) die verkiirzten Ver- 
schiebungsausdriicke (V*) ein und entwickeln bis zur entsprechenden Ord- 
nung in 2” —(—h)”. 

Die so auf u reduzierten und bis zur Ordnung m-+1 in h ent- 
wickelten resultierenden Gleichgewichtsbedingungen liefern drei Differential- 
gleichungen von der Héchstordnung m+2 oder m+ 38 fiir die Ver- 
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schiebungskomponenten der Mittelflache. Die Randbedingungen sind voll- 
stindig gegeben, wenn wir die Verschiebungen oder die Elementarspan- 
nungen in ihrer Verteilung iiber die Dicke der Schale am Rande, d. h. 
als Funktion von z kennen. Diese Randwerte driicken wir durch die 
Verschiebungen aus und reduzieren die héheren Verschiebungskoeffizienten 
auf die Verschiebung der Mittelflaiche. Durch Koeffizientenvergleichung 
dieser auf u reduzierten z-Entwicklungen der Elementarspannungen oder 
Verschiebungen am Rande mit ihrer durch die Randwerte vorgegebenen 
Entwicklung erhalten wir eine Folge von Randbedingungen zur Integration 
der Differentialgleichungen fiir u. Im allgemeinen wird es nicht méglich sein, 
diese Randbedingungen alle zu befriedigen; man wird dann nur eine giinstig 
gewahlte Anzahl aus ihnen oder nur gewisse Mittelwerte erfiillen kénnen. 


Die Lésung fiir u und die daraus folgende Entwicklung fiir u* sub- 
stituiert man dann in die linke Seite D* der vollstindigen Gleichgewichts- 
bedingung (G*) und erhalt damit unmittelbar eine Entwicklung fiir G*q und 
hieraus eine solche fiir T*q nach (83), 8. 84. Stimmt diese mit der vorherigen 
iiberein, so besagt dies, daB innerhalb der durch den Abbruch nach z- und h- 
Potenzen gegebenen Genauigkeit das elastische Gleichgewicht erfiillt ist. 
Der sich aus (G*) ergebende Ausdruck D*— G*q geht fiir zh in D”, 
d. h. in die linke Seite von (Gg) iiber. Die fiir u substituierte Naherungs- 
lésung befriedigt aber (Gx), macht also D* zu S"q. Daher muB G*q eine 
Entwicklung geben, die fiir zh gleich G"q ist und mit der urspriing- 
lichen reduzierenden Entwicklung fiir diesen Wert von z iibereinstimmt. 


Fiir z = —hA verschwinden alle Glieder in D*, die aus den Integraien f her- 
“h 


vorgehen, also auch Rot G* und p*, und es bleibt nur G~“q iibrig. Somit 


nimmt D* fiir z=-th die vorgeschriebenen Grenzwerte an. D* ist also 
eine neue reduzierende Entwicklung der (auf den Querschnitt des Schalen- 
elements bezogenen) Parallelflachenspannung. G*q ist von der Entwicklungs- 
ordnung m-++-1 in z und liefert daher im allgemeinen eine Entwicklung von 
mindestens derselben Ordnung fiir T*q (s. 0. (83), 8.84). Indem man diese 
als neue reduzierende Entwicklung zugrunde legt, kann man den Ansatz 
fiir die Verschiebungsentwicklung ebenfalls um mindestens eine Ordnung 
weiter fortfiihren als vorher, erhailt auf diese Weise eine neue Differential- 
gleichung hdherer Ordnung fiir u und im allgemeinen die Méglichkeit, 
eine gréBere Anzahl von Randbedingungen, die jetzt natiirlich mit der 
neuen Parallelflichenspannung reduziert werden miissen, zu _befriedigen. 
Dieser Fortgang ist gewissermaBen der normale, indem er gleichzeitig die 
drei durch die Naherungen fortzufiihrenden Momente verbessert, namlich 
die Entwicklungen nach h- und z-Potenzen weitertreibt, bessere redu- 
zierende Entwicklungen der Parallelflachenspannungen ansetzt und eine 
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groBere Anzahl von Randbedingungen erfiillt. Man wird selbstverstandlich 
dies Verfahren noch auf manche Weise abaindern kénnen und insbesondere 
nicht gezwungen sein, stets die sich neu ergebende Parallelflachenspannung 
zur Reduktion anzusetzen, vielmehr, wenn diese sich als schlechter wie die 
vorige herausstellen sollte oder zusammen mit den Randbedingungen auf 
Widerspriiche fiihrt, eine andere in heuristischer Weise wahlen. Auch kann 
man in sie unbestimmte Elemente einfiihren, die man nachtriglich so be- 
stimmt, daB die Reproduktion der Parallelflachenspannungen eine méglichst 
genaue wird. Das einzelne des Verfahrens wird natiirlich von den besonderen 
Problembedingungen abhangen, insbesondere die Vereinfachung der Grundglei- 
chungen durch Streichungen relativ klein werdender Glieder. Zur Erlauterung 
fiihren wir kurz die ersten Naherungsschritte dieser Methode fiir den an 
sich trivialen und bekannten Fall des geraden horizontalen Balkens unter 
Eigengewicht aus. Das entwickelte Formelmaterial gestattet die Durch- 
fiihrung der analogen Methode bei allgemeiner Schale und beliebigen Ko- 
ordinaten der Mittelflache. 
5. Erlauterungsbeispiel. 

Der Balken habe die Linge 2/, die halbe Héhe h, das spezifische Gewicht p. 
x ist der Horizontalabstand von der Mitte, z die nach oben positiv gerichtete Vertikal- 
koordinate, w und w die horizontale und vertikale Verschiebung der Mittellinie. Der 
Balken sei an den Enden iiber die ganze Dicke festgehalten. Die Parallelflichen- 
spannungen sind hier die Spannungen in den Horizontallinien, in der iiblichen Be- 


zeichnung also o;, t3,; die elementaren Normalspannungen in den Seiten des Balken- 
elements o7. Die vollstindigen und verkiirzten Resultierenden sind: 


h z 
Normalspannung: T= f ofdz, T*? = f ofdz; 
—h —h 
h z 
Querkraft : N= f «i,dz, N?= f ei, dz; 
—h —h 
h z 
Moment: M=— f ojzdz, M? =— f ofzdz. 
“h -h 


Die resultierenden Gleichgewichtsbedingungen werden nach Elimination der Quer- 
kraft N: 





dT a*M 
(88) ame, dee + 24 Pp =0; 
die vollstaindigen: “ 
af? a* M* ar 
g' un mee Ta ae ie. 
(89) oz ‘2. 5x z a +(h+z)p=o; 


Fiir die n-ten Entwicklungskoeffizienten von 7* und M* erhilt man, wenn 4 
den Schubmodul bezeichnet, die Poissonsche Zahl 4 gesetzt wird und u™, w® die 
Entwicklungskoeffizienten der Verschiebungen bedeuten: 


j (n-1) 
(90) pin) — a (3 = in w) : 








A du*-® 
UP ee ah e ~< (n—1) 
(91) M ~ (8 dz +(n—1)w ). 
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Die allgemeinen Reduktionsgleichungen werden mit entsprechender Bezeichnung: 


= dw”) 
o MC pn Lae = +e - 
(92) 2 sii (* dz }’ 
ery du™\ 
(a41) — — ates pe Ps -4 
(93) w =i" A a): 


Die Substitution der Verschiebungsausdriicke (90), (91) in die Gleichgewichtsbedingungen 
(88), (89) ergibt die resultierenden Differentialgleichungen fiir die Verschiebungs- 
koeffizienten: 


- € 2 (m—1) (nm) 
(mM) '- Es(es or —+0 Jan =0 





n dz® dz 


n dz* 
und die vollstandigen: 


- 9 3 ,,(n—2) 2,,,(m—1) 
qm) 3 +0 FS ) an +2hp=0 


~ 9 d*u™ 1) dw ’ 
é. 2 ~- Aa we 2*\ — 2 
(96) 5/1 (8 +0) ((— a)" -2") = 


—y 1 d*y*-*® d?* w'*-*) ar? 
(9) Dy 88a tae) (8) 2 GE + ht) =e 
(n=1, 2, aes 


Die Resultierenden lassen sich hier in trivialer Weise aus den resultierenden Gleich- 
gewichtsbedingungen (88) ohne Rekurs auf die Verschiebungen bestimmen. Allein es geht 
uns um diese und die Verteilung der Elementargpannungen. Wir beginnen mit der 


(98) Ersten reduzierenden Entwicklung: of = 13, =0. 
Ihr entsprechen nach den Formeln (92), (93) die 


Ersten Reduktionsgleichungen : 


dw 1 du 
a. oO. > = 
citer. gee 2 Sdz ’ 
1 d*u 1 d* 
@m ie o,2* 
as 6 dz* . ” 6 dzx* : 
1 d*w 1 d*u 
@» +#@wW Pe 
(99) ete + o 54 dz*’ 
® 1 de wo 1 d*w 


2 a ’ ~ 216 dzé 


Substituiert man diese Reduktionsausdriicke in (94), so erhilt man eine homogen- 
lineare Differentialgleichung fiir u, die mit den Randbedingungen 


v=o ag —- wp) —...=0 (z=+)) 


nur die Lésung u=0 zuléSt. Aus (95) gewinnt man auf gleiche Weise und nach 
h-Potenzen entwickelnd: 
4 6., Q 
(100) 2 eh SZ 
x 8 4 
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Diese beliebig weit entwickelt zu denkende Differentialgleichung hat als Lisung jede 
Léisung der mit dem ersten Gliede abgebrochenen Differentialgleichung: 


d‘w 9 p 


(101) 8 a ow ae 
dz* 8 Ah® 
woraus: 
“ P(3 1 14 2\2 2 2 
(102) w= 2 (7 es") +0,(#—2")+0,). 


Sollen diese Lésungen von u und w zusammen mit den Reduktionsausdriicken (99) 
exukte Gleichgewicltszustande darstellen, so miissen sie in (96) und (97) eingesetzt 


oJ =12 =0 ergeben. Es kommt aber: 
3 P =) 
(108) ee pa t(ht—2*), 
1 p ‘ 
> m 2 a 
(104) oaree" z*). 


Wir erhalten somit als 


Zweite reduzierende Entwicklung: 


r 3 (1) (2) 3 p (3) (4) 
(105) 's3= = px, t, = 9, t= 2387” toe tg, =--- = 9, 

. eo. — (2) 2 SS. 8: wee 
(106 6, * 0, = @° o, 0, 6, Oat’ o = hy =... 03 
Zweite Reduktionsgleichungen : 

3 p dw 1 du 
(1) a eons SOF te cctiaes- cae 
7 bs WE 3 dz ' 
1 d*u lp. 1d*w 
ee. he (2) ae Pia oes. 
“= 6 dat io 8 2°6 dz 
(107) a — — LU ; aoe. ee . w) — — : ee 
2 ih* 18 da* 54 dx® 
u” = 1 d*u w 1 p , 1 d‘w 
216 dx ; 


12 ah® | 216 dx*” 


Die Ausdriicke fiir u®” und w'*+” bleiben ungeindert; die fir w” erhalten als 
Korrekturen nur Konstanten, die fiir u‘*+” nur in 2 lineare Glieder. Da in (94) 
und (95) die w™ miindestens einmal und die u mindestens zweimal differenziert 
vorkommen, so machen diese Korrekturen in den Differentialgleichungen (94) und 
(95) nichts aus, und wir erhalten dieselben Lésungen fiir u und w. Aus demselben 
Grunde fiihren diese Lésungen, zusammen mit den neuen Reduktionsausdriicken (107) 
in die vollstindigen Gleichgewicltsbedingungen (96), (97) eingesetzt, auf die Parallel- 
flichenspannungen (105), (106) zuriick. Dies gilt auch dann, wenn wir die Differential- 
gleichungen beliebig weit nach z- und h-Potenzen entwickeln und ebenso die Ver- 
schiebungen, indem wir noch beliebig viele Reduktionsausdriicke hinzunehmen. Somit 
stellen die Parallelflichenspannungen (105), (106), die Verschiebungen der Mittellinie 
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«= 0 und (102) und die aus ihnen sich nach (107) ergebenden Verschiebungen der 
iibrigen Balkenpunkte ein exaktes Gleichgewichtssystem dar. Die horizontalen Normal- 
spannungen berechnen sich daraus ohne weiteres. Der Naherungscharakter der Lisung 
steckt nur noch in den Randbedingungen, zu deren Befriedigung in (102) noch die 
beiden Konstanten C,, C, zur Verfiigung stehen. Als vollstindige Randbedingungen 
bleiben wegen u'**) = w*+? = 0: 


(108 ) uu et a 23 = w+ w™ z* + w 24 (x=+l). 
In linearer Naherung werden diese Bedingungen ‘erfillt, wenn: 

(109) ut+tu%z=w=0 (x=+/2). 
Dies ergibt nach Einsetzen des Reduktionsausdrucks fiir u® aus (107) die Durch- 
biegung : 

110 w= p(s 1 ye_gsyt4 3 ge_as)). 

A \64 h® 4 

Halt man an den Enden den Balken in jeweils zwei beliebigen Punkten mit gleichen 
z-Koordinaten fest, z.B. bei z =-+-h, so bleibt das fiir w und seine Ableitungen bei 


kleinem h wesentliche erste Glied mit - ungeaindert. Die mittlere Verschiebung am 


Rande wird gegeniiber der mittleren Durchbiegung der Mittellinie von der GréBen- 
A\? 

t}° 
gungen an den Enden des Balkens in guter Naherung und ergibt in einiger Entfernung 
von diesen ein gutes Bild des Spannungs- und Verschiebungsverlaufs. Will man eine 
bessere Erfiillung der Randbedingungen, so mu8 man eine allgemeinere Liésung der 
erst bei einem héheren Gliede abgebrochenen Differentialgleichung (100) ansetzen und 
mit ihr den ProzeB unter etwaiger Korrektur der reduzierenden Entwicklung fortfiihren. 

Die Formel (102) ist natiirlich die bekannte Durchbiegung fiir den Fall des sym- 


ordnung (. Die Lésung befriedigt daher bei nicht zu groBem h die Randbedin- 


metrischen gleichmaBig belasteten Tragers (= ifs ist die in technischen Formeln 
gewohnlich mit _ bezeichnete Konstante ). An Stelle der sich hier durch den 


systematischen Fortgang ergebenden Randbedingungen (109) kann man auch die iibliche 


Einspannung w = ~ 0 wahlen. Fiir unseren Zweck ist nur wesentlich, daB das fiir 
die allgemeine Schalentheorie angesetzte Verfahren beim Balken nach zwei Schritten auf 
die Lésungen (102), (105), (106), (107) fiihrt und diese als ein exaktes Gleichgewichts- 


system des Tragers von endlicher Héhe zu erkennen gibt. 


(Eingegangen am 15. 5. 1928.) 


Zur Integration einer beliebigen partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit zwei unabhingigen Variablen. 


Von 
Guido Hoheisel in Breslau. 


O, bezeichne die Integration eines gewohnlichen Simultansystems #-ter 
Ordnung. Es ist eine offene Frage, ob sich die Integration einer beliebigen 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei unabhangigen 
Variablen zuriickfiihren l48t auf Operationen O,. In vielen Fallen gelingt 
diese Zuriickfiihrung durch eine Methode von Lie, die der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung 


r=f (2, y,2, p,q, 8, t) 
eine zweite 


0=g(z,y,2, p,q, 8, t) 
adjungiert und dann nach Lésungen dieses Systems fragt. Liegt ein solches 
System in Involution — wir erinnern sofort an die Bedeutung dieser Redens- 
art —, dann la8t sich das allgemeine Integral der Differentialgleichung durch 
eine Operation O, finden. Bei rechtzeitiger Elimination geniigt iibrigens O,. 
Wenn 

r= R(x, y,z, p,q, t) 

die gegebene Gleichung') ist und 

8= S(x, y,z, p,q, t) 
die adjungierte Gleichung sein soll, dann liegt das System in Involution, 
wenn die Gleichungen 

dR d8 dS 


3 a Y —- 
(1) R, — S; == (): dy ma = — Sa = () 
identisch erfillt sind. Dabei bedeutet fiir U = U(z, y, z, p,q, t) 
aU 7 dU . ; » ’ 
q, = U,+ U,-9 +U,-R+ U,-8; Se + U,-q+ U,-S+ U,:t. 


*) R wird frei von s angenommen, um dem Leser die Lektiire zu erleichtern. 
Ist r= R,(z,y,2,p,q,8,¢), so setze man R= R,(z,y,z,p,q,8,t). Es treten keine 
prinzipiellen Anderungen ein. 
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Wir sprechen von co*®” Funktionen, wenn in einer Funktion n willkiirliche 
Funktionen von je m Unabhangigen auftreten. Dann mu8 das System (1), 
das zur Bestimmung von S dient, co” Lésungen S zulassen, damit das 
allgemeine Integral von r = R durch eine Operation O, bestimmt ist. Der 
Weg wird klar, wenn man sich iiberlegt, daB die Integration des Systems 
r= R, s=S identisch ist mit der Aufgabe, eine Mannigfaltigkeit M, zu finden 
y=y(z,a), z=—2(z,a), ..., t= ‘(z,a), 

die das Pfafische System 

dz—pdx—qdy=0, dp—Rdx—Sdy=0, du—Sdxr—tdy=0 
identisch erfiillt. 

Man geht so vor: Die Lésungen des gewéhnlichen Simultansystems 
ig 85 Ge P—I85 FB R-8BG FZ 
die als Charakteristiken des Systems r= R, s=S bezeichnet werden, 
sind eindeutig durch Anfangswerte y°, 2°, p®, q°, ¢t° fiir «=, bestimmt. 
Werden diese Anfangswerte als Funktionen eines Parameters « aufgefaBt, 
so miissen offenbar die drei Ausdriicke 


. y. dt d8 
wS—8 gos, 


; 4 « — _— 
Ca Ca 3 0a Ca 


identisch verschwinden, damit das Pfafische System auch beziiglich « erfiillt 
ist. Man kann nun zeigen, daB die U als Funktionen von z ein homogenes 
lineares System erfiillen. Also verschwinden sie bereits identisch, wenn 
sie fiir z=, null werden. Wahlt man y°=«, z2°=aw(a), g?=w'(a), 
° = w,(«), wo w und a, willkiirlich sind, so ist U? =U; =0; 
aber auch U,’ la8t sich zu Null machen durch Bestimmung der willkiir- 
lichen Funktion, die in § auftritt. Damit ist das allgemeine Integral von 
r= R gefunden. Nun braucht aber das System (1) nicht co” Lésungen 
zu haben, ja es kann iiberhaupt keine Lésung zulassen. Julius Kénig hat 
in den Math. Annalen Bd. 24 auf eine ziemlich miihevolle Weise gezeigt, daB 
man S immer wiahlen kann als Lésung einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit sieben Unabhangigen, die linear in den zweiten Ableitungen 
ist; man kommt zum allgemeinen Integral der gegebenen Gleichung r = R 
durch eine Operation O,, wenn man co?” Lésungen S kennt. Durch recht- 
zeitige Elimination laBt sich O, erzielen. Wir werden hier auf eine sehr 
einfache und durchsichtige Weise zeigen, daB S als Lésung einer in den 
zweiten Ableitungen linearen Differentialgleichung mit sechs Unabhadngigen 
wahlbar ist und bei Kenntnis von co*® Lésungen S sich das allgemeine 
Integral von r=R durch eine Operation O, gewinnen laBt. Es wird 
iibrigens vorteilhafter sein, statt der Differentialgleichung fiir S ein gewisses 
System von zwei Gleichungen fiir zwei unbekannte Funktionen S und 4 


t°—=w" (a), p 
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zu wahlen, das sich hier ergibt und das aquivalent mit der Differential- 
gleichung fiir S ist. Da diese Gleichung (und also auch das System fiir 
S und 4) mehr als co*@ Lésungen hat, so kénnte man versuchen, das 
System durch eine geeignete dritte Gleichung so zu erginzen, daB es auch 
wenigstens co*” Lésungen hat und diese Lésungen sich vielleicht durch 
Operationen O; gewinnen lassen. Inwieweit diese Methode Erfolg verspricht, 
soll hier nicht erértert werden. 


Ausfiihrung. 
Wir betrachten das System 
d d d d d 
(2) 2=v; ==piqv; P=R+sv; f=siw; [=%,, 


in dem V und V, zunichst noch beliebige Funktionen von z, y, z, p,q, t 
bedeuten. Fiir =z, sollen y°, 2°, p®, g°, t° die Anfangswerte eines Lésungs- 
systems sein; wir denken sie uns wieder als Funktionen eines Parameters «. 
U,, U,, U, haben die gleiche Bedeutung wie vorhin. Das Zeichen = soll 
Gleichheit bis auf linear homogene Ausdriicke in den U,, U,, U, bedeuten. 
Es ist alsdann fiir irgendeine Funktion H(z, y, z, p, q, t) 


ed a ee Re ee 
= © (H,+qH,+ 8-H, +t-H,) + H 3 = SHY at. 
a7 H,+ H,-V + H,(p+qV)+4,(R+8V)+H4,(S+tV)+4,-V, 
~via, * 
Es ist weiter 
mls ov) — 2 (p+ qV) —<¥(8 +t¥) —qV¥, 
a — it + (32-1) =o, 
o-40- *R)kean- Brean 
mi = ,-¥,) +2 @+8,¥), 


oR an (ae ~ te) ~i Se ae 


ez OE 7 


0a 


. —¥ ds 4 ot 7 
Sy t Sigg + V5q — 30 a 30 (ay — Ma) +3084 Y)- 


ee 
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Wir wiinschen, daB sowohl a wie a kongruent 0 mod U ist. Dazu 


nehmen wir zunichst einmal an, dab y beiden Ausdriicke linear ab- 
hangig sind, d. h. 


dp ds ,y 8 y 
dy dz dy i 
Raa )6U ERS 


Der Fall, daB 4 unbestimmt wird, weil Zahler und Nenner verschwinden, 
fiihrt auf die Involution und kann daher unbeachtet bleiben. 
Wir definieren 


,o at 
U, =i’as+=. 


Das Kongruenzzeichen soll von nun an Gleichheit bis auf linear homogene 
Ausdriicke in U,, U,, U,, U, bedeuten. (Falls 4 unendlich wire, muB 7 als 
neue Funktion gewahlit werden.) Dann sind 


2, _ Ug 
SS a" 


Jetzt muB aber noch ~ U, berechnet werden. Es ist 








aU,_, , . dy sda Lp 4 
=! = 4-V,+ Vi, + an | vs- i,-V, 
dy dV , 4, _ oy , & di di 
=a da dy Ve ix) + dy da 1 Ba 5 (35 y Vag ts) 
oy d ot 
= 2 iy AV) + Gt ae V, +$ i, + —(AV,+ V;,). 
Nun ist 
P ’ 8 
(3) V, = $2 —18,- av. 
So ergibt sich 
aU, _@yda’s : a . oa see a eden 
Gz ™36\ir $8, i625 FAg — 44,8, + = —Ai,V 
as 7 
+#((#)- i,8,—48,,—2,¥). 


Der letzte Summand in jeder Klammer ergibt bei Zusammenfassung 
— VA,-U,, 80 daB, wenn wir auBerdem der Ubersichtlichkeit wegen an die 
Entstehung der iibrigbleibenden Summanden denken, wir schreiben kénnen 
au, dy (da (dS ot (dS 
Oe we BUF (SE — 18,) +4,($2 —i8,) +h)+# (5, — 45). 
Soil das ebenfalls kongruent null sein, so mu8 


,/as \ ajas_., as eC 
(0) AGF 18) FG —a8) +a(G— a8) +3 
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erfiillt sein, wozu noch die obige erste Bedingung 


dR 48 
S-e* V, = A(R, + 8,V) 


tritt, in der wir wieder V, gemaB (3) ersetzen: 
. dk ds qs, ae 
(0) dy dz (Fy = A(R — Sr). 

(5) und (4) ist das System, von dem man co*” Lésungen kennen 
mu8, um das allgemeine Integral von r= R gu gewinnen. Man sieht 
sofort, daB man diejenigen Lésungen von (2) erhalten muB, fiir die 
Ue =U; =U; = U?=0 ist. Wahit man wieder y®=«, z2°= (a), 
q°=w' (a), t°=w" (a), p? =a, (a), 80 ergibt sich U —UP=0. Die 
beiden Gleichungen 

us =P _ g° 9; U9 =i°+w"(a) =0 


Ca 


lassen sich durch Festlegung der beiden willkiirlichen Funktionen lésen, 

die in S und 4 auftreten. Wir haben noch zu zeigen, daB (4), (5) einer 

Differentialgleichung zweiter Ordnung dquivalent ist. Man kann dazu direkt 

aus (5) 4 durch S ausdriicken und in (4) eimsetzen. Dann ergibt sich 

eine in den zweiten Ableitungen lineare Gleichung fiir 8. Etwas bequemer 
ds 


kommt man zu solcher Gleichung, wenn man V = —§S,, V, = = wahlt. 
au, . , 
Us ist dann ohnehin kongruent null. Setzt man nun 
dx 
, 00, dy/dR 4S _ dS) , at a at 
OU. Fs da \ dy — ds ay) t5g — SH) Ft HE 
so ergibt sich 
Fs an On (Tg 2 H, , dH, as 
_ @ \ dz 8,- dy +H,,45) t 3e “(Fe 45 8, dy + Hf, way) 
P. éy ds, 8 dy @ ($8) at (a8) —%y 
Ay \ ae" dy = 8.) + H, (52: dy | dy) * da \dy),) = G+ 5a Oe 


Die Gleichung 

G,:H, — G,-H, = 0 
ist von der gewiinschten Art. Bemerkenswert ist aber gerade, daB das 
System (4), (5) bet beliebigem V hergeleitet ist. Die Ordnung von (2) ist 
also um eins erniedrigt: eine Operation O, geniigt, um das allgemeine 
Integral zu erhalten. 


(Eingegangen am 15. 4. 1928.) 
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Reelle Lésungsfelder der elliptischen Differentialgleichung 
Au = F(u) 
und nichtlinearer Integralgleichungen. 
Von 


Rudolf Iglisch aus Berlin‘) 


§ 1. 
Einleitung und Fragestellung. 


In der Behandlung der Randwertprobleme der elliptischen Differential- 
gleichung 


(1) Y (x, y, U, p,q, 7, 8, t)=—0 
mit 
_ Ou ~ a7 u 
a le 


ist man noch nicht zu allgemein-giiltigen Resultaten gelangt. Die wesent- 
lichsten Ergebnisse sind im Lichtensteinschen Enzyklopadieartikel II, C. 12 
in tibersichtlicher Form zusammengestellt. 

In der vorliegenden Arbeit sollen die Lésungsverhiltnisse der ein- 
facheren Gleichung 


(2) 4u= F(u) 


in der Umgebung einer bekannten Ausgangslésung u,(z,y) untersucht 
werden®). Einige der erhaltenen Resultate (im wesentlichen nur Teile des 
Hauptfalls, § 2) folgen aus allgemeineren Satzen von S. Bernstein und 


‘) Diese Arbeit ist von der philosophischen Fakultét der Universitat Berlin als 
Doktor-Dissertation angenommen worden. Referenten: Prof. Hammerstein und Prof. 
E. Schmidt. Herrn Prof. Hammerstein méchte ich auch an dieser Stelle meinen warmsten 
Dank fiir seine Ratschlige und sein reges Interesse am Fortgang der Arbeit aus- 
sprechen. 

*) Untersuchungen dariiber, unter welchen Annahmen iiber F(u) eine solche Aus- 
gangslésung existiert, sind neuerdings von A. Hammerstein angestellt worden. Die 
Arbeit wird in den Mathematischen Annalen erscheinen. 
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L. Lichtenstein (vgl. 8. 1324 bis 1327 des genannten Enzyklopidieartikels ). 
Auch die neueren Arbeiten von 8. Bernstein, die sich auf die Gleichung (1) 
beziehen, gehen nicht wesentlich weiter, da sie die Bedingung ¥/-W/ <0 
voraussetzen, die bei der Gleichung (2) einen Spezialfall des in § 2 unter- 
suchten Hauptfalles darstellt. 

Im folgenden soll versucht werden, eine allgemeinere Theorie der ein- 
facheren Gleichung (2) aufzubauen, und zwar mit Hilfe der Theorie der 
nichtlinearen Integralgleichungen von E. Schmidt (Math. Annalen Bd. 65 
(1908), 8.370 bis 399). Diese Arbeit erledigt unmittelbar die aufgeworfenen 
Fragen, wenn F(z) eine analytische Funktion ist und die Lésungen im 
Komplexen betrachtet werden. Die vorliegenden Untersuchungen erganzen 
die Schmidtschen Ergebnisse durch Realititsbetrachtungen, da bei dem 
Randwertproblem der elliptischen Differentialgleichungen nur reelle Lésungen 
gefordert werden. Des weiteren wird spiterhin F(w) nicht mehr als ana- 
lytisch vorausgesetzt werden. 

Weitere hierhergehérige Literaturangaben findet man in dem Enzy- 
klopadieartikel II, C. 13 iiber Integralgleichungen in der FuBnote auf 8. 1486. 
Man vergleiche ferner die Arbeit von G. Hamel: Uber erzwungene Schwin- 
gungen bei endlichen Amplituden (Math. Annalen Bd. 86 (1922)). 

Es sei noch bemerkt, da8 saimtliche Untersuchungen dieser Arbeit fiir 
die etwas allgemeinere Gleichung 

4u= F(u, x, y) 
Giltigkeit besitzen. 

Ich formuliere jetzt die Problemstellung: 

Gegeben sei in der xy-Ebene ein Bereich 8 von der Beschaffenheit, 
daB lings seiner Randkurve € ein stetig sich andernder Parameter o ein- 
gefiihrt werden kann und es fiir den Bereich eine gewéhnliche am Rande 
verschwindende Greensche Funktion gibt, G(x, y;&,7), die ich so definieren 
will, daB sie bei Annaherung der Argumentpunkte positiv unendlich wird 
wie der Logarithmus der reziproken Entfernung. 

Ferner sei vorgelegt eine elliptische Differentialgleichung: 


(3) Au(x,y) = F(u(z,y)) 


und eine Funktion u,(z,y), die in 8 der Gleichung (3) geniigt. F(u) 
sei hierbei fiir alle von u,(z,y) angenommenen Argumentwerte u zweimal 
stetig differenzierbar; auch noch fiir w-Werte, die um ein beliebig kleines 
Stiick iiber das Maximum und Minimum von u,(2z,y) hinausragen. Unter 
F’ (u(x, y)) sei stets die Ableitung von F(uw) nach dem Argument wu ver- 
standen, wo man nachtriglich «u durch u(z,y) zu ersetzen hat. 

Unter einer Lésung u(z,y) von (3) sei stets eine in 8 samt ihren 
ersten Ableitungen stetige und mit stiickweise stetigen partiellen zweiten 


‘ 
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Ableitungen versehene Funktion u(z,y) verstanden, die in 8 der Diffe- 
rentialgleichung (3) geniigt. Diese Voraussetzungen sollen auch fiir die 
vorgelegte Liésung u,(z,y) gelten. 

Auf € wird u,(z,y) gewisse Werte f,(o) annehmen. Ich will der 
Einfachheit halber voraussetzen, f,(o) sei auf der Berandung € stetig, doch 
brauchte ich das nicht unbedingt. 

Ich definiere jetzt den Begriff des Lésungsfeldes um die Ausgangs- 
lésung u,(z,y) herum: 

Gibt es zu jeder geniigend kleinen Zahl « > 0 eine Zahl 56> 0, so 
daB zu jeder stetigen Randfunktion f(o), die nur der Einschrankung unter- 
liegt: | f(o)— f,(¢)|< 6, mindestens eine Funktion u(z,y) existiert, die 
1. am Rande die Werte f(o) annimmt, 2. in 8 Lésung von (3) ist, 
3. die Ungleichung |u(z,y)— u,(2,y)|< « befriedigt, so sage ich: Um 
u,(z,y) herum existiert ein Lésungsfeld. 

Es kénnen also zu gewissen oder zu allen f(o) mehrere Lésungen 
gehéren, eine mu8 aber stets vorhanden sein. NaturgemaS betrachte ich 
nur reelle Lésungen. 

Gibt es in beliebiger Nahe von f,(o) eine Funktion f(o), zu der kein 
solches u(z,y) gehért, so gibt es um u,(z,y) herum kein Lésungsfeld. 

Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit ist es, anzugeben, wann um 
u,(x,y) ein Lésungsfeld existiert, wann nicht. 


Bezeichne ich mit v(z,y) die zu den Randwerten f(o), mit v, (x,y 
die zu f,(o) gehérende Potentialfunktion, so ist mein Problem identisch 
mit folgendem: 

Die Gleichung (3) kann mit Hilfe der Greenschen Funktion G (z, y; &, 7) 
so umgeschrieben werden: 


(4) u(2,y) + ff e(x.ys 8m) Pluiesn) ddan v(x,y). 
5) 


Ich habe zu untersuchen, wann (4) fiir alle vorkommenden Potential- 
funktionen v(2,y) lésbar ist. 

Statt des Variablenpaares (z,y) will ich s schreiben, statt (&,7) t, so 
daB also s und ¢ Punkte in der Ebene bedeuten. 

Gleichung (4) geht iiber in: 


(5) w(e) +35) O(6.8) Fwin)at v(s), *) 


wo v(s) eine Potentialfunktion mit stetigen Randwerten ist. 


*) Alle folgenden Integrale sind iiber den Integrationsbereich 8 zu erstrecken 
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Ich erweitere zunichst mein Problem: Statt v(s) auf der rechten 
Seite von (5) lasse ich beliebige geniigend wenig von g,(s8) verschiedene 
stetige Funktionen g(s) zu. Also: 


(6) \g(#) — go(8)|< 4. 


9, (8) ist hierbei die rechte Seite, die entsteht, wenn ich die Ausgangs- 
lésung u,(s) auf der linken Seite eintrage. g,(s) braucht jetzt keine 
Potentialfunktion mehr zu sein. Es ist also 


(7) u, (8) + F, [ @ (6,1) F(up(t)) at = g,(8). 
Gleichung (5) geht iiber in 
8) u(s)-+ F. [ @(0,t) F(u(t)) dt =9(0). 


Die Feldeigenschaft definiert sich analog wie friiher. Es werden als 
Lésungen nur stetige Funktionen u(s) betrachtet, fiir die gilt 


(9 |u(e)— u,(s)| <e. 


Ist g(s) eine Potentialfunktion, so folgt ja nach bekannten Siatzen 
von selbst, daB u(s) zweimal differenzierbar ist. 

Ich werde im folgenden die Gleichung (8) behandeln. Wenn ich 
spiter gewisse Funktionen g(s) auszeichne, so mu8 ich stets darauf achten, 
da8 unter diesen Potentialfunktionen v(s) mit stetigen Randwerten vor- 
kommen; dann ist auch das urspriingliche Problem, das mit der Behand- 
lung der Integralgleichung (5) identisch ist, gelést. 


Im folgenden wird die homogene lineare Integralgleichung 


(10) (6) +g { @(s,t)F’ (u(t) p(t)dt=0 


eme besondere Rolle spielen, wo fiir u(t) die jeweils zu betrachtende 
Lésung einzusetzen ist, bei uns also zunichst w, (t): 
(11) o(8) + ge | @(a,t) F(t) po(t) dt = 0. 

Ist Gleichung (11) nur erfiillbar mit g,(s)=0, so behaupte ich 
folgenden Satz, der bei analytischem F(u) dem MHauptfall in der 
Schmidtschen Arbeit entspricht, hier (in § 2) aber auf anderem Wege 
bewiesen werden soll, unabhangig von der Schmidtschen Theorie: 

Gleichung (8) besitzt ein Lésungsfeld um u,(s) herum, und zwar gibt 
es zu jedem zu g,(8) gentigend benachbarten g(s) genau eine Lésung u(s), 
die einer Bedingung (9) geniigt. 
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Das Hauptziel der Arbeit ist es, auch fiir den Fall, daf die homogene 
a besttzt, die 
Bedingungen fiir die Existenz eines reellen Feldes anzugeben. Die genaue 
Formulierung des Ergebnisses, die ohne Kenntnis der Schmidtschen Arbeit 
nicht méglich ist, findet der Leser auf 8.110 in § 4. Der Fall eines mehr- 
fachen Eigenwertes sei einer spaiteren Arbeit vorbehalten. 


Integralgleichung (11) gerade den einfachen Higenwert — 


§ 2. 
Beweis des Hauptfalles. 
Nach gelaiufigen SchluBweisen aus der Theorie der linearen Integral- 
gleichungen gilt folgender Hilfssatz, der hier nicht bewiesen werden soll: 
Voraussetzung: Die homogene lineare Integralgleichung 
(12) f(s) + J K(s,t)f(t)dt = 0, 
wo K(s,t) ein brauchbar unstetiger Kern ist, habe nur die triviale Lésung 


f=0. 
Behauptung: Die Gleichung 


(13) p(s) + f (K(s,t) + X(s,t)) p(t)dt =0 
hat auch nur die triviale Lésung, wenn 
(14) ff X(s,t)*dt <n 


ist, wo » eine geniigend kleine Zahl bezeichnet. 

Zusatz: Ist » klein genug, so gibt es eine endliche Zahl A, die 
nicht von X(s,t) abhingt, so daB fiir den lésenden Kern I'y(s,t¢) der 
Gleichung (13) gilt: 

(15) f |x (s,t)|dt < A, 
wofern nur X(s,¢) der Ungleichung (14) geniigt. 


Nun kann der Beweis des Hauptsatzes (vgl.S.101) in Angriff ge- 
nommen werden: 

Angenommen, u(s) sei eine Lésung von (8), die natiirlich der Be- 
dingung (9) wie stets geniigen soll. Dann folgt 


(16) u(s)— u,(s) + z, [ 18,1) F(w(t))(u(t)—m (t)) dt = 9 (6) G01). 
Hierbei ist 
(17) F(u(t)) — F(u,(t)) = F’(w(t)) (u(t) — u(t). 


u(t) liegt zwischen u(t) und u,(t) und ‘ist gleich u,(t) zu setzen, wenn 
u(t) =u, (t) ist. 
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Geniigt umgekehrt u(s) den beiden Gleichungen (16) und (17), so 
ist u(s) auch eine Lésung von (8). 

Ich setze zur Lésung von (16) und (17) folgendes Verfahren der 
sukzessiven Approximation an: 


(18a) w,/s)— u,(s) + -~ J @(s,t)F’(ug(t)) (u4(t)—u9 (t)) dt =9(s) — Jo (8). 


Hieraus bestimmt sich wu, (s). 

Ware F(u,(t)) — F(u,(t)) = FP’ (4, (t)) (ty (t) — U,(t)), so wire ich 
fertig. Es wird aber sein: 
(18b) F(u,(t)) — F{u,(t)) = P’( a, (t))(u,(t) — ug(t)). 


Hierbei liegt @,(¢) zwischen u,(t¢) und u,(t). 

Es wire denkbar, daB w,(t) nicht eindeutig bestimmt ist. Das stért 
aber nicht, da ich zunachst nur die Existenz iiberhaupt einer Lésung u(s) 
beweisen will. 

Ich fahre so fort: 


(19a) t4g(8) — to(8) + gx [ G(s,t) F” (i, (t)) (g(t) — g(t) dt —g(8) —go (8). 
(19b) F(u,(t)) — F(u,(t)) = F’ (%,(t)) (ug (t) — u(t). 
(20a) 1%, (8) — u,(8) + ee 
(20b) F(u,(t)) — F(u,(t)) = ,(t)) (1g (#) — u,(t)). 


usw. 


Zunichst ist zu zeigen, daB die in den Gleichungen (19a), (20a) usw. 
auftretenden Kerne G(st)- F’(a,(t)) brauchbare Kerne sind. Dazu brauche 
ich nur zu zeigen, daB man @,(t) so wihlen kann, daB F’(@,(t)) stetig 
von ¢ abhiangt. 

Es ist: 

[F(u,(t,)) — iy )) — (F(u,(t,)) — F(u9(t,)))) 
= {F’(a,(t,)) — F’ (a, (t,))} (u,(t,) — uy (t,)) 
+ F’ (%,(t,)) [u,(t,) — ug (t,) — u, (ty) + Uo (t,)). 


Ich will die Stetigkeit von F’(a,(t)) zeigen an der Stelle t,. — Wegen 
der Stetigkeit von u,(t) und u,(t) gehen die beiden eckigen Klammern 
gegen 0. (Auch F(u) ist ja in u stetig!) Nehme ich zunichst an: 
u,(t,) — u(t,) +0, so muB also auch die geschweifte Klammer gegen 0 
gehen, was die Stetigkeit beweist. 
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Ist u,(t,)— uo(t,)=0, so ist F’(a,(t,)) = F’(u,(t,)). Riickt nun 
t, > t,, 80 geht u,(t,) —> u,(t,), also erst recht #,(t,)—+ u,(t,). Also 
geht F’(a,(t,)) — F’ (s(t). Damit ist auch in diesem Falle die Stetig- 
keit gezeigt. 

Nun ist zu untersuchen, wann die unendlich vielen Integralgleichungen 
(19a) usw. lésbar sind. Aus dem Hilfssatz folgt: Sicher dann, wenn in 
simtlichen Kernen G(s,t)- F’(@,(t)) stets |u@,(t)—u,(t)|<e ist, wo e 
eine geniigend kleine, von » unabhangige Zahl bedeutet. Sie sind also erst 
recht lésbar, wenn 
(21) u,(t) —Up(t)| <e 
ist. 

Zu allen Kernen G(s,t)- F’(u*(t)), wo |u*(t) — u,(t)| <e ist, gibt 
es lésende Kerne I"*(#,t) und eine Zahl A, so daB 
(22) S\r*(s,t)|\dt<A 
ist, gleichmaBig in s. 

Jetzt wihle ich 
(23) =i! 
Durch Induktion folgt aus 

u, (s}) — u,(s) = g(s) — gy(s) + J T',(8,t)(g(t) — go(t)) at, 
wenn 


(24) lg(s)—g,(8)|< 4 


ist, die Ungleichung | u,(s)— u,(s)|< 46(1+A)=e. Alle aufgestellten 
Integralgleichungen sind also dann lésbar. 

Aus (21) folgt natiirlich noch nicht die Konvergenz des Verfahrens. 
Diese beweise ich so: Es ist 


uy (8) — u,(8) + 5 [ G(s, t)[F" (W,(t)) (ug(t) — up (t)) 
— F’ (u,(t))(u, (t) — u,(t))] dt = 0, 

u, (8) — w, (8) + 5- [G(s,t)[F’(w,(2)) - FP’ (tug (t)) - (t4g(t) — tg (t)) 
+ F’ (to (t)) (u(t) — u, (t))] dt = 0. 


Oder: 


u, (8) — u, (8) + 5 fa 8,t) F (u,(t)) (w(t) — u,(t)) dt 


a - ez J O(s,t) P” (uf it) (a, — tug(t)) (ty (t) — Up (t)) at. 


u*(t) liegt zwischen #,(t) und u,(t). 
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Da F” (u) stetig sein sollte, gibt es eine Zahl B, so daB fiir alle u*(t), 
die der Bedingung |u*(t)—u9(t)|<e geniigen, gilt: 


(25) A fe(s,t)| P’(ue(t))|at<B 
Da nun 


tiy(8) — te, (8) =— gf @(e,t) F” (us (t)) (tug (t) — tug (#)) (% (t) — ty (t)) at 


oz J o(s.t) [@ (tr) P"( us (r))(u9(0) — up (1) (%,(r) — u(r) dr dt 
ist, so wird: 
(26) | w,(8) — u,(8)|< e*- B(1+ A). 
Weiter wird: 
ty (8) — tly (8) + ge f @(s, t) [F(t (t)) (tug (#) — 49 (t)) 
— F’(a,(t)) (u,(t) — u,(t))] dt =0, 


U, (8) — U,(8) + a J G(s.) F’ (Hi, (t)) (u(t) — u,(t)) dt 


bo 
~I] 


— 5 J @(s,t)(F" (iy (t)) — F’ (W, (#))) (tug (t) — tug (t)) at 
Nun ist aber (stets nach den b-Relationen unseres Schemas der sukzessiven 
Approximation ): 
F(u,(t))— F(u,(t)) =F ‘(a %,(t)) (w(t) — uy ~ 7’ (%, (t)) (u(t) — wy(#)). 
Also: 
(F’ (ti, (t)) — F’(W, (t))) (uy (t) — wg (t)) + F’(%, (t)) (4g (t) — uu, (#)) 
= F’ (uyg(t)) (ug(t) — u,(t)), 
wo u,,(¢) zwischen u,(¢) und w,(t) liegt. 
[F’ (i, (t)) — F’( a, (t))] (uy (t) — u9(t)) 
= [FY (uya(t)) — F’(%,(#))} (my (#) — 4 (4)) 
= FP" (tiyg(t)) (uy (t) — u, (t)) (y(t) — @,(t)). 
ii,,(t) liegt zwischen u,,(¢) und @,(t). 
Sicher ist | u,,(¢#) — @,(t)| < 2e. 


Benutze ich dies alles neben (26), so folgt aus (27) wie friher die 
Abschatzung: 


(28) | ug (8) — tg(s)| < e*-2-B*(1+ A)’. 
Wie (27) erhalte ich jetzt: 


u, (8) — u,(8)+ oy JO (8,4) F’ (iy(t)) (u(t) — U,(t))dt 


= — gy JO (st) P" (agg (t)) (thy (t) — tg (t)) (14g (t) — ty (1)) at 
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Daraus wie (28): 
| u,(#) — u,(s)| < e*(1+ A)-B[2B(1+ A)e]’. 
Allgemein wird so: 
|u.,(8) —u,(8)| << e*(1+A)-B[2B(1+ A)e]"~’. 
Unser Verfahren konvergiert also sicher gleichmaBig, wenn 
(29) 2B(1+ A)e<l 
ist. 

Die bisherigen Betrachtungen galten fiir beliebiges hinreichend kleines 
e, durch das sich A und B bestimmen. Dieses A und B wird festgehalten 
und « eventuell weiter so verkleinert, daB (29) gilt. 

Jetzt zeige ich noch, daB auch die Funktionen F’(w,(t)) gleichmaBig 
gegen eine Grenzfunktion F’(a\t)) konvergieren. Das folgt sofort aus 
folgender Tatsache, deren Richtigkeit man leicht aus der Definition von 
i,(t) entnehmen kann: Es gibt eine Zahl K, so daB fiir alle unsere #,(t) 
unabhaingig von t, » und wy gilt: 


(30) | F’ (a, (t)) — F’(%,(t))| < K\u,(t) — u, (#)| 
Sei ZL das Maximum von | F”(u)| in unserem Bereich des Argu- 
mentes wu, dann geniigt es, K = L zu setzen. 


Fiir die Grenzfunktion u(s) bei dem Schema der sukzessiven Ap- 
proximation folgt also jetzt: 


u(s)—u,(s)+ xz JG (8,t)F’(w(t)) (w(t) u,(t))dt =g(s) — g,(s) 
und 
F(u(t)) — F(u,(t)) = F’ (a@(t)) (w(t) — u,(t)). 


Das sind aber gerade die Gleichungen (16) und (17), die besagen, dab 
u(s) Lésung der Gleichung (6) ist. 

Aus unserem Hilfssatz folgt auch leicht, daB zu allen diesen g(s), 
insbesondere auch zu g,(s) genau eine Lésung im ¢«-Gebiet gehért. Denn 
giibe es zu g(s) zwei Lésungen u(s) und w(s), so wiirde gelten: 


w(s)—u(s) +5 [G@(s,t) F’(@(t)) (w(t) — u(t)) dt =0, 


wo #(t) zwischen w(t) und u(t) liegt, also im e¢-Gebiet; das ist aber 
nur méglich mit w(s) = u(s). 

Ebenso leicht sieht man auch, daB, falls |g‘ (s) —g‘(s)| +0 geht, 
auch fiir die zugehérigen Lésungen gilt: | u(s)—u(s)|—+0. Das 
folgt, sofern z. B. g(s) =g,(s) ist, sofort mit Benutzung von (22) aus 
(16). Sonst kann man etwa in den bisherigen Betrachtungen gs) an 
die Stelle von g,(s) treten lassen und die Behauptung auf dem gleichen 
Wege bestitigen. 
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§ 3. 
Anwendung der Schmidtschen Theorie. 


Im folgenden nehme ich stets an, die homogene Integralgleichung (11) 


habe den einfachen Eigenwert — =: 


Ich erwahne zunichst folgenden Hilfssatz analog wie in § 2: 

Gleichung (12) habe bis aufs Vorzeichen genau eine normierte Lé- 
sung f(s). 

Hat Gleichung (13) bei geniigend kleinem 7, welches sich aus (14) 
bestimmt, iiberhaupt eine nichttriviale Lésung, so sind alle anderen davon 
linear abhangig. Man sieht dies so ein: Sind y, und y, linear unabhangige 
Lésungen von (11), so kénnen sie als normiert und zueinander orthogonal 
angenommen werden. Nun sieht man aber leicht, daB bei geniigend kleinem 
» fiir gegebenes & 

\f(8) — v, (8) | <é (y=1,2) 


erreicht werden kann, was sich mit S vive ds =0 nicht vertragt. 

Ich nehme im folgenden weiterhin an, daB F(u) eine analytische 
Funktion des Argumentes wu ist fiir alle Werte, die u(s) hier annehmen 
kann, d. h. fiir alle u-Werte, die ein wenig itiber das Maximum und Mini- 
mum von u,(s) hinausragen. 

Aus (7) und (8) folgt dann: 

(31) u(s)—u,(8) + a; { @(2,4)(F(u(t) - F(u,(t))] dt = g(s) — g, (8). 
Ich setze 


(32) u(s) — u(s) = w(s), 


(33) 9(8) — go (8) = A(s), 


(34) F(u(t)) — F(t (t)) = 57 SO) — MoO" rm (ay (4)) — H( w(t), t) 
n=1 
oder abkiirzend 


(35) H(w(t), t) =a, (t)w(t) + a, (t)w*(t)+.... 
Insbesondere ist 
(36) a, (t) = F’(u,.(t)). 


Die Reihe konvergiert fiir |u(t) — u,(t)| < r(t). 
(31) geht tiber in: 


(37) w (8) +g [ @ (6,1) (wit, t)dt = h(a) 
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Die Ausgangslésung ist jetzt w(s)=0 zur rechten Seite h(s)= 0. Ferner 
wird stets die Einschrinkung gelten: 


(38) lw(s)|<e 
und 
(39 |h(s)|< 0. 


Die homogene lineare Integralgleichung (i1) schreibt sich jetzt so: 


l ra’ 
(40) Po(8) + i fe 8,t)a,(t)p,(t)dt= 0. 


10) geht iiber in 
1 
(41) p(s) + Hf @(0,t) H, (w(t), t)p(t)at 0. *) 


Auf das so formulierte Problem sind die §§ 8 und 9 der Schmidtschen 
Arbeit anwendbar. Die hier auftretenden Integralpotenzreihen konvergieren 
regular im Schmidtschen Sinne. Die regulire Konvergenz besagt ja, dab 


= ’ 
Max f G(s, t)|a,(t)|dt|w 
v=1 
konvergieren soll; und dies ist sicher der Fall, wenn zu 


(42) S |a, (t)||w|” 
v=1 
eine von ¢ unabhangige Majorante angebbar ist. 

Dazu gelangt man so: Bezeichne etwa u, den Wert von u,(t) in der 
Mitte zwischen dem Maximum und Minimum von u,(¢). Dann gibt es 
nach Voraussetzung um wu, als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Radius 
R> R, = }(Max wu, (t) — Minu, (t)), so daB fiir |u—u,.|< R F(u) ana- 
lytisch ist. M sei das Maximum von | F(a@)| auf dem Kreise |u—u,|—R. 

Fiir ein festes ¢ kann ich nun nach dem Cauchyschen Koeffizienten- 
satz abschatzen: 


| a, (t) S ,e? 
o(t) 


wo o(t) den Radius des gré8ten um w,(t) geschlagenen Kreises darstellt, 
der in dem Ausgangskreis mit dem Radius R Platz hat. Hieraus erhalt 
man aber sofort die von ¢ unabhangige Schranke 


Daher ist py Ta |w |” eine Majorante von (42), die fiir |w| <3(R—R,) 
~~ 


konvergiert. Es ist also fortan e<4(R— R,) zu wihlen. 
0H(w(t), t) 


*) H, (w(t), t)= 
ow 


, wie iiblich. 
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Insbesondere kann man eine Verzweigungsgleichung ([{107] bei 
Schmidt*)) aufstellen der Form 


(43) = Sh a” 4 Sefer : (3) q(t) 


Ich habe hier im eli die Schmidtschen Bezeichnungen gewahlt. 
Die Aufstellung dieser Gleichung im vorgelegten speziellen Falle wird uns 
spaiter noch beschaftigen. 

Schmidt zeigt nun folgendes: Ist L, (y>2) die erste von 0 ver- 
schiedene L-GréBe, so hat das Problem genau » Lésungen, d. h. zu jedem 
h(s) gibt es genau » Lésungen w(s) von (37) bei geeigneter Festsetzung 
der Mehrfachheit, wenn h(s) und w(s) den Ungleichungen (38) und (39) 
geniigen. Die w(s) kénnen dabei auch zusammenfallen. Diese Lésungen 
kénnen aber auch komplex sein. Es erhebt sich also die Frage: Wieviel 
von diesen » Lésungen sind stets reell, d.h. reell fiir alle zulassigen h(s)? 

Aus der Schmidtschen Theorie folgt ganz allgemein sofort: Ist eine 
Lésung 4 von (43) reell, so entspricht ihr ein reelles w(s), das der 
Gleichung (37) geniigt. Ist 4 komplex, so ist auch 4, d.h. die zu 4 kon- 
jugierte Zahl, Lésung von (43), und daraus ergeben sich zwei konjugiert 
komplexe Lésungen w(s) und #(s) von (37). Ist also » ungerade, so gibt 
es stets mindestens eine reelle Lésung von (37), also sicher ein reelles 
Lésungsfeld. Es kénnte aber eintreten, daB z: jedem A(s) mehr als eine 
reelle Lésung gehért. Dann hatte man von einem mehrfachen Lésungsfeld 
zu sprechen. 


Ober den Begriff der einfachen und mehrfachen Lésungen gilt nach 
Schmidt folgende Definition: 

Hat Gleichung (10) nur die triviale Lésung y(s)= 0, so heiBt die 
zugehérige Lésung u(s) einfach. Ist dies nicht der Fall, so stelle man 
fiir u(s) als Ausgangslésung die Verzweigungsgleichung in der Form (43) 
auf. Ist L, der erste nicht verschwindende L-Koeffizient, so heibt die 
Lésung o-fach. 


Am Schlusse dieses Paragraphen soll aus der Schmidtschen Theorie 
noch eine GréSenrelation zwischen 5 und ¢ angegeben werden, die spiter 
Verwendung finden wird: 

Ich nehme an, L, sei die erste nicht verschwindende L-GréBe der 
Verzweigungsgleichung (43). 

Ich verwende die Bezeichnungen der Schmidtschen Arbeit. 


5) Die aus der Schmidtschen Arbeit zitierten Nummern werde ich stets durch 
eckige Klammern [ | kennzeichnen. 
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Nach Gleichung [109] bei Schmidt kann ich eine positive Zahl C, so 


bestimmen, da8 fiir ein geniigend kleines /, 
(44) o,>C,1, 
wird. C, ist von 1, unabhangig. 

Nach [110] kann ich C, so bestimmen, daB 
(45) |S,| << C-k, 


wird. C, hangt auch nicht von 1, ab, wenn ich zur Bestimmung von C, 
in S, 1, benutze. 
Setzt man jetzt (a bedeute einen echten Bruch): 


. C, 70 
46 k=a- Lk, 
( ) 2 a C, 3 


so folgt aus (44) und (45) |S,|<«-C,-ly <ao,; damit ist [113] erfillt, 
und es kann nach (46) gesetzt werden: 


*o 2, 
(47) =) 3 Vk. 
Hierdurch ist J, festgelegt. Nach Schmidt wird jetzt die GréBe h’ durch 
h'<h und h’- f\q,(t)|dt< 1, bestimmt. Jetzt wahlt man ein I’ <l,, 
o’ und k’ durch Verkleinerung so, da® bei festgehaltenem C,, C0, und a 
die Gleichungen (44) bis (47) mit den gestrichenen GréBen gelten. In 
dem Kreise mit dem Radius I’ liegen wieder # Wurzeln von (43), und 
fir die zugehérigen w(s) gilt nach [100]: 

Sal’ +bk'+...<Z 7k, 

wo Z von k unabhangig ist. Setzt man jetzt k — (ey, so ist, wie bei 


Schmidt gefordert, w < hh’; fiir h’ und &' gilt somit 2k =h’ oder in 
unserer Bezeichnung: 


(48) ZV0 =. 
§ 4. 
Lésung der nichtlinearen Integralgleichung im Fall der einfachen 
Nullésung. 


In diesem Kapitel soll, wie im Vorwort erwahnt wurde, folgender 
wichtigste Satz bewiesen werden: 

Ist L, die erste nicht verschwindende L-CréBe in der Verzweigungs- 
gleichung (43) und ist » gerade, so gibt es bei der Gleichung (37) kein 
Lésungsfeld um w(s)=0 herum, d.h. um u,(s) herum bei der Glei- 
chung (8). — Ist » ungerade, so gibt es genau ein einfaches Lésungs- 
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feld, d.h. es gibt in beliebiger Nahe von h(s)=0 Funktionen h(s), zu 
denen nicht mehr als eine Lésung von (37) gehdért, und diese Lésung ist 
eine etnfache. 

Zunachst muB ich kurz auf die Aufstellung der Verzweigungsgleichung 
zu sprechen kommen. 

Gleichung (37) schreibe ich so: 


1 : . w . 
(49) w(8) +3, J @(s, t){a, (t) w(t) + a, (t)w"(t)bdt—h(s). 
Jetzt fiihre ich einen neuen Kern 


(50) E(s,t) = “(9 G (6, t) + p(s)-q(t) 


so ein, daB dazu ein lésender Kern E(s,¢) gehért. p(s) und g(t) kann 
ich nach Schmidt in dieser Weise wahlen; es mu8 ja nur gelten: 


(51) S p(s) y,(s)ds +0 
und 
(52) S(t) oy, (t)dt +0, 


wo g(t) sich aus (40) bestimmt und y,(s) aus 


a. , a@,(8) 
(53) Ww, (8) +3— 


‘= fa(e.t)yo(tdt=o. 
(49) geht nun iiber in 
w(s)+ f E(s,t)w(t)dt =h(s)-+ p(s) fq(t)w(t)dt 


WT \ 2 

— 2] @(s,t) 3a, (t) w(t) at. 
ad v=2 F ‘ 

Mit Hilfe des lésenden Kerns E(s,¢) ergibt sich daraus: 


(54) w (8) = {p(s) + fE(s, r)p(r)dr}-f q(t) w(t)dt 
+ {h(s) + fE(s,t)h(t)dt} 
— - dt Sa, (t) w(t) {@(s, t) + fE(s,r) G(r, t)dr}. 
z v=2 


Ich fiihre nun folgende Abkiirzungen ein: 


(55) A= fq(t)w(t)dt. 

(56) a(s)=p(s)+ fE(s,r)p(r)dr. 

(57) B(s)=h(s)+ fE(s, t)h(t)dt. 

. 1 ; 

(58) K(s,t)= — 5 {@(s,t)+ JE(s,r)@(r, t)dr}. 


(59) a(s)-A+ B(8)=y7(8). 
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(56) und (58) hangen von f(s) nicht ab. Multipliziere ich h (s) mit einem 
konstanten Faktor, so multipliziert sich f(s) nach (57) mit demselben Faktor. 
(54) geht tiber in 


(60) w (a) = 7(#) + [ K (0, t) 3a, (t) w" () at. 
vy=2 


Die Lésung von (54) ist jetzt identisch mit der Auflésung des 
Gleichungssystems (60) und (55), wenn (59) in (60) eingesetzt wird. 
Ich lése jetzt nach der Schmidtschen Methode (60) formal nach w(s) 
auf, d. h. ich setze 
(61) w, (8) = y(8) 
und berechne w,(#), indem ich Sw, (8) in (60) auf der rechten Seite 


o=1 


fiir w(s) eintrage und nur die Glieder o-ten Grades in y(s) beibehalte. 
Dapn wird 
(62) w(s) = S'w, (8). 
Insbesondere wird ; 
w, (8) = f K(s,t)a, (t)y*(t) dt. 

Man beachte, daB unter Benutzung von (59) w,(s) homogen von 
o-ter Ordnung in A und £(s) ist. ; 

Setze ich (62) in (55) ein, so erhalte ich die Schmidtsche Ver- 
zweigungsgleichung, die nach Einsetzen von (59) und Ordnen nach Potenzen 
von 4 die Form (43) annimmt. 

Insbesondere wird 


(63) [v2 (j)a(eyde= fa(t)a(eyat. 


Denn das ist der Koeffizient des von A freien Gliedes, der in f(t) linear 
ist. Diese Form (63) folgt also leicht aus (61). 
Es sei a,(s) der erste nicht identisch verschwindende Koeffizient in 
(35) (k= 2). 
Bei dem geschilderten Auflésungsverfahren wird jetzt 
w,(s)= (8), 
w,(s) = 0, 
(64) w, (8) = 0, 


w,_,(8) =90, 
w, (8) = f K(s, t)a,(t) y*(t) de, 
usw. 


Von selbst werden also die GréBen L, = L, =...= L,_,=0. 
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Wegen (64) geht a,(t) linear in L, ein. Man sieht so leicht, daB 
man Integralgleichungen angeben kann, fiir die erst eine vorgeschriebene 
k-te L-GréBe L, von 0 verschieden ausfiallt*). 


L,, sei die erste nicht verschwindende L-GréBe. 
Ich setze jetzt von vornherein die Funktion h(s) an in der Form: 


(65) h(s) = u-p(s), 


wo p(s) die eine bei der Schmidtschen Transformation des Kerns benutzte 
Funktion bedeutet. j sei ein geniigend kleiner reeller Parameter. 
Nach (56) und (57) wird jetzt 


u-a(s)= f(s), 


also nach (59) 
y(s)= (A+ p)-a(s). 
Die Verzweigungsgleichung (43) nimmt daher die einfache Form an: 


(66 0 = SLA + m)"+ ym. 

r= 
Der letzte Summand u entsteht hierbei aus dem linearen Glied. (Er miiBte 
eigentlich heiBen: L,-4. Nach Schmidt ist aber L, 1. Man vergleiche 
§ 8 der Schmidtschen Arbeit.) 

Wird uw klein, so wird auch / klein wegen (48) und (55). Es folgt 
leicht, daB bei geniigend kleinem wu (66) genau # verschiedene Wurzeln 4 
besitzt. Nun sieht man sofort: 

Ist # = 20, also gerade, und sign u = sign L,, so hat (66) keine reelle 
Lésung / bei geniigend kleinem yu. 

Ist ®=20 und signu = — signL,, so hat, wie man leicht einsieht, 
bei geniigend kleinem mw (66) genau zwei reelle Lésungen. DaB diese ein- 
fach sind, sieht man ebenso wie im nichsten Fall. 


Ist # = 20+ 1, d.h. ungerade, so leite ich die rechte Seite von (66) 
nach 4 ab. Das liefert 


(67) SvL, (atm). 

r=0 
Dieser Ausdruck wechselt das Vorzeichen nicht fiir hinreichend kleine 4 und wu. 
Die einzige reelle Wurzel 4 = — yu von (67) ist aber nicht Lésung von (66). 
Daher hat (66) bei festem, geniigend kleinem » nur eine einfache reelle 
Lésung 4,. Zu diesem A, rechnet sich nach der Schmidtschen Gleichung (100 | 
eindeutig eine Lésung w,(s), und es ist nur noch zu zeigen, dab 


*) In einer folgenden Arbeit wird gezeigt, daB der Fall, da& simtliche L-GréBen 
verschwinden, nur bei den linearen Integralgleichungen eintritt. 
Mathematische Annalen. 101. 8° 
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w,(8) einfache Lésung ist, dh. daB um w,(s) herum der Hauptfall (§ 2) 
vorliegt. 

Ich zeige zunachst, daB die Wurzeln 4 der Verzweigungsgleichung (43) 
sich geniigend wenig andern, wenn sich die rechte Seite h(s) von (37) 
wenig genug verandert. Das sieht man so: 

Ich ersetze A(s) durch h(s)+ X(s), wo X(s) eine beliebig kleine 
Funktion sein soll. Die Behauptung folgt leicht aus der reguliren Kon- 
vergenz von (43), wenn man die Differenz der beiden Verzweigungsglei- 
chungen in der Form schreibt: 


SoS fle (six) —e(Ylewa 

Jetzt ergibt sich aber die Stetigkeit der Wurzeln 4 sofort nach dem 
Rouchéschen Satz: Denn zeichne ich um die zu h(s) gehérenden # Wur- 
zeln 4, die zum Teil auch zusammenfallen kénnen, Kreise von beliebig 
kleinem Radius r, so daB sie einander nicht schneiden, so besitzt darauf 
der absolute Betrag von (43) ein positives Minimum m. Nun kann ich 
die Anderung von A(s) aber so klein vornehmen, daB der neu zu (43) 
hinzukommende Beitrag dem absoluten Betrage nach kleiner ist als m, so 
daB also die neue Verzweigungsgleichung in jedem dieser Kreise genau die 
gleiche Anzahl von Nullstellen hat wie die friihere. Das beweist aber die 
Stetigkeit der Wurzeln 4. 

Jetzt schlieBt man so: Zu der rechten Seite (65) habe ich genau # 
verschiedene Wurzeln 4,, 4,,...,4, von (43), von denen z. B. A, reell ist; 
4, ...4, sind dann komplex. Ist nun w,(s) nicht einfache Lésung, so sei 
ihre Vielfachheit mit o bezeichnet. Dann kann ich zu einer zu h(s) aus 
(65) beliebig benachbarten rechten Seite A(s)-+-»-p,(s) tibergehen, zu 
der genau g verschiedene Wurzeln Aj’, A3,..., 4: der mit w,(s) als Aus- 
gangslésung aufgestellten neuen Verzweigungsgleichung gehéren, und zu 
diesen rechnen sich nach [100] bei Schmidt genau o nach (55) verschie- 
dene Lésungen w;(s)...ws(s), die alle zu w,(s) benachbart sind. Jetzt 
gehe ich zu meiner ersten Verzweigungsgleichung (43) zuriick. Zu den 
w?(s) gehéren nach (55) genau 9 Wurzeln Mked | a von (43), und diese 
sind nach [100] voneinander verschieden und liegen ferner in der Umge- 
bung von 4,. Wegen der stetigen Abhangigkeit der Wurzeln 4 von den 
rechten Seiten A(s) liegt aber noch mindestens je eine Wurzel 4, 
(o==2...%) in der Nahe von jedem 4,, so da also zur rechten Seite 
h(s)-+-p,(s8) bei geniigend kleinem » (43) mehr als # Wurzeln 2 hatte, 
was der Schmidtschen Theorie widerspricht. Also miissen alle zu den 
Wurzeln 1,,4,,..-,4, gehérenden Lésungen w,(s), w,(s),...,w,(8) not- 
wendig einfach sein. 
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Mit diesen einfachen Uberlegungen ist die Frage der Existenz eines 
Feldes erledigt, sobald F(u) eine analytische Funktion ist. Weitere Eigen- 
schaften des Feldes sollen in einer spiteren Arbeit entwickelt werden. 

Bei der Schmidtschen Transformation des Kernes ist die Funktion p(s) 
in hohem Grade willkiirlich. In der Form (65) lassen sich also sehr viele 
rechte Seiten h(s) darstellen. 


§ 5. 
Bemerkungen zur Gleichung 4u = F'(u). 


Bei der Behandlung der Integralgleichung (37) spielten die rechten 
Seiten der Form (65), wo p(s) nur der Bedingung (51) zu geniigen hat, 
eine besondere Rolle; denn zu diesen rechten Seiten gab es ja bei genii- 
gend kleinem yw (eventuell mit geeignetem Vorzeichen) bei geradem # 
iiberhaupt keine reelle Lésung, bei ungeradem # genau eine. Das Diffe- 
rentialgleichungsproblem oder die Integralgleichung (5), wo v(s) eine Po- 
tentialfunktion ist, ist also dann und nur dann durch die Resultate des 
§ 4 noch nicht erledigt, wenn fiir alle Potentialfunktionen v(s) gilt 


(68) J v(s) wo(s) de = 0. 


Denn nur dann kann an die Stelle von p(s) im (65) keine Potential- 
funktion v(s) treten. 


Die etwas uniibersichtliche Bedingung (68) soll jetzt umgeformt wer- 
den. Dazu will ich in diesem Paragraphen die Randkurve © meines Be- 
reiches als stetig gekriimmt voraussetzen. 

Zunichst sieht man sofort aus (40), daB a,(s)-g(s) eine Nullésung 
von (53) ist. Statt (68) kann ich also schreiben: 


fv 8) a,(s) p(s)ds = 0 


fiir alle Potentialfunktionen v(s). 


Gleichung (40) ist nin gleichbedeutend mit der Differentialgleichung: 
(69 Ap(s a,(8)-p(s), 


wo m(s) am Rande verschwinden soll. Mit Benutzung der Greenschen 
Formel erhalt man daher: 


v(s)a,(s)p(s)ds=—0 


1 a 
(740 
/ Op (a) 0v(a)\ 
{ p(s) 4v(s ds + f (eo) x. — 9(e)———) de 
F on . ee 
¥ ¢ 


Q* 
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Hierbei bedeutet o die Bogenlainge auf der Randkurve ©. n bedeute die 
auBere Normalenrichtung. Da v(s) Potentialfunktion ist und g(s) am 
Rande verschwindet, folgt aus (70): 
0 = | v(a) (eee do 
Gs 
Da das fiir alle Potentialfunktionen v(s) gelten soll, folgt nach den 

bekannten, in der Variationsrechnung iiblichen Schliissen: 

ek « 


on 


). 


Da man diesen Schlu8 auch riickwarts machen kann, hat man folgendes: 

Unser Differentialgleichungsproblem ist dann und nur dann noch nicht 
gelést, wenn die Eigenfunktion m(s) von (40) nebst ihren Normalablei- 
tungen am Rande verschwindet. 

Das ist gleichbedeutend mit folgendem: 

Die erste und zweite Randwertaufgabe der homogenen linearen Dif- 
ferentialgleichung (69) haben die gleiche Eigenlésung ¢(s). 

DaB dies nicht méglich ist, kann ich jedoch nur fiir gewisse einfache 
Fille beweisen, deren wichtigster der triviale Fall ist, da8 a,(s) eine bis 
in den Rand des Bereiches hinein analytische Funktion ist. Nach einem 
Satze von Picard kann man dann zeigen, daB auch g(s) im Bereich mit 
Einschlu8 des Randes analytisch ist, und daraus folgt leicht wegen der 
Randbedingungen das identische Verschwinden von —(s). 

Diese Voraussetzung iiber a,(s) ist aber bei uns im allgemeinen nicht 
erfiillt. Denn a,(s) ist durch (36) definiert. Die dort auftretende Aus- 
gangslésung u,(s) braucht nun am Rande nur einmal stetig differenzierbar 
zu sein nach unseren Voraussetzungen; im Innern ist sie nach einem Satze 
von Holmgren zwar analytisch, so daS auch a,(s) im Innern von % ana- 
lytisch wird, am Rande jedoch nur einmal stetig differenzierbar. Das 
gleiche gilt nach Picard nun auch fiir die Lésung »(s), so daB man aus 
den Randwerten nicht mehr auf das Verschwinden von p(s) schlieBen kann. 


§ 6. 
Zusitze und Berechnung der L-GréBen. 


Fiir Verallgemeinerungen der Betrachtungen des § 4 ist es von Inter- 
esse, die adsschlaggebende Bedingung (65) fiir die Funktionen h(s) in den 
Sprachgebrauch der Schmidtschen Arbeit zu iibersetzen. Ich behaupte: die 
Bedingung f h(s) y,(8)ds +0 ist gleichbedeutend mit: 


(71) [v2 ({) a at +o. 
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Ich rechne diesen Ausdruck einfach aus. Nach (63) und (65) geht er 
iiber in: 
72 Sq(s) (h(s) + [E(s,t) h(t) dt])ds=fh(s)z(s) de, 
wenn ich setze 
z(s)= q(s) + fE(t,s) q(t) dt. 
Die Auflésung ergibt: 
q(s) =2(8) 4 f E(t, s)2(t) dt, 
oder nach (50 


a,(8 


q(8s)=2(8) 4 + [ (1,0) 2(t) dt +9(e) { p(t) a(t) at. 


Das ordne ich um: 


a, (8) 


- { @(t,s) 2(t)at- q(8) (1 — | p(t) (tat). 


73) z(8)+ 


Diese Integralgleichung fiir z(s) ist aber nur lésbar, wenn: 


| - f pit) z(t) dt) { q(s) o,(s)ds=0 
ist. Wegen (52) folgt daraus: 
(74 f p(t) z(t) dt- e 
Nun folgt aber aus (73): 


z(s) O-Wo(8). 


Die Konstante o bestimmt sich dabei eindeutig aus (74). 

Der Ausdruck (71) verschwindet also unabhangig von der Wahl der 
zur Transformation des Kernes nach Schmidt benutzten Funktionen p(s) 
und g(t) dann und nur dann, wenn f h(s) y,(s) ds =0 ist. 

Die Uberlegungen des § 4 sind danach auf allgemeinere Gleichungs- 
formen stets anwendbar, wenn das in f(s) lineare, von A unabhingige 
Glied der Verzweigungsgleichung (43) nicht verschwindet. 

Nun sei noch einiges tiber die Berechnung der ersten L-GréBen ver- 
merkt. 

Sei a,(s) wieder der erste nicht identisch verschwindende Koeffizient 
in (35) (k=2). Nach § 4 sind dann L,...L,_,=—0. Die erste zu 
untersuchende L-GréBe L, hat nach (64) die Form: 


(75) L, = JJ q(s) K(s, t) a,(t) «*(t) ds dt. 


Die Ausrechnung dieser GréBe ergibt aber eine sehr einfache Gestalt. 
Zunachst ist namlich nach (56): 


p(s) = «(s)+ fE(s,t) a(t) dt, 
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oder nach (50) 


p(s) =a(s)-+ Ff (6,1) a,(t) @(t) dt t p(s) f a(t) a(t) ae: 


daraus 
Ze 
a(s)-+ F [ @(s,t) 4, t)a(t)dt p(s) (1- f a(t) e(nat). 


Wie vorhin folgt jetzt: 
Sq(t) a(t) dt 1 


und 
(76) a(s) = 0a-,(s) 


mit 
1 


S a(t) @(t) dt 
Nun betrachte ich die Funktion: 
(77) N(t) fa(s) K(s,t)des. 
Ich behaupte: N(?#) ist unabhaingig von der Wahl von q(t) bei der 
Schmidtschen Transformation des Kernes. 


Sei etwa g(t) eine andere Transformationsfunktion neben dem festge- 
haltenen p(s). Durch Uberstreichen soll gekennzeichnet werden, daB die 
betreffenden GréBen zur Transformation mit g(t) gehdéren. 


Aus (58) folgt jetzt: 
+; (8, t) = K(s,t)- { B(or) K(r,t) ar, 


oder mit Benutzung von (50) und (77): 
(78) K(s,t)+ ff @(2.7) a,(r) K (r,t)dr =— >< G(8,t) — p(s) N(t). 


Da (78) lésbar ist, folgt 


_ 
| 


f[kee.e + p(s) N(t)| yo(s) ds =0 


fiir alle ¢. Daraus: 


l 
| aCe.) yo(eas 


N(t)=- -=WN(t), 





J p(s) vo(s) as 


da ja in dieser Darstellung die Funktion g(t) gar nicht mehr auftritt. Der 
Nenner verschwindet iibrigens nicht nach (51). Man findet hieraus auch 
leicht den Wert 


(79) N(t) =1-(t) 
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mit 
1 1 


a Tp(e)vo(sds Vfas 2(8)- 3 (s)de 
Aus (75), (76), (77) und (79) ersieht man: 
L, = o*r f gkt*(t) a, (t) dt. 


Das Verschwinden von L, ist also gleichbedeutend mit dem Verschwinden 
des Integrals f qi**(t)a,(t) dt, welches keine charakteristischen GréBen 
der Schmidtschen Theorie mehr enthilt. 

In gleicher Weise erhalt man: 


L, =o'rf pt*(t)a,(t)dt fir »—k,k+1,...,2k—2, 


wie man leicht aus den Uberlegungen auf 8. 112 nachrechnet. Die weite- 
ren L-GréBen sind komplizierter gebaut. 





(Eingegangen am 23. 3. 1928.) 








Uber die C-Summierbarkeit der Laplaceschen Reihe auf 
der Uberkugel und gewisser Hermitescher Reihen. 
Von 
Lothar Koschmieder in Brinn. 


Die Fouriersche Entwicklung des dreistufigen Raumes, die Laplacesche 
Reihe &, ist in letzter Zeit vielfach auf C-Summierbarkeit gepriift worden. 
Ich fand anderwarts nicht erwaihnt und méchte daher darauf hinweisen, 
da8 man bei ihrem Gegenstiicke L im vierstufigen Raume, der Laplace- 
schen Reihe (3) auf der Uberkugel, ahnliche Ergebnisse erzielen kann. 
Hier beschrinke ich mich auf den Befund, der Fejérs Satze von der 
(C, 2)-Summierbarkeit der Reihe 2*) entspricht, da8 namlich bei passen- 
den Annahmen die C-Mittel dritter Ordnung von L dem Funktionswerte 
f(x,y, p) zustreben (§ 1). Auf weitere, die Summierung von L betreffende 
Fragen, wie sie fiir & schon beantwortet sind*), denke ich ein andermal 
zuriickzukommen und solche auch im R&, zu erértern. 

Die Reihe Z scheint mir nicht nur um ihrer selbst willen beachtens- 
wert, sondern auch wegen der folgenden Anwendung (§ 2): Wie aus & als 
Sonderfall die Legendresche Reihe hervorgeht, so entstehen als Sonderfille 
von L die Reihen U(9) und V(10), die nach den Polynomen eines von 
Hermite*) aujfgestellten Biorthogonalsystems fortschreiten. Hierdurch erhilt 
man mit einem Schlage die (C,3)-Summierbarkeit dieser Reihen zum 
Werte g(z,y). Dieses Ergebnis diirfte neu sein; seit einer Bemerkung 
von Hermite‘) stellt es, soviel ich sehe, den ersten**) Beitrag dar zu der 


') L. Fejér, Math. Annalen 67 (1909), S. 76—109. 

*) Vgl. Fejér, Math. Zeitschr. 24 (1926), S. 267 ff. und die dortigen Schrifttums- 
nachweise. 

%) Siehe (Euvres de Charles Hermite 2 (1908). S. 309—346. 

‘) Hermite gibt (siehe *), S. 330/31) unter der Voraussetzung, daB alle GréBen- 

L+ m)!)~*a't™g/ax'dy™ beschrinkt seien, fiir die Reihe V eine konvergente Ma- 

jorante an. 

**) Siehe den ,,Zusatz bei der Druckprobe“ in FuBnote *). 
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nach dem Zeugnisse von P. Appell und J. Kampé de Fériet®) bisher sonst 
nicht bearbeiteten allgemeinen Konvergenzlehre der Reihen U und V. 

Ich habe vor, die Untersuchung auf die Verallgemeinerungen*) der 
Hermiteschen Polynome auszudehnen, so wie im Falle einer Verinderlichen 
E. Kogbetliantz’) von den Summierungssitzen der Legendreschen Reihe zu 
denen der Gegenbauerschen Reihe fortgeschritten ist. 


§ 1. 
Die Reihe L. 

Appell und Kampé de Fériet bedienen sich in der Lehre von den 
OUberkugelfunktionen mit groBem Nutzen der zonalen Koordinaten*), die 
im R, mit den rechtwinkligen z,, z,,z,,z, wie folgt zusammenhingen: 

2,=12, %=—rTy, 2—rl~pceg, z,—rypsing, 
z|<1, |yl|S1, p—ple,y)—1—2*-y*20, 0S pS2a, 
Wegen des bequemen Uberganges zu § 2 ziehen auch wir sie schon hier 
den spharischen Polarkoordinaten*) vor, obwohl diese die Darstellung von 
L der iiblichen von & am meisten angleichen. Ein Punkt P bzw. JJ der 
Oberkugel K um den Ursprung O mit dem Halbmesser r =1 ist durch 


die Koordinaten zx, y, p bzw. &,, y gegeben. Fiir den Winkel y der bei- 
den Strahlen OP, O/T gilt*®) 


(1) 


(2) cos y = xé + yn + Vp(2, y) Vp(E, 9) cos (p —y). 
Das Flachenelement von K ist dw =dé dn dy"). 
Es seien A, (cosy), n= 0,1,2,... die besonderen Gegenbauerschen 


Polynome**) P,’’(cos y) =sin(n-+1)y/sin y. Sie spielen im R, dieselbe 
Rolle wie die Legendreschen Polynome 4X, (cos 7) : P{® (cos y) im R,; 
wie die X, durch die (—1)-te Potenz des Abstandes im R,, so werden 


i,4 
die A, erzeugt durch die der Laplaceschen Gleichung _Y @°W/22; = 0 ge- 
h 


5) Fonctions hypergéométriques et hypersphériques. Polynomes d’Hermite (1926), 
S. 296. — Das Werk wird weiterhin mit A.-K. angefiihrt. 

*) Es handelt sich um das Biorthogonalsystem von Polynomen, das a.a.Q. °) 
durch die Formeln 8. 249, (48); S. 264, (15); 8. 268, (12), (13) angegeben ist (mit 
beliebigem s>Q0) und das ich bei zwei Verinderlichen in formaler Hinsicht in einer 
friiheren Arbeit behandelt habe: Math. Annalen 91 (1924), S. 62—81. 

*) Vgl. Kogbetliantz, Journ. math. pures appl. (9) 8 (1924), 8S. 107—187. 

*) A-K., 8. 211. 

*) A.-K., S. 202. 

*) A-K., 8. 197, 220. — Wir wahlen 0 y <2. 

1) A.-K., S. 212, (26). 

%) Die A, gehéren dem Werte 4=1 zu in der Bezeichnung von Kogbetliantz ”), 
S. 109, (1); vgl. dort S. 126. 
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niigende (— 2)-te Potenz**) des Abstandes w der auf OP bzw. O/T ge- 
legenen Punkte Z bzw. Z des R,, 


0. @ 


»-2 2 9 . 2\-1_ 1 y/r\* 
u (r?— 2rocosy+o*) = ;> (“) A, (cos y) 


(r =OZ<0=O2). 


f(&,, w) sei eine auf K eindeutig erklirte, dort beschrinkte und inte- 
grierbare Funktion. Versucht man f(z, y,q@) nach Uberkugelfunktionen 
zu entwickeln '*), so stéBt man auf die Reihe*) 


0, = 


(3) L = Lz [env ») A, (cos y)dw; 


wir nennen sie die Laplacesche Reihe der Funktion f(z, y,q) auf der 
Oberkugel. 

0, 

Liegt eine unendliche Reihe t= St, vor, so versteht man unter 


_— 
n 


ihrem n-ten arithmetischen Mitte! 6-ter Ordnung (6 > — 1} den Ausdruck **) 


sz 


1,” 
(6) Vn” (8) n(n—1)...(n—h+1) ‘ 
On ty + 2) Qait, Qnh (m+ 6)(n+6—1)...(n4 re PRE 


‘ ‘ ‘ : 5 ; 
t hei®t (C, 5)-summierbar zum Werte o, wenn lim o,’ =o vorhanden ist. 


n->o@ 


: . (4 . 4) . ‘ 5) . (3 
Bezeichnet man mit S<” die of” der Reihe (3), und mit s,” die o,” der 


Kernreihe 
A s(n +1) A, (cos y) 2%), 
so gilt ' 
(4) SO (x, ¥, ) =; mJ env) y) 8¢” (cos y)da. 


Nunmehr beweisen wir unter der Voraussetzung, daB f an der Stelle 
(x, y, p) stetig sei, die Behauptung 


(5) lim S(z, y, p) = f(x,y, P) (6 > 3); 


nro 


also den Satz: 


13) A-K., S. 185. 

4) Man kann dabei an der Hand der Formeln A.-K., S. 209, (21); 8S. 208, (20) 
[dort n = 2] ebenso vorgehen wie bei der Aufstellung von 2; wegen 2 vgl. E. Heine, 
Handbuch der Kugelfunktionen 1 (1878), 8. 328. 

%) Vgl. A-K., 8. 307, (22); S. 310, (31)..- 

%*) Vgl. Kogbetliantz ”), S. 107. 
17) Ebenda, S. 113, (9). Vgl. **). 
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Die Laplacesche Reihe (3) einer auf der Uberkugel beschrankten, dort 
integrierbaren Funktion f ist an jeder Stetigkeitsstelle (x,y, p) von f 
(C, d)-summierbar zum Werte f(z, y, 7), wenn d6>3. 

Wir fiihren den Beweis so, wie Fejér fiir 2**). Dabei benutzen wir 
Satze iiber 3” (cos y), die Kogbetliantz’) bei den allgemeinen Gegenbauer- 
schen Polynomen hergeleitet hat. 

Durch eine zu OP senkrechte Uberebene, die von O den Abstand 
cose hat (e >0), zerlegen wir K in zwei Hauben K, und K,; K, ent- 
halte P. Das Integral (4) zerlegen wir entsprechend in zwei Summanden 
und formen den ersten 


(6) Ja= ahs | £(E. 1, w) ah (008 y)dm 

x, 
wie folgt um. Wegen der Stetigkeit von f(z, y,q) kann man « so klein 
wahlen, daB bei beliebiger Lage des Punktes J] auf K, 


If(é. 0, v)— f(z, p)|<@ 
ausfallt, wie klein auch a >0 gegeben sei. Nun gilt fir 0<y<a die 
Ungleichung 

sy (cos y) > 0, 

wenn 
(7) 6 > 3.3) 
Daher la8t sich unter der Bedingung (7) auf (6) der erste Mittelwertsatz 
anwenden; man erhalt 


r 
J, =(f (x,y, v) bola | 8. (cos y) da (\a,, |< «). 


x, 


Die GréBe (4) kann man mithin in der Form schreiben 


(8) SO (x, y, P) — (f( Zz, ¥; ?) so «Js, { 28° (cos y)daw 
2a8 J 
r 1 (d) i ] E (6) 
— (f(x,y, v) +ay]gts f af (cos y)dw + 5-5 free, n, W)8&, (cos y)dw. 
i, i, 
Das Integral 


1,n 
Jan? (cos y)dw = J Ao(cos y)dw + 2 Qnn (h- 1) fn cos y)dw 


hat den Wert 22°, weil fA, (cos y)dw =O ist fir h>1%) und also 
k 


18) Fejér *), S. 89—91. 
*) Kogbetliantz ’), S. 179. Vgl. *). 
*) A.-K., 8. 209, (21). Dort wu =0. 
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rechts nur der erste Summand f A, (cos y)dw =f 1-dwa —227™) stehen 
K R 


bleibt. Auf K, gilt 0<e<y<a. In diesem Bereiche von y ist aber 


== @ 


gleichmaBig 
, ) 22). 
a}; 


. 4) 
lim s, (cos y)=0, wenn 6° 
n?>@2 
folglich ist es gewiB unter unserer Annahme (7) bei den vorausgesetzten 
Eigenschaften der Funktion f méglich, N so groB zu wahlen, da8 fir 
n > WN der Inhalt der zweiten Zeile von (8) absolut unter @ liegt. Dann 
wird das Mittel (8) 
y(d) \ » € . 
Sa (2, Y, P) f ©,Y,P)7 B,, | B,,|- 2a); 


damit ist (5) bewiesen. 


Die Reihen U, V. 


(x,y) die durch die Ausdriicke 


lm 


Es seien U,,, (x,y), J 


0, @ 
, 3 3 3 $\17% > lpmrr 
(1 —az— by)*+(a°+5°)(1l—2z y)| i. >a b"U,,,\2,Y), 
l,m 
€ ° 1 % @ l 
(1 —2ax—2by+a°+ 0°) Dab" V,, (x,y 
im 


erzeugten Hermiteschen Polynome**). [hre Biorthogonalitaét auf der Flache f 
des Einheitskreises [p > 0, vgl. (1)], die sich durch die Formeln ausdriickt 


SJ U, m | é 
t 


T zc 7 c rg . T n! 
{ [in (Es 0) Vom (Es 0) aE dy ; l rT m= n, 
© 


n)V,,(&, »)d&dy =0, wenn (1—4)*+(m—4yp)*>0, 


i AM 


n+1 Um! 


ordnet einer dort willkiirlich gegebenen Funktion g(x,y) die Reihen zu 








. — 7 . a+i1 iim! q = » ‘ . 
(9) U=D)) DAU (29), Am = [ { 065.) Vie (Gon) aan, 
n i+m=n . if 
Iw : tliim: { - . s 
(10) J p> D Fit. 9), Bn" "— ~ { 9(E,1) Ua (8.0) dé dn, 
n (/+m=n al 


deren C-Summierbarkeit wir untersuchen wollen. g(é,7) sei auf f£ be- 
schrankt und integrierbar, ferner an der Stelle (z, y) von f stetig. 


21) A.-K., S. 203. 
*) Kogbetliantz *), 8. 146. Vgl. +%). 
*3) Vgl. A.-K., 8. 316—318. 
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Zur Reihe (3) zuriickkehrend, nehmen wir jetzt an, es sei f von y 
unabhangig**), f(¢,7, yw) =g(é, 7). (3) hat dann die Gestalt 


xz 


0, 2x 
= tt [fove. n) adn { A, (008 y)dy. 
n t 0 


Vermége der von Appell und Kampé de Fériet angegebenen Formeln**) 


A (cos y) dw = 2% s” 1! m!U, (x, y) V,,.(é, 7) 
n nl ke Im im | 
0 


! / 
l+m=n 


= 22S Um! Vin (2, 9) Om (, 0) 
l+m=n 
geht H tatsichlich in (9) baw. (10) iiber**). 
Als Sonderfall des Ergebnisses des § 1 gilt folglich der Satz: 
Die Hermiteschen Reihen (9), (10) einer im Einhetiskreise beschrank- 
ten, dort integrierbaren Funktion g sind an jeder Stetigkettsstelle (x, y) 
von g (C, 46)-summierbar zum Werte g(x,y), wenn 6> 3. 





*) Wir setzen fortan etwa y= 0. 

%) A.-K., 8. 317, (8). Dort V{?=4A,, vgl. A-K., 8. 390, Anm. 

%) DaB U, V Sonderfille von L sind, zeigen A.-K. auf andere Weise (8. 308/09), 
indem sie von einer andern Form der. Reihe LZ ausgehen. 

Zusatz bei der Druckprobe (siehe FuBnote **)). Ich habe aachtriglich in 
dem vorliegenden Schrifttum noch andere auf den Gegenstand dieser Arbeit beziigliche 
Entwicklungen gefunden, die aber die Neuheit der von mir hier aufgestellten Summie- 
rungssétze nicht beriihren. Ich werde sie in einer spiteren Arbeit aufzihlen. Hier 
erwihne ich nur folgendes: Kampé de Fériet stellt ausdriicklich fest (C. R. Ac. Sec. 
Paris 158 (1914), S. 381—395), daB die Reihen U, V dieselbe Konvergenz zeigen wie 
eine besondere Reihe Z. Fiir die Untersuchung der Konvergenz von ZL empfiehlt er 
(Acta Math. 43 (1922), S.197—199) die Integralgleichungen, wahrend wir hier, (§ 1) 
mit anderen Hilfsmitteln iiber die Summierbarkeit von L wirklich entscheiden. 


(Eingegangen am 26. 6. 1928.) 











Uber das Gesetz des iterierten Logarithmus. 
Von 


A. Kolmogoroff in Moskau. 


Wir betrachten eine Folge voneinander unabhangiger zufalliger GroBen 
(1) Bey Bes 00+ Buy 00 


D> 


deren mathematische Erwartungen D(z,) gleich Null sind. Es sei ferner 


a 1.3 
6. = D(z, 
mn 
B,, Dk 1 b,, 
yn 
S, = D'=12, 


Mit A. Khintchine sagen wir'), daB die Folge (1) dem Gesetze des ite- 
rierten Logarithmus gehorcht im Fall, wo die Wahrscheinlichkeit der 
Gleichung 

(2 lim sup =e : 

y2B, lglg B, 

gleich Hins ist. In einigen wichtigen Spezialfillen war dieses Gesetz von 
A. Khintchine selbst bewiesen*); wir beweisen seine Giiltigkeit unter fol- 
genden Bedingungen: 


B, 
I. Z., m,, o | | lglg B.) 

Die erste Bedingung ergibt sich leicht als notwendig, wenn nur der 

Fall z,= 0 ausgeschlossen wird. Wenn alle Grofen z, in threr Gesamt- 


n 


heit absolut beschrdnkt sind, folgt die zweite Bedingung aus der ersten, 
welche in diesem Falle notwendig und hinreichend ist. 


*) Vgl. seine Schrift ,Die Grundsiitze der Wahrscheinlichkeitstheorie“, Moskau 
1927, russisch. 


*) Mathem. Annalen 99, S. 152 
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Ohne Gebrauch der Wahrscheinlichkeiten von Relationen, welche nicht 
unmittelbar beobachtet sein kénnen, wie z. B. die Gleichung (2), kann 
das Gesetz des iterierten Logarithmus folgendermaBen formuliert werden: 

1°. Zu beliebigen positiven Zahlen » und 6 gibt es eine natiirliche 
Zahl n derart, daB die Wahrscheinlichkeit cer Erfiillung wenigstens einer 
der Ungleichungen 

S,> V2B,iglgB, (1-4 db) (k=n,n+1,....n +p) 
fiir jedes p kleiner als » bleibt. 

2°. Zu beliebigen 7,5 und m gibt es eine natiirliche Zahl p derart, 
daB die Wahrscheinlichkeit der Erfiillung aller Ungleichungen 

S,< V2B,lgigB,(1—4) (k=m,m-+1,...,m+p) 


kleiner als 7 ist. 


§ 1. 
Hilfssitze. 
Es sei 
M,, = Max (m,);, 
U,, = Max(S,)?, 
W,, (x) = B(S8, > 2), 
W,, (x) = B(U, > z).°) 
In den folgenden Hilfssitzen bedeutet x eine positive GréBe. Da in 
diesem Abschnitt n unverindert vorausgesetzt wird, lassen wir es in den 
Bezeichnungen aus. 


Hilfssatz I. Wenn zM< B ist, so ist 


-# 1-6) M 
2B x 
Wi(a)<e , O= OR’ 
Hilfssatz II‘). Wenn zM> B ist, so ist 
. _# 
Wixy<e *™. 
Beweis der Hilfssitze I und Il. Es sei 
a>O0d, aM<l. 
Dann ist: 
2 3\ 343, 
(3) D (ee) — D(1) + D(az,)+ D “s) + 9(G*)... 
H M 2M 2h M oli 2) 
i a* by a a 8 . , a* dy a 2 2 
Si+--(l4 ae 1+ 2 (1+ 7) <é . 


%) W bezeichnet ,, Wahrscheinlichkeit “. 
*) Vgl. S. Bernstein, Annales des inst. savantes de |’Ucraine, Section math., 1. 
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a £3,292) 
(4) D(e*5)— Jf D(er*)<e * ait: 
k=1 
(5) W(x) e** << D(e*4). 
Aus (4) und (5) folgt: 
a*B aM 
"607—= {1+ - 
Wi(ax)<e y ; 

Wenn zM< B ist, setzen wir in der letzten Formel a = i und er- 
halten den Hilfssatz 1; wenn x M=> B ist, so setzen wir a =F und er- 
halten, daB 

z a aD z 
W(2) - e M "eme\" 3) - P iM 


ist. In beiden Fallen ist die Bedingung a M <1 erfiillt. 
Aus Hilfssatz I folgt unmittelbar: 


Hilfssatz Ill. Wenn zM< B ist, so ist 


W(x)<e *”. 
Hilfssatz IV. Wenn 

> <M c l 
(6) i 

3 
(7) 3 —~4’>512 
ist, so ist 

——— (1+) 


W(z)>e 2B 


pee 
: i P P 1 aa of 
wo e die gréBere der Zahlen 32 / “B* und 64 yw bedeutet. 


Beweis. Es sei 


b= Fe; 
dann ist 
(8) 5° = Max (64, 16-84) 
und wegen (6) und (7) auch 
2 Jl 
(9) O<7, 
(10) b<i 
\ 9’ 
(11) b> 26°. 


Wir setzen ferner 
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Es ist offenbar 


(12) z=aB(i—d), 
(13) e<a< =, 

1 
(14) aM <2m <<, 
(15) a*B>A> 512. 


Da fiir jedes positive u die Ungleichung 
1+a> est-# 

gilt, so haben wir neben der Formel (3) noch die folgende: 

= a* by aM a*M \ a* by aM 
(16) Dee) >14+"4(1— > — Sp...) >1+- GA —-) 

a* by ,-2™ 2" lk o* bk is gM) 
>e? ( a 2 Ms. 2 

Die dabei vorausgesetzte Bedingung a M<1 ist in unserem Falle wegen 
(14) erfiillt. Ferner haben wir, (4) entsprechend, die Formel 








v2 (i—a M) 
(17) D(et4)>e ° 
Da wegen (14) und (8) 
6? 
aM< 4 
ist, so erhalten wir endlich 
“Pf 
(18) D(etS)>e * . 
Andererseits haben wir 
+@ +2 
(19) D(ess)— — f edW(y)=—a ff e*™ Wy) dy 
0 @B(i-—4) @B(i+d4) 8aB +o 
-o(J+f+f+ f+) 
-@ 0 @B(i—4) @B(i+4) 8aB 


=a(J,+J,+4,+J4,+J,). 
Da W(y) <1 ist, so ist 


0 
(20) aJ, <a fe%dy<l. 


Nach dem Hilfssatz II und der Formel (14) gilt fiir y>q die Un- 
gleichung 


= © 
4M _ 


eg™, 


Wily) <e 


Mathematische Annalen. 101, 
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Nach Hilfssatz III haben wir auch fir 8aBoy< 2 


&| 


y? 
1B _9 
Wiy)<e i". 


Folglich erhalten wir 


(21 aJ,<a fe~*dy <1. 


8aB 
Da wegen (18), (9) und (15 
D(e*5)>8 
gilt, so folgt aus (20) und (21) die Ungleichung 
1 » 
22) ad, +ad,< 7D (ess). 


Fiir die Abschatzung der GréBen aJ, und aJ, wenden wir den Hilfs- 
satz I an. Wegen (6) und(8) haben wir fiir y < 8aB die Ungleichungen 


l .a@ 
bG<w< go> 
y* / 1 
2% (1-< 3 
Wiy)<e *2\ 8! 
Folglich erhalten wir 
aB(i-éd 8aB ey— 2—(1- 182) 
\ 2B \ - ) 
a(J,-4 J.) <a( f + f je dy. 
0 aB(i+4) 


In beiden Integrationsintervallen iibertrifit die GréBe 


Ye 
nicht die Grenze 
2 j \ 
u(aB(1+ 5)]=a*B(1+6)—*4 (14 6)*(1— 50°) 
a*®B Q ; ie 2 | a* B / 2 
oes go (1 6) |\<z(-9_? ) 
Folglich haben wir 
tap 2 (14) a3 (ty) 
a(J,t+J)<afe*' was Oe 
0 


und, da wegen (7), (8) und (15) 


. 
(23) a*B S 
log 32 a° B < 3 


ist, so erhalten wir endlich wegen (18) die Ungleichung 





a*B /;_ 8*\ 


/ i “3 ) 1 , 
(24) a(J+d,)<ze° ; <7D(er4). 
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Aus (19), (22) und (24) folgt 
1 1 oF aa) 
(25) ad, > 5 D(e**) > Fe 


Andererseits, da W(y) monoton abnimmt, gilt wegen (12) 


a B(i+3) 
(26) aJ,=a f e*¥ W(y)dy < 2a* Be®20+9 Wz). 
@Bi1- 3) 
Aus (25) und (26) haben wir 
@B 
1 —— +84) 
W(x) > Tat B e 
und, da neben (23) aus analogem Grunde die Formel 
a®B 
2 





log 4a°B< é6 
gilt, so ist endlich 


2 2 2 
~Farss Rae tte Slits spit? 
W(z)>e >e > =e 


Hilfssatz V. 
W(x) < 2W(2 — y2B). 
Beweis. Wir bezeichnen mit e den Fall 


Ue 
und mit e, den Fall 


Offenbar ist 
e=e,+e,+.---+8,, 
W(x) = B(e). 


Da die GréBen z,; fiir ¢ > k in der Definition des Falles e, nicht auf- 
treten, so haben wir 


De, (08) = De, ( S z,)°= } D(2;) < B, 
i=k+1 


t=k+1 
W., (\o,|> V2B)<>. 
Da S=U-+-¢, ist, so gilt auch 
B.,(S>U—2B)>5, 
W(x — /2B) = B(S>2— 2B)>W(2z)B(S2U— y2B)>5 Wie). 
Damit ist aber unser Satz bewiesen. 


5) $8, bezeichnet ,Wahrscheinlichkeit in bezug auf die Hypothese e*. 
9* 
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§ 2. 
Beweis der ersten Halfte des Hauptsatzes (1°). 
Es ist hinreichend, den Fall 
(27) 6< > 
zu betrachten. Offenbar ist es wegen der Bedingungen I und II méglich, 
eine solche Zahl n, zu finden, da8 


(28) B,, > e, 

| 
(29) Vig lgB.. > =z, 
und fiir jedes n >n, 

by é 

(30) =< 

y Sane x, 
(31 ) M,, —— <= q 
ist. Wenn n,,7,,...,,_, bestimmt sind, wahlen wir n, derart, daf 

. Buy 6 

—— <1+4+-, 
(32) = ° Ts 
3° Bratt 48 
(33) > tq: 

Wegen (30) und (32) haben wir 
Buy Bay +1 — May +1 . J é 
m= me, °'t 

und folglich wegen (28) R 
, é 
(34) Ba, > (1+ 5) 


Es sei ferner 


z(t)= V2tigigt. 


Wegen (32) haben wir 


4(Bny) = 
(35) x(Bny 5<! eS 
Aus dem Bestehen wenigstens einer der Ungleichungen 
S, > 2(B,) (1+ 4) (m,_,2nSn,) 


folgt die Ungleichung 
(36) Un, > 2(Ba,_,) (1 +4). 


Bezeichnen wir mit V, die Wahrscheinlichkeit der Ungleichung (36), 
so ist offenbar die Konvergenz der Reihe 


(37) SV, 
k=1 
fiir die Giiltigkeit des Satzes (1°) hinreichend. 
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Wegen (35) haben wir 
V, < Bun > x(Bn)(1+ 5), 
und nach dem Hilfssatz V ist die letzte Wahrscheinlichkeit kleiner als 


2 Waa | (Buy) (1 +3) — 2Bu, |. 
Merken wir, daB aus (29) 


é 
V2Bu, < 72(Brs) 
folgt, so erhalten wir die Ungleichung 


é 
V,< 2W|z(Bn)(1+5)| 
und nach Hilfssatz I 


x*(Ba,) 6\2 8\2 
- 7: (1+ 3) (1-6) — lela Bp, (1+ ;) (1—@) 
V,< 2e me = 2e ; 





wo wegen (31) 





_ Mm y/igig Ba, - ¢ 
[= ee <7 
ist, woraus 


—lg ig B rt alesS 
V, <2e : m(i i) < 2 (Ig By,) (4) 

al é - snl 

<2{klg (1+ 3) ad) oR (4) 

folgt, womit die Konvergenz der Reihe (37) bewiesen ist. 


§ 3. 
Beweis der zweiten Hialfte des Hauptsatzes (2°). 
Es sei wie oben (27) erfiillt. Wegen der Bedingungen I und II und 
der soeben bewiesenen Hilfte des Hauptsatzes ist es méglich, ein solches 


m =m zu finden, daB erstens die Bedingung (28) erfiillt sei, zweitens fiir 
jedes n>n, 


M, 1 
(39) B, < a 
sei und drittens die Wahrscheinlichkeit der Erfiillung aller Ungleichungen 
(40) |S, |< 27(B,) (n=), 9 +1,.-.,% +P), 


fiir jedes p gréBer als 1 — 7 sei. 
Wahlen wir n, derart, daB 





(41) Bax. 16 . Bari 


Bay, ee Bn, 
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ist, so haben wir wegen (27) und (39) 
Bu, _ 82 
Bay-_, < 6 : 
32\* 
(42) By, < By (5) - 
Setzen wir 
= Sa, wast Sa,_,> 


B, i D (op) _ Ba, ai Ba,_,; 
so folgt aus (41) 


(43) +> Bu(1— 4); 
1(A,) > x(Bu)(1—4), 
(44) x(B,)(1— 3) > (Ba) (1—$)- 


Andererseits folgt aus (41) noch 
_ é 
V Baz, < 4 V Bry; 


' 
1( Bm.) <¢2(Bm)s 


(45) 1 (Bn,)(1— 5) — 22 (Bry) > (Bn) (1 — 8). 
Da Sq, = 6, + Sq,_, ist, so folgt fiir den Fall, wo (40) erfiillt ist, aus 
> é 
(46) 0, > x(B,)(1— 4) 
wegen (44) und (45) 
(47) Sa, > (Ba,) (1 — 4). 


Wir wollen nun beweisen, daB, wenn p hinreichend groB ist, die Wahr- 
scheinlichkeit der Erfiillung wenigstens einer der Ungleichungen (46) fiir 
k=1,2,...,p gréBer als 1— 4 sein wird. Offenbar folgt daraus, daf 
dieselbe Wahrscheinlichkeit fiir die Ungleichungen (47) gréBer als 1— 7 
sein wird, was die zweite Hilfte des Hauptsatzes beweist. 

Da die GréBen o, voneinander unabhiangig sind, so ist fiir diesen 
Zweck genug, die Divergenz der Reihe 
(48) DV, 


k=1 
der Wahrscheinlichkeiten der Ungleichungen (46) zu beweisen. Fiir die Ab- 
schitzung der Wahrscheinlichkeiten V, wenden wir den Hilfssatz IV an, wo wir 
B= f,, 
M = Maz, 


z= x(B,) (1—) 
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setzen. Die Bedingungen (6) und (7) sind fiir geniigend groBe k erfiillt, 
weil wegen (43) 

1 
B, > 9 Bu, 
ist und ior” 


mm 1A) ine < lim (2M, y se*) = 


( ; 
ae => lim (5 Ig lg Bry) = 00 
gilt. 
Aus den zuletzt angefiihrten Formeln ersehen wir, daB « mit k—+ co 
gegen Null strebt. Also haben wir fiir geniigend groBes k 


(1+e)(14+ 9) <1 
und wegen (42) 


ee er) 


~~ 


-(-2 -(-2 -(.-2 
= (Ig A,) | 5 ig( By) ( ). ox 1) 


womit die Divergenz der Reihe (48) bewiesen ist. 


Moskau, 24. 11. 1927. 


(Eingegangen am 18. 3. 1928.) 











Ober Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden. 
Zweite Abhandlung’*). 


Von 
Vojtéch Jarnik in Géttingen. 


§ 1. 
Einleitung; Wortlaut des Satzes. 
Es sei x > 0, r>5, r ganz; 
La 
e,0= 
sei stets eine positiv definite quadratische Form. Jg(zx) sei der Inhalt 
des Ellipsoids Q(u) << 2; Ag(z) sei die Anzahl der Gitterpunkte in diesem 
abgeschlossenen Ellipsoid; endlich sei Pg(z) = Ag(x)— Jg(x). Wenn die 
Zahlen a,, simtlich ganzzahlige Vielfache einer und derselben Zahl sind, 
so ist bekanntlich 


Po(z)—O(2*'), Po(a)—@(29*). 


Fiir die ,,irrationalen“ Ellipsoide hat Herr Walfisz*) unlaingst folgendes 
bewiesen: Es habe Q(u) die spezielle Form 


r—-1 
Q(u)= 3S ao.tgte +a, Gp. ganz, a irrational, r> 10; 
1 


o,e= 


dann ist 


(1) Po(2)=o(z2?*), 
und diese Abschitzung lat sich — auch bei festen a,, (0, 0= 1, 2,...,r—1) — 
nicht verschirfen, solange man @ keiner weiteren Bedingung unterwirft. 


*) Die erste Abhandlung ist in den Math. Annalen 100 (1928), 8S. 699— 721, er- 
schienen und wird weiter mit I zitiert; sie enthilt auch nahere Literaturangaben. 

*) A. Walfisz, Uber Gitterpunkte in mehrdimensionalen Ellipsoiden, 3. Abhandlung, 
Math. Zeitsechr. 27 (1927), 8. 245—268. 
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Wenn man aber von Mengen vom Lebesgueschen MaB Null absieht, kann 
man das Resultat noch weiter verschirfen: fiir fast alle «> 0 ist 


25. 3 
Po(z)—0(2? 5 log‘). 
Ich habe kiirzlich in I allgemein die Formen der Gestalt 
Q(u)=aujtoaw+...+au, aw>0,r>4 

mit einer anderen Methode in Angriff genommen und habe unter anderem 
gezeigt: fiir fast alle positiven Wertsysteme der «, und jedes « > 0 gilt 
bei diesen Formen 

Po(z) = O(2*"'). 
In dieser Note will ich auch die Abschitzung (1) auf alle diese Formen 


ohne Ausnahme iibertragen — allerdings nur fiir r > 6y ich werde namlich 
folgendes zeigen: 


Satz. Es se 


r>6, a, >0 CS 
Q(u)= Sajuj; Ag(x)= SY 1 fir x>0; 
j=1 Qim, Sz 
endlich sei mindestens eine von den r—1 Zahlen ot (j =2,3,...,97) 
irrational; dann ist ? 
ree. eee 
Vox a... @ (5 +1) 


Nach H. Walfisz 148t sich hier das o(s*~’) nicht weiter verscharfen. 
Ich benutze eine analoge Methode wie in I, d.h. den Hardyschen 
Ansatz mit den Thetafunktionen. Statt direkt von Ag(z) auszugehen, 


gehe ich jetzt von f Ag(y)dy aus; dadurch werden nicht-absolut kon- 
0 


vergente Integrale vermieden, die damals immer einen iiberfliissigen 
logarithmischen Faktor in den Abschatzungen verursachten (der fiir meine 
damaligen Zwecke belanglos war, hier aber stéren wiirde). Der Beweis 
ist ziemlich einfach, insbesondere brauche ich keine tieferliegenden Sitze 
aus der Theorie der Irrationalzahlen. Das Resultat lieBe sich mit der 
benutzten Methode zweifellos auch auf positiv definite Formen der Gestalt 


Q (uw) = % Q1(%, Ug, «++, U,,) + ae Qe ( tp +15 Ur, +2 ae | Uy, +r,) 
+ «3 Qs ( thy, +7441 gees Uy, +7410) + . 
iibertragen, wo die Formen Q; ganzzahlige Koeffizienten haben. 
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§ 2. 
Beweis. 

Es sei r>6 und ganz; «, > 0 (j= 1, 2,...,17); mindestens eine der 
r—1 Zahlen > (j = 2,3,...,7) sei irrational. Mit Q(u) bezeichnen 
wir die quadratische Form 

Q(u) =a uy + oom +... +a,u’. 


Wir setzen fiir x > 0 
Ag(z)= 3 1; 


Qim) Sz 
die Behauptung unseres Satzes lautet dann 


Ag(x) = — 48h es +o(23"'), 
Ya; a... @, (5 +1) 
Wir setzen noch 


+a 
O(s)= Se-™* fiir R(s)>0; 


die Dirichletsche Reihe 
(2) O(a,8)0(a,8)...0(a,56) = Sa,e-m (Om14, <A, <...) 
a=1 
ist fiir t(s)> 0 absolut konvergent, und es ist 
3 a, = Ag(2); 
An Sez 
daraus folgt sofort 
f Ag(y)dy = > (x—A,)a,. 
0 , 
Aus der bekannten Formel*) 
on « 
1 ° , 
sz | Sedo Max(7,0) (a>0, TS0) 
folgt fir sz >0, a>0 
e+te | = 
od 1 ze ‘ 
(8) gh; f Dae ae— S(2—a,)a,— { do(y)dy, 
s-t@ n=1 An Se 0 


da der Integrand offenbar gliedweise integriert werden darf. 


*) Alle Integrationswege sind geradlinig zu nehmen. 
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Wir setzen nun A= Max A, Weil die Zahlen nicht alle 


j=1,2,....9 & % 
rational sind, gibt es eine fiir +> 0 definierte positive Funktion f(z) 
mit lim f(z)=-+ oo, so daB aus 
z=+@ 
h; ganz, k; ganz, h;>0, k,>0, 
[& 1  & 1) 24 
Ibe hal@p 








folgt 
Max(h,,A,,...,4.; &,,&,....&)>f(2 
Wir setzen nun dauernd z= z(z) = vs. Sy aus (2) und (3) folgt 
dann fiir x >c*) Fe) 
_ 
Z+z a 
a) e**® (et2* — 
(4) | 4o(w)ay = 9h, f 965.9040) --- Oley e**(e 1) ae. 
z > 
Wir werden beweisen 
w 2: . 
(5) [_4o(y)dy—= + —— #4 o (yt *s). 
b Vo,a,-..«,P(5+1) 


Damit wird unser Satz bewiesen sein. Denn, weil Ag(2z) eine nicht ab- 
nehmende Funktion von z ist, folgt aus (5) 


Z+z 


Ag (2) <+{ Aa(y)ay 


£ £ 
x* 2* 


Va... @0(5+1) 











aval) aie ea 


diese beiden Ungleichungen geben aber unsere Behauptung. 
Beweis von (5). Wir schatzen zunichst 





1 222A. 
—+—=¢ 
a Va 

1 

J,(%)=55 f 6 (a, 8) O(a,8)... O( (a, 8) “(et## — 1) de 

1 2xA, 

— =—f§ 

* Vs 

*) Mit c bezeichnen wir unterschiedslos positive Zahlen, die nur von fr, o,, a, ..-, & 


und von der Form der Funktion f(z) abhingen. Mit wu bezeichnen wir unterschieds- 
los Funktionen von irgendwelchen Verinderlichen, fiir die | «|< 1. 
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ab. Nach einer bekannten Transformationsformel ist®) 


O(«,8) = yz0 + ¥(8)), 


¥(s)—2 ye; 
m=1 


wo 


= ate 22A ‘ 
fiir s = —+-ti, |t} <=“, e>c ist # (=) =~“. >¢, also 
x = yz 8 l+z 








242 
omit © a ot-1) a 
|¥,(s)|<2e arta OL aj <ce 1+ee 
m=1 
Demnach ist 
‘nA 
Va 
a #(=+it) s2(4+0) = = 
a) : —(¢ as ~1) (1+ ce TOF) ay, 
’ 22 r a 
Ja, a... a, . >t 
(5+) 
224 \* 
Vz 


Es sei ein fiir allemal bemerkt: fiir z >c ist einerseits 























+2 (2+) +-- ’ 
(6) . ray ste * (coszt + isinzt)—1 
—| (1+ we2) (1+ pezt)—1|=pe2 + weet, 
andererseits 
1 
+2(—+¢8) 
(7) “5 a OO 
Es ist also erstens 
and an 
Ve Ve 
| “ie =(F +) +2(2+44) | TH (£421) 
° Yeo. emo "dt 
>t? 1 zt 
rs (5+) J (at) 
Vz 
22AVe 22AVz 
are “i ell “iF 
ot = 7 
— <2" —___ dt +0(z' = r = at . 
—+1 ane 
a+) e \ gd ate 


5) Alle Quadratwurzeln sind mit positivem Realteil zu nehmen. 
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Der Integrand im ersten Integral hat fiir z>c sein Maximum fiir 
1+¢4= <* , und dieses Maximum ist °( ) also ist der erste Sum- 
==. ] 1 
4 ¢ 3 


mand gleich Olex* *), ebenso erkennt man, daB der zweite Summand 


0 (awe*) ist. 








a* 























Weiter ist 
2xA 
“Ye +. 
2 | 
| Pal +it) (ane. 1)ae Z| 
| : —+2 | 
-@ (5 +t) | (ima 
Va 
e r 
dt ‘) 
=O (-+ t) Fy Oe 
2nd 
Endlich ist “ 
jo = +e a+ 2 
GG at (ener _ )at—2 elses x zs - 
<+8 " “+8 +2 
(+i) s~ s 
- ” | Sis 
Zz xz 
On ( +1 oH ox : =-1 | 
= ———~ \(e £ 8) —z* )=+- - x 2+0(2 z*) 
r(5+2) r(f+ 
Es ist also a ; 
J, (2) = + — = na - { o(x* ‘z) 


Um (5) zu beweisen, geniigt es also — weil der Integrand rechts in (4) 
fiir konjugiert komplexe Werte von s konjugiert komplexe Werte an- 
nimmt — zu zeigen, daB 
no 
" e** <-1 ) 
O(a, 8) O(a,s)... O(a, 8) (e*** — 1)ds =0(z z). 
1 324. 


—p——=¢ 


* Ye 
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Auf dem Integrationswege ist oer, also ist nach (6), (7) 


yz 
|et**  1| <c Min (zt, 1) fir x >c. Es geniigt also zu zeigen, daf 
=x ong 
(8) J 10 (2) 0(a48)..- 0(«, 8) Min (2t, 1)*f ~o(2® 2) 


22A 





V2 
f l d 
\e= + tt). 
x j 


Beweis von (8). Wir legen nun, bei gegebenem z>1, auf das 


Intervall —co<t<-++oo alle Fareybriiche ; mit h20, O<k< yz, 
(hk, k)=1 und konstruieren noch ihre Medianten, d. h. alle Zahlen aa. 
+ 


h ‘ ‘i : : 
wo =, : zwei benachbarte von unseren Fareybriichen sind. Es sei %, , 
des linksseitig abgeschlossene, rechtsseitig offene Intervall, dessen End- 


punkte zwei benachbarte Medianten sind und welches den Punkt : ent- 
halt. Bekanntlich ist 


h uu h 
9) 3..= —_ >tT+ Sal 
na G kyo’ & © pyz/ 


1 co ok 
Es gilt nun bekanntlich folgendes: wenn | ™) mit n>0 eine 








np 
: : : : 2 ° 
Modulsubstitution ist mit # = = (also n=k oder n= 5) so ist 
(10) a a _ as 6 (— ns =="), 
I 4 V/e(2— 228 h\ \ NAa,8S— pat 
Cg k/ 
wo 
entweder 6(s) = "e-™* oder O0(s)=— ¥(—1 = iets 
8) = 2 \ 
m=-@® m= -—@ 
Pa (2m—1\* 
- = 8 
oder O(s)—= dre \? I" 6), 
a=—@ 
‘ ‘ 2 , ‘ 
Wenn nun ¢ = + + t¢ und ¢ im Intervall — B, , liegt, so ist 
v ty . 
-lajs—mzxi x* a; 
(11) R ( ni —2— :)= see 
Na;S—Pxrt 


a?Z 2ah\* 
on? (“6+ (aye —_ -) ) 
2ah c 


denn es ist | ¢;t ——— <i’ mSks yx. 


*) A. Krazer, Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig (1903), 8. 183—185. 
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Fiir s= + tt, ¢ in 7B... *) ist daher nach (10) und (11) 








(12) |O(a,8)| < 


nay 


Zu jedem ¢ unseres Integrationsintervalls — <t< oo gehéren nun 
zx 


eindeutig 2r ganze Zahlen 


(13) h,(t), hg(t),...,,(t); y(t), ky (#), ..-, b(t) 


r 


so, daB der Punkt ¢ im Durchschnitt der r Intervalle == Baye aye liegt. 
j 


9 
Da das Intervall -* %, , sicher im Intervall ¢— 2s 
, 


NO aya’ =a) “~ 


und A> 8 so ist fiir unsere ¢ immer h,(t) > 0 (j = 1, 2,..., 7). Weiter 





& 


ist wegen (9) 
|, — 22 bl) | Seg 34. 
ayky(t)Ya ~~ Vx ” 


WA 


ay ky (t) | 


also ist sicher 








oe |1 h(t) 1h (t)| -24 ‘ 
(14) l= EXay ~ a E@)| © ye (j= 1,2,...,9); 


nach der Definition von f(z) ist also mindestens eine von den 2r Zahlen 
(13) gréBer als f(x). Bei einem ¢ unseres Integrationsintervalles sind also 
nur folgende zwei Faile méglich: 

1. Entweder ist mindestens eine von den r Zahlen &,(t) gréBer 
als ) f(x). 

2. Oder es sind alle Zahlen k,(¢) héchstens gleich Vf(z); dann ist 
fiir x > sicher a eine der r Zahlen h,(t) groBer als f(x); der 


zugehorige Quotient * (4) ist also gréBer als 7 pe nach (14) sind also 





i, (t) 
fir z>c alle r Quotienten ae groBer als cy f( um so mehr ist 
dann h,(t) >cVf(x) fiir alle j (j =1, 2,...,1r). 


22A 


yx 


Wir teilen nun das Integrationsintervall <t<oo in abzihlbar 


viele paarweise punktfremde Mengen 


M(h, , hg, «-+5,; keys ha» ---,k,) = M(h; k) 


*) Wenn f<y, J=(f,y) und 6>0, so bedeute 5J das Intervall (48, dy). 
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folgendermaBen: wenn h,,h,,...,h,; k,,k,,.--,%, positive ganze Zahlen sind, 
so sei M(h,,...,h,; &,,..-,%,) die Menge derjenigen ¢ unseres Integrations- 
intervalls, fiir welche h, (t)=h,,...,h,(¢) =h,; kb, (t) = &,,..., k(t) = &,; 
mit anderen Worten: M(h,,...,4,;k,,...,%,) ist der Durchschnitt der 
r +1 Intervalle 
22A \ 

iz” co}. 


Jedes M(h;k) ist entweder leer oder ein halboffenes Intervall; auf jeder 
endlichen #-Strecke liegen héchstens endlich viele Mengen M(h; k). 


Die zu beweisende Beziehung (8) ist nun mit 


23 : 
a, Onnk; (j= 1,2,...,9), < 


<9 
(5s) f 0 (a, #)0(«,2)...0(«,2)| Min (zt,1)“f— 0 (2* 2) 


Ay, hy +.-,he MAjk) 
Ry ky. ke 


gleichbedeutend. Wir wissen, daB fiir 2 > c eine Menge M(h; k) héchstens 
dann nicht leer ist, wenn entweder 


(16) Max(k,,k,,...,&,) > V f(z) 
oder 
7) Min(h,,h,,...,4,) >c ¥ f(z). 


Wir betrachten zunachst den Beitrag derjenigen M(h; &) zu der Summe 
in (15), bei welchen (16) gilt. Aus Symmetriegriinden diirfen und wollen 
wir uns dabei auf die M(h; k) mit k, > ¥ f(z) beschranken. Auf M(h; k) 
mit k, > f(x) ist nach (12) 








|O(a,8)| < Ps ee “3 
VA, V f(z) 
also ist 
J, (x)= 6 (a, 8) O(c, a)| Min (zt, 1)“ 
hy -ssp hp Mok) , 
sagt: ~ 
k,>Vfiz) 


lA 
5 
le, 
= 


a, 8)...0(a, 8)| Min(2t, 1)" 





Se OF J 10¢«,)/ * Min (2¢, 1). 


Vii 2x4 ; 
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Es ist 
— 1 
Jy, ;(2) = J \0¢«,2)| * Min (2#, 1) 
sa4 
vz 
S 2 f | (a, 8) |"~* Min(zt, 1) 
A>0,k 2x 
atm 
. Zz : . 22h | 
Wenn ¢ in % B,, liegt (h>0), so ist Jt— Ses "yok also 
ist oh<t< c* fir «>c. Wegen (12) ist also fir h>0O 
oo 
|O (a, 8) |"~ * Min (zt, 1S f < eS Min (2 5) 33 a4- _ 
ae oe Qnh\* x @ 
a ot 
r—3 x 
3 EE dt 
“ (2% 5) 2 — 
hk 2 -® (1 4-6") 4 
Also ist 
= 1-8 = log— r-8 
J, (2) Sex * +; Min (z, +) <ex * 2» —> <cx * zlog— 
h>Ok hk 2 k=1 k >: 
Also ist 
1 
= log - can aa 
J,(z)Sexr* 2— ex" log I f(2) ( ' al 
2 
V f(z) f(x) 


Nun bleibt uns noch iibrig, den. Beitrag derjenigen M(h; k) zu der Summe 
n (15) abzuschitzen, fiir welche (17) gilt. Es ist 


yy f |O(a,8)...0(a,8)| Min (zt, 1) 
ow! 

Ayhy -- ole M (h;k) 

kyks, “+09 ky 

Minka >eV/(@) 


i> > J \9(a, 8)|" Min (2 ¢, 1) 
j=1 Iiyy.sshe = =M (hi k) 
wn ee Te 
Aus Symmetriegriinden diirfen wir uns wieder auf das Glied mit j = 1 
beschrinken. Die Mengen M(h,, hy,...,h,; k,,k,,...,%,) sind paarweise 
punktfremd, und M(h,,h,,...,h,; k,,k,,....k,) liegt in = Bia also ist 
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6 (a, s) |" Min(z#, 1)! S 2 fi |0 (a, 8) |” Min (zt, 1S 
hy «he M (h k) hy k, kad 
Dscecd ky hy>ey f(z) a hy ky 
Minh»>c V f(z) 
i] 
<e ¥ —Min (2, #) i = 
hy ky h n? 2 fy / 2x h, 
hy>ey 1 "1 t— 
>ey f(z) "(5+ ms zr) y 
771 
x , k 
=s ¢ _ 1 
Py a Min (z, i) 
w®, 2 
hy>e Viz) h, k, 
Tr 
2 lo ae 
2 7 € 1) * } 
cz 
- ayy * 
P h>eV f(a) < ox log ¥ f(x) 
=> y 1 = r 3 f/f? 6 
7 =! ——8 
cz 1 ay 2” (v7 \2 
a a Vi(#)) 
2? ~% hy>eV f(@) h,? 
acl ] = \ 
=cxz” 2z ee Vf) — (2 2). 
(f(z))® # 


Damit ist aber (15), also auch unser Satz, vollstandig bewiesen. 


Géttingen, den 27. Januar 1928. 


’) Fir r=6. 
*) Fir r>6. 





(Eingegangen am 1, 2. 1928.) 





Spheres Osculating a Curve and Quasi-osculating 
Another Curve. 
Von 
Arthur Ranum in Ithaca (N. Y., U.S. A.). 


1. Let C be a real twisted curve whose parametric equations are 
z=2(u), y=y(u), z=—2(u). 


Let s be its arc-length, ; and its curvature and torsion respectively, and 
ds ds 
(1) 0= ry ’ bene J = 


the arc-lengths of the spherical indicatrices of its tangent and binormal, 
respectively, so that ds = od0—=—rdyn. Also let 


om Olan So 

(2) om $(— 9): 

It is clear that among the six intrinsic variables 
i. o*% 

(3) OQ oO 


T 


» is dual to ¢ and o to e, while 6 and x are self-dual. Instead of ex- 
pressing every intrinsic property of C in terms of s, g, and rt alone, as in 
the usual treatments, we shall be able, by a free use of all six variables, 
to increase the simplicity and elegance of many formulae as well as to 
bring out the duality between certain theorems. 

Consider two independent and consistent equations 


F,(8, 6, 9, 0, 6, tT) =0 (¢ = 1,2). 


If they do not involve @ or » and if they can be solved for 9 and r in 
terms of s, they determine a curve; while if they do involve 6 or », 
10* 
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they are equivalent, in general, to a pair of differential equations of the ° 
first order in s, 9, and t, and therefore determine a family of curves 
depending on one or two arbitrary parameters (constants of integration). 
On the other hand, a single equation involving s, 6,7, 0, 0,1 will deter- 
mine a class of curves depending on an arbitrary function. 


2. Consider four neighboring osculators*) (osculating planes) of a 
twisted curve and the eight spheres that touch them. When three of 
these osculators approach the fourth as a limit, the radii of seven of the 
tangent spheres will always approach zero, and the eighth sphere will 
approach a limiting position which we shall call a quast-osculating sphere *) 
of the curve. It is evidently dual to the osculating sphere. 

Just as the centers of the osculating spheres of a curve form its 
planar evolute (edge of regression of its polar developable), so dually, 
the centers of its quasi-osculating spheres form its rectifying evolute (edge 
of regression of its rectifying developable). 


Twisted Parabola. 


3. The chief problem we wish to solve in this paper is to find a 
one-parameter family of spheres that satisfy the two dual conditions: 
(1) they are to osculate a curve C,, (2) they are to quasi-osculate a 
curve C,. This is a combination of the problem of Jamet, solved by 
Cesaro (Natiirliche Geometrie, 1901, § 139, i), and the dual problem solved 
by Hostinsky (loc. cit., § 4). 

Let C be the curve of centers of the family of spheres. Then C, is 
a planar involute (orthogonal trajectory of the osculators) of C, and C, 
is a rectifying involute (geodesic on the tangent surface) of C. 

We proceed to develop the tangent surface of C on a plane a, the 
spheres being carried along with their centers by the movement; this pro- 
cess will untwist the curve C, i.e. deform it into a plane curve C’ with- 
out changing its curvature at any point. But it is known that C, will 
then collapse into a single point F, and that the geodesic C, will straighten 
out into a line J. In the plane x, therefore, C’ will be the locus of the 
centers of the spheres that pass through F and are tangent to /; in other 
words ©” will be a parabola having F for its focus and / for its directrix. 
Hence the original curve C must be a twisted parabola. 


*) This briefer designation is borrowed from G. Loria, Curve Sghembe Speciali 
1 (1921), p. 2. 

*) Ranum, Quarterly Journal of Mathematics 46 (1915), p. 364, where the sphere 
is called an osculating sphere of the tangent surface of the curve; Hostinsky, Comptes 
Rendus du Congrés International des Mathématiciens (Strasbourg 1920), pp. 4837—440; 
G. Loria, loc. cit. p. 6, 
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Conversely, let C be any twisted parabola and C’ the ordinary para- 
bola into which it is deformed, with focus F and directrix 1. There exists 
one and only one family of spheres passing through F, touching J, and 
having their centers on ©’. Now let us perform the inverse deformation 
of 0’ back into C, the spheres being carried along. Then F will generate 
a curve C, osculated by the spheres of the resulting family; and / will 
generate a developable whose edge of regression C, is quasi-osculated by 
the spheres. Hence: 


Theorem 1. A curve C will be the curve of centers of a family of 
spheres that osculate a curve C,, and also quasi-osculate a curve C,, if and 
only if, C ts a twisted parabola. C is the curve of centers of only one such 
family of spheres and therefore determines uniquely the curves C, and O,. 

Analytic proofs of this theorem can also be easily set up in various 
ways. One method is to use Hostinsky’s dual conditions (1) and (2) in 
§ 5 of his paper. 

4. Let us now study the relations existing between the three curves 
C, C,, and C,, and find the intrinsic equations satisfied by each. We begin 


by showing how to find the Cartesian equations of C, and of C,, when 
those of C are given. 

















Let the plane x, containing the parabola C’, be thought of as rolling 
on the tangent surface of C. The figure represents one position of 2; 
LOPM is the parabola, P, its focus, O its vertex, and AB its directrix, 
where AO=OP,=c. Let P,P be the common tangent to C’ and C 


at the point P, and let s and : be their common arc-length and curva- 


ture, respectively, at P. In the case of C’ let s=OP, measured posi- 
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tively to the right. Let 6(= f=) be the angle AP,P, measured coun- 
terclockwise, where 
(4) iy Pes 

Then it is known that the intrinsic equation of the class K of all 
curves © generated by twisting CO’ can be written in the form 


(5) o = 2c sec*6, 


where (’ itself is also included (- = 0). We shall call c the parameter 


of every such curve. The more usual form of the intrinsic equation is 
derived from (5) by writing 


(5°) = 2c f sec*#d0 = c [secO tan®@ + log (sec@ + tan 8)] 


and eliminating 6 between (5’) and (5). 

Consider the corresponding sphere S of radius R, having its center 
at P, passing through P,, and touching AB at B; then R= PP, = PB. 
Obviously BP, is perpendicular to P,P, and P,P,H is tangent to 8 
at P,. We draw PHQ parallel to BP, and lay of HQ=PH. Clearly 
we have 0= PP, P,= AP,B=BP,P=QPP,. 

By simple trigonometry we easily express certain line-segments in 
terms of 0, as follows: 


NP, = c sec 8, 

P,N =c csc 8, 

R =csec*O, 

DN = NP=c secO tanO, 
(6) ON =NE=ctanO, 


P,B = R cot 0 = c secO cscO, 

P, P= R esc = c sec* 6 esc, 
P,A = 2c cot 20 = c(cot@ — tan), 
PQ =2R sec = 2c sec*# =o. 


The last of these equations shows that Q is the common center of 
curvature of C’ and C at P. Since the instantaneous motion of the 
plane z is a rotation around the line P,P, the curve C,, having AB for 
a tangent, is the locus of the point P,. Of course C, is the locus of P,. 
In the one-to-one correspondence between the three curves P, P,, and P, 
are corresponding points. From (6,), (6,), and theorem 1 we immediately 
deduce the following: 


Theorem 2. A family of spheres will osculate a curve C, and also 
quasi-osculate a curve C,, if and only if, (a) its curve of centers C satis- 
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fies an equation of the form 0 = 2c sec*@ (6 =f), and (b) their radit 
R satisfy the equation 


(7) R(—c 0000) = (2). 


In other words, the cubes of their radii must be proportional to the 
squares of the radii of curvature of C, 


(7’) R* = = 0°, 
where the factor of proportionality is one-fourth of the parameter c of C. 
5. Let P= (x,y,2), P, =(2z,,y,,2,) and P, =(z,, 44, 2,). Through- 
out our work, similarly, we shall use the subscripts 1 and 2 to distin- 
guish C, and OC, from ©; thus s, s,, and s, are their arc-lengths at 
corresponding points, etc. For the curve C let (a, 8, y), (l,m,n) and 
(A, u,¥) be the direction cosines of the tangent, principal normal, and 
binormal, respectively, at the point P. We adopt the orientation of this 
moving trihedron (and of the coordinate axes) employed by Eisenhart in 
his Differential Geometry, p. 13; we also use his form of the Frenet- 
Serret formulae (p. 17). Hence the torsion will be positive, when it is 
like that of an ordinary, or right-hand, screw. But we do not follow 


Eisenhart in assuming that the curvature = when real, is always posi- 
tive; instead, we allow ; to be either positive or negative, according as 


the positive direction of the principal normal is from the point P toward 
the center of curvature at P, or in the opposite direction. 

In the particular case of the curve C, @ is always positive, by (5) 
and (4). The positive directions of the tangent and principal normal will 
be PS and PQ, respectively, as indicated by arrows in the figure. Hence 
the positive direction of the binormal, which is perpendicular to the 
plane x of the figure, will be behind the plane, or away from the ob- 
server. Since a is at the same time the osculating plane of C, the nor- 
mal plane of C,, and the rectifying plane of C,, it will be convenient 
to let the binormal to C, the tangent to C,, and the principal normal 
to C, all have the same positive direction, away from the observer. 
Hence we put 

A=a,=l,, 
(8) w= By = ™,, 
y= y, = Ny. 


Since’ N is the center of curvature of C, at P,, 0, will always be 
positive, if we choose as the positive directions of the principal normal 
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and binormal to C, the rays P, Nand P,G, respectively, as indicated by 
arrows. Then 


L=-—l, A, =a, 
9) m,= — mM, 4M, = 86, 
n= —n, ¥, =. 


Finally, for the curve C, we choose P,A and P,J to be the positive 
directions of the tangent and binormal, respectively. Hence we have: 
(10) «,=—acos?—Isin#, A, = —asin@ — lcos8, 


and similar equations for f,, y, and u,, ¥,. Hereafter we shall usually 
write only the first of each such triad of equations, the other two being 
understood without special mention. 


Curve C,. 


6. Let x= 2(0), y=y(0), z=2(0) be the Cartesian equations of C. 
Then by (6,) and (6,) we see that the Cartesian equations of C, are 


(11) z,=2x—csec@ tanf-«+csecO-l, ete. 


Differentiating as to s and using (5), (1) and the Frenet formulae, we 
soon find that 





ds, c sec@ , 
a , =—- “ei 
and, in view of (8), that 
ds. c sec 6 
(12) = ——— ' 


Hence s, is an increasing or decreasing function of 8, according as the 
torsion of C is negative or positive. Directly from the figure we see that 


(13) 0, = P,N=c sec8; 


and from the known fact that 


(14) TT, = 00, 

we have, by (1), (12) and (13), 

(15) nm=f[A=f[i-odt——fad——-8, 

provided 7,0, when 0=0. Hence (4) gives 
~$<4<$. 

and (13) gives 

(16) 0, = c sec 9,, 


which is an intrinsic equation satisfied by every curve whose osculating 
spheres quasi-osculate another curve. 
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Conversely, let C, be any curve satisfying this equation, C the curve 
of centers of its osculating spheres, and R the radius of any of the spheres. 
Then we have the known formulae *) 


d*o, 





: do, \* 
(18) R* = 03 + (5), 


and 7,= +96, where 7,=—0 when 6=0. Hence, by (16), we easily 
find that 9 = 2csec*@ and R=csec*@; and by theorem 2, we arrive 
at the following: 


Theorem 3. The intrinsic equation (16) is a necessary and sufficient 
condition that a curve C, shall be osculated by the quasi-osculating spheres 
of another curve C,. 

Of course any curve C, satisfying (16) will uniquely determine the 
corresponding curves C and C,. Let K, K,, and K, be the classes of 
curves C, C,, and C,, respectively. Then 9, —csecy, characterizes the 


class K,, just as 9 = 2csec* (= - 0) characterizes K. 


7. In order to express (16) in terms of s,, 9, and t,, we differentiate, 
obtaining 


d ——— 
c7,, = csecn, -ctan 1, =+0,Joi—¢, 
YEE 


and therefore 

(19) or, 5% = +o, Ve—c?. 

This differential equation, however, is satisfied not only by the curves C,, 
but also by the twisted circles for which 9, = +c. 


8. From (6,), (15) and (16) we have 


(20) R=csec*y, = & 


which says that R is proportional to the square of 9,. The equation 


2 
R= et holds also for the twisted circles 0, = +c; for in their case 


R=c. 
Conversely, let C, be any curve, not a twisted circle, for which R = a : 
Then by (18), we have 


*) Scheffers, Theorie der Kurven (1921), 8. 405, where the formula (17) is given 
in @ more complicated form, because 9 is expressed in terms of 0,, %, and 1,. 








154 A. Ranum. 


and since g, is not identically equal to 0 or +c, 


d 
ae +dyn,, 0,=csecy,, where 7, =0, when 9, —c. 
a jer —c 


9 


Hence, by theorem 3, we have the following: 


Theorem 4. The osculating spheres of a curve C, will quast-osculate 
another curve, if and only if, their radii are variable and are proportional 
to the squares of the corresponding radit of curvature of C,. 

This obviously amounts to saying that in the figure the projection of 
P,N on P, P is constant (= c). 

Hence the curve C, is characterized by the property that the projection 
of the vector P, N, where N is the center of curvature at P,, on the line 
P,P, where P is the center of the osculating sphere at P,, is constant, 
while P, N is not itself constant. 


Still another characteristic property of C, is the following: if B is 
the second point of intersection of the principal normal at P, with the 
osculating sphere at that point, then either one of the two points P,, B 
ts at a constant distance (= 2c) from the tangent plane to the sphere at 
the other point, while P, B is itself not constant. 

9. The Cartesian equations of C, expressed in terms of the equations 
of C,, are evidently 


(21) a= 2, +csecy,l, —csecn,tany,A,, etc. 


The two points, one on each of the curves C and C,, that correspond to 
the vertex O of the parabola C’, we shall call their respective vertices. 
They are the points at which g and o, have their minimum values 2c and 
¢ respectively. 

Since the values of o und oe, at corresponding points, in view of (5), 


3 
(15) and (16), are connected by the relation 9 = =<, the question arises 


as to whether the converse of this theorem is true. Let C, be any curve 
such that if its planar evolute is C and o,, o are their respective radii 


¢ 


3 
of curvature at corresponding points, then 9 varies as the cube of 9, ,0 = =e : 
Then by (17), § 6, we have 


d* 9, 207 
dep Te 


of which a first integral is 


mi : 
e7 = + Vo? (o? —c*) +k, 
" a 


k being a constant of integration. This gives rise, in general, to an elliptic 
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integral, so that C, belongs to a larger class of curves than our class K, . 
But if we impose the additional restriction that 0, have the minimum value c, 


then va = 0, when 0,=c; hence k= 0 and the integral becomes trigo- 
nometric, giving 9, =csecy,. Hence we have the following: 

Theorem 5. The curve of centers of the osculating spheres of a 
curve CO, will be a twisted parabola C and the spheres will quasi-osculate 
another curve, if und only if, (a) the radit of curvature of C, and C at 
corresponding points satisfy an equation of the form 0 = *¢ and (b) the 
minimum value of 0, 48 ¢. 


Curve C,. 


10. Let us now consider the curve C, (locus of P,) quasi-osculated 
by the spheres. If we deform C, as in § 3, into the parabola 0’, O, will 
be deformed into the directrix AB of CO’, taken twice. For obviously P, 
will describe the entire directrix, when P describes either the right half of 
0’ (06> 0) or the left half (@< 0); when P is the vertex 0(0 = 0), P, is 
the point at infinity on AB. Hence if C is generated by twisting the 
entire parabola and not merely some proper part of it, C, will consist of 
two distinct branches having a common asymptote (or possibly a common 
tangent at infinity); we shall call these the right and left branches of C,, 
respectively. The vertices of C and C, will correspond to the common 
infinite point of the two branches. These two branches, which are geo- 
desics on the tangent surface of C, are obviously so situated that the 
right branch lies entirely on the negative sheet of the surface and the 
left branch on the positive sheet. 

The line P, P is not only the tangent to C at P and the polar line 
of C, at P,, but also the rectifying line of C, at P,, and since it is 
known that 


(22) o,(—%) = — cot a,, 


"2 
where w, is the angle which the rectifying line P,P makes with the tan- 
gent P, A, measured positively from the tangent toward the binormal P, J 


(clockwise in the figure), under the assumption that — 7< W, < > it 
follows that 


(23) @, = — 8, 
and 
(24) 
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Hence, by (7) and (5), we have 


(25 R = csec* w, = c(1 + 5°), 
} o = 2csec* w, = 2¢(1-+ 0,7)’. 


a 


11. Let us assume that the arc-length s, of C, is = 0 on the right 
branch, when 9 = z (o,=1), and on the left branch, when 6 = — z 
(o, = —1); at both points R=2c. Then in the figure, where P, is on 
the right branch, s, will be —0, when P, coincides with A, in which 
ease the quadrilateral P,P, PB will become a square of side2c. More- 
over, since C, is a geodesic, s, is equal to the corresponding segment of 
the straight line AB; that is, 3, — AP, which is negative in the figure. 
Hence, by (6,), § 4, and (24), 


(26) &, = c(o;* —<9,), 


which is an intrinsic equation satisfied by every curve C,. 

This condition is also sufficient. For let C, be any curve satisfying (26), 
C the curve of centers of its quasi-osculating spheres (edge of regression 
of its rectifying developable), and R the radius of any of the spheres. 
Then it is known‘) that 


2 
(27) o= (02 +1)2 5%, 
2 
(28) R—|%|, 
2 


and = +o,, where 9=0, when w,=0. Hence, by (26) and (22), 
we soon find that @ = + 2csec*@ and R =csec*@, which, by theorem 2, 
establishes 

Theorem 6. The intrinsic equation (26) characterizes the class K, 
of curves O,, each of which has the property that tts quasi-osculating 
spheres osculate another curve. 

Since the classes K, and K, are dual, and since the intrinsic equation 
(16) of K, involves only the two variables 0,,7,, it was clearly to be 


expected, by (3), that the equation (26) of K, should involve only the 
two dual variables o,, s,. 


From (26) we get the two equations 
(26’) 2co,= —s,+ Va?+4c?, 
which separately characterize the right branch of the curve (o, >) and 


the left branch (o, <0). If 6’, oj, 83 are corresponding values of 0, o,, 8,, 
such that 0’ > 7 and therefore 0 < o, <1, s; >0, then the table 


*) Scheffers, loc. cit., 8. 418, equation (12). 
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irae Q, Q: 
, a U , a , 
> © £7 -0 —F+0 
, 1 ’ 1 
0, Og of — Og _ of 
8, 8 — 83 — 8 83 


gives the values of 0, 0,, 8, at four closely related points on C,, of which 
P,, P; are on the right branch and Q,, Q5 on the left branch. If =, 


so that o,-+0 and s;—+ +00, then P; and Q; will approach the common 
infinite point of the two branches, and the corresponding values of ¢, will 
approach + co. 

12. Theorem 7. The quast-osculating spheres of a curve C, will 
osculate another curve, tf and only if, their radii are proportional to 
1 + o5*( = sec* @,). 

Proof. This condition is necessary, by (25,). It is also sufficient; 
for by (28) and (25,), assuming the positive direction of s, to be such 


that S* <0, we have 
Ge 
d . 
Jo = — (1 +95%), 8 = ¢(o;* —9,), 
where s, = 0, when 6, = +1. By theorem 6, our result follows. 


This theorem can be put into a more purely geometric form as 
follows. Thrugh the principal normal to C, at P, pass two planes 2, and 
m, tangent to the quasi-osculating sphere at the respective points B and 
P, in the figure; 2, is the osculator at P,. Then C, is characterized by 
the property that either one of the two planes is at a constant distance 
(=2c) from the point of contact of the other with the quast-osculatiny 
sphere. This result is the dual of the last paragraph of § 8. 

13. By (6,), we write the Cartesian equations of C, in terms of C, 
as follows: 


(29) z= x—csec*Oescb-a, ete. 
Differentiating as to s and using (5), § 4, we have 


52 = 5 cot & csc 8 (« cos@ — lsin9), 


and by (10,), § 5, 


ds,_ 1 
(30) Fe = 7 tO cac, 


which is always positive (0+ 0), by (4), § 4. 
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Differentiating (10,) as to s and using (30) and (8), we have 
1 2tan*@ 
@  rsec*®’ 


whose sign is that of r#. From (2), (24) and (31) we derive 


(31) 


1 2 tan* 6 
(32) = wae" 
By this equation and (14), §6, we have 


Theorem 8. The pe curves OC, O,, and OC, have torsions of the 
same sign at corresponding points. 
14. For expressing C in terms of C,, we easily derive the formula: 


(33) z=2,+0¢(0,+ 0, )u,—c(1+o, )d, ete. 
From (5) and (24) we also obtain 
(34) 9 =2¢(1+.;°), 


This equation shows that @ varies directly as (1-+- o2 *F Conversely, let 
C be any curve connected with the edge of regression of its rectifying 
developable by the relation (34). Then by (27), we have 
as 
do} 
if the positive direction of the arc-length s, is properly chosen. Hence 


92 -3 
= 2C0g , 


ds, —2, 
do, —(k+ co; )s 


where & is a constant of integration; and by (28), R=|k+co,"|. 

we impose the further restriction that R has the minimum value c Sain 
o,'=0), thenk =o, and s, == c(0,'—o,), where s, = 0, when o, = +1. 
Hence, by theorem 6, we have the following: 


Theorem 9. The quasi-osculating spheres of a curve C, will oscu- 
late another curve, tf and only if, (a) the radius of curvature o of the 
curve of centers of the spheres satisfies an equation of the form 


@ = 2c(1+ o;*)!, and (b) the radit of the spheres have the minimum 
value c. 


15. Finally, we express C, in terms of C, by the equations 
(35) %, = 2, + csecn, l, + ccscn,A,, ete., 
and ©, in terms of C, by the equations 
(36) Z, = 2, — 8%, —2cid,, ete. 


From (15) and (23) we have w, = = Ma» whence, in view of (26) and 
(22), we obtain the formula 


(37) 8, = c(cot 7, — tany,) 
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and also, by (16) and (22), the formula 
(38) Q,=C¢ Vi+o’. 

Now let C be any curve, C, an orthogonal trajectory of its oscu- 
lators, and C, a geodesic on its tangent surface. Then every osculating 
sphere of C, will be concentric®) with the corresponding quasi-osculating 
sphere of C,, the common center lying on C. Moreover, y, = + w,+k; 
and by properly choosing 7, we can put 7, —@,, so that, by (22), § 10, 
we have 


(39) 6, = — cotn,. 


Now let us impose upon C, and C, the condition (38). Then by (39), 
0, =csecy,; and by theorem 3, C, belongs to the class K,. The con- 
serve is obviously true. 

Dually, if we impose the condition (37), then by (39), 8, =¢(o, —o,); 
and by theorem 6, C, belongs to the class K,. The converse is again true. 

Hence either (37) or (38) ts a necessary and sufficient condition 
that the osculating spheres of C, coincide with the quasi-osculating spheres 
of C,. C must then be a twisted parabola. 


Cartesian Equations. 


16. In order to find the Cartesian equations of the curves of classes 
K,, K,, and K, we follow Salkowski*) and Bianchi’) in employing a trans- 
formation of Combescure, that transforms any curve C into a curve QO’ in 
such a way that 





a’ma, p'=B, y'=y, 
dz’ dz te 
IP "Jes Aes 
ds’ P "af ’ 
(40) a “a a 0 = 0, n' =n, a’ =, 


2’ = fads’, etc., 
(41) 2’ = fo’, etc., 
a’ = far'dn, etc. 
Now let C be an arbitrary curve and C’ the curve of class K, into 


which C is transformed. Then by (16), § 6, and (40), we have 
‘= csecn’=csecy, and by (41,), z’=cfasecyd0, etc. Dropping 


5) Ranum, Joo. cit., § 17. 
*) Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft 4 (1904), S. 64. 
") Geometria Differenziale (1902), 1, §§ 20, 21. 
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the primes, we see that the Cartesian equations of any curve of class K, 
are of the form 
a=cfasecn dd, 
(42) y=cf Bsecn dO, 
a= cf y sec n dé, 
where it is assumed that we start with an arbitrary curve C, for which 


«, 8, y,, and @ are then expressed as functions of a single variable, say 0. 
Next, let ©’ be a curve of class K,. By (26), § 11, and (40), 


changing the sign of s’, we have s’ = ¢(0’— 5) =c(o—o-'). Then 
ds’=c(1+o-*)do and by (41,), x’ =cfa(1+o-*)do, ete. 
Hence the equations of any curve of class K, are of the form 
a=cfa(1+o-*)do, 
(43) y=cf B(1+0-*)do, 
z= ef y(l + o-*) da, 
where a, 8,y are such functions of o as are valid for some curve C. 
Finally, let C belong to class K. By (5), §4, and (40), we have 
o’ = 2csec*§’ = 2csec*@; and by (41,), 2’ = 2c fasec*@d0, etc, In this 
case, since d0* — da* + df*+ dy*, we have a more direct determination, 
namely: the equations of any curve of class K (twisted parabola) are of 
the form 
a= 2c f asec*0d0, 


(44) = 2 f Bsec*6d0, 
z= 2 f ysec*6d0, 
where «,8,y are any functions of @ such that 
a*+ p+ y?=1, 
(35) + (3) +(%) =. 
Actual examples of the equations (42), (43) and (44) are given in 


§ 19 of a paper on “Twisted curves classified as to their osculating and 
quasi-osculating spheres”, soon to appear in the Annals of Mathematics. 


Cornell University. 


(Eingegangen am 27. 12. 1927.) 


On linear sets of points of fractional dimension. 
Von 


A. 8. Besicovitch in Cambridge (England). 


This paper consists of two parts. The first part is devoted to the 
study of the geometry of sets of points of fractional dimension, the second 
part to the applications of these sets to some questions of the theory of 
functions. 


Part I. 


Lebesgue’s theory of measure gives the notion of linear measure of 
sets on a straight line (linear sets), of plane measure of plane sets, of 
three dimensional measure of sets in three dimensional space and so on. 
But the ideas of linear, plane, ... measure are not substantially connected 
with the number of dimensions of the space containing the sets. In the 
same way as the notion of length exists not only for straight lines but 
also for lines lying in the space of any number of dimensions, the notion 
of linear measure can be extended to the sets of points in the space of 
any number of dimensions. This problem has been solved by Carathéodory, 
who gave a definition of the s-dimensional measure of a set in q-dimen- 
sional space, where s and g>@s are any positive integers‘). 

But there are sets which from the point of view of the compactness 
of their points represent something intermediate between sets of finite 
positive measure of two consecutive numbers of dimensions, e.g. between 
sets of finite linear measure and of finite plane measure. These are 
Hausdor}}’s fractional dimensional sets *). 

We pass now to his definition of measure. Let A be a set in 
q-dimensional space (q a positive integer). Let further U,, U,,... be a 


1) Uber das lineare MaB von Punktmengen ..., Nachrichten der K. Gesellschaft 
der Wissenschaften zu Géttingen, Math.-phys. Klasse, 1914. 
*) Math. Annalen 79 (1918), pp. 157-179. 
Mathematische Annalen. 101. 11 
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finite or enumerable sequence of sets of points such that their sum in- 
cludes all points of A. Suppose that 1,,1,,... are the diameters of these 
sets and that for all values of ¢ 1; <6, where 4 is a positive number. 
We denote by U(A,4) or by U(d6,A) any sequence of sets U,, U,,... 
satisfying the above conditions. Denoting generally by / the diameter of 
any set we consider *) 


lower bound (5 l* = s8-m,(A) 
U(A, 4) 


for any U(A, 45), 5 remaining fixed. s-m,(A) is obviously a non-decreasing 
function of 5. We write 
(1) lim 8-m, (A) = 8-m*(A) = 8-m*A 
6+0 
and we call the number s-m*(A) the exterior s- dimensional measure of A. 
If for any set B in the given space the following is true 


(2) e-m* (B) = s-m*(B > A) + s-m*(B— B» A) 
we say that the set A is s-measurable. We write then 
s-m* A = s-mA 


and we call the number s-mA s-dimensional measure of A, or more 
briefly s-measure of A. The number s-mA can take all non-negative 
(finite and infinite) values for different sets A. 

Carathéodory considered these definitions for integral values of s 
and Hausdorff applied them to all positive values of s. 

To any set A corresponds a number s>0 such that s’-m*A is 
infinite for s’<s and is zero for s’>s. We call this number s the 
dimensional number of A and the set A an s-dimensional set or briefly 
8- set, 

The s-measure of an 8-set may be zero, finite or infinite. 

Further we shall always mean (if we do not say the contrary) by 
an s-set a set of finite positive s-measure. 

If there can not be any ambiguity about the value of the dimensional 
number then we omit its value in the notation of measure, so we write 
mA instead of s-mA. 


*) If C is a finite or enumerable set of elements with each of which is associated 
a definite value of some number 6, then the symbol 


ab 
c 
denotes the sum of the values of b correspofding to all elements of C. Thus 


> Malf+is+.... 
U (4,4) 
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We shall mean by the expression “some property holds at almost all 
points” used in context with s-dimensional sets, that the property holds 
at all points except possibly a set of s-measure zero. 

In my paper in the Mathematische Annalen I have investigated the 
geometry of one-dimensional sets in a plane‘) (linearly measurable sets). 
I am preparing a paper devoted to a general study of s-dimensional sets. 
In this paper I study s-sets on a straight line (0 <8 <1). 

The question treated in the paper is that of density. Let A be an 
s-set (#.¢. a set of finite positive s-measure) on a straight line and z a 
point of the line, which may or may not belong to A. Consider the ex- 
pressions 

s-m([Ax(z,2+h)} s-m [Ax (x—h, x)] s-m[Ax(x—-h,x+h)}) 


(3) h? ?’ TT , (2h)? 








We call the upper and the lower limits of these expressions, as h — + 0, 
the upper and the lower right, left and two-sided densities of the set A, 
and we denote them by the symbols 


D}(A,xz), D;(A,x), Dj(A,x), Djf(A,x), D*(A t), D*(A,z). 


If there can be no confusion about the dimensional number s, we omit it. 

There is a deep structural difference between one-dimensional linear 
sets (Lebesgue’s sets) and fractional dimensional sets. One-dimensional 
sets possess a kind of homogeneity, which is characterized by the fact 
that the density of the set is equal to one at almost all points of the 
set. The present study of sets of fractional dimension shows that they 
possess no similar property. The main result of this investigation is the 
following: 

At almost all points of a fractional dimensional set the one-sided 
upper densities are one, and the one-sided lower densities are zero. 

With respect to the two-sided density we show that 


at almost all points of an 8-set the two-sided density does not exist, 
t.¢., the upper two-sided density is different from the lower. We also give 
limits between which are always included the upper and the lower two- 
sided density of an s-set (Theorems 4 and 5). 
We introduce further the notion of the relative density of one s-set 
A with respect to another s-set B. Let x be a point of the line on 
which lie the sets A and B. The various limits of the expressions 
s-m[Ax(z,2z+h)] s-m [Ax (x—h, z)] s-m[Ax(x—h, x+h)} 
s-m[(Bx(x,2+h)]’ s-m(|Bx(a2—h, x)}’ s-m|Bx(ax—h,x+h))’ 











*) On the fundamental geometrical properties of linearly measurable seis of points, 
Math. Annalen 98 (1927) pp. 422—464. 


11* 
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as h-»--0, are relative densities of A with respect to B. The meaning 
of the notation 

D:(F>2], bas D*|s x), D'|5>2| 
is clear. The study of the relative density question has partly its own 
interest and partly an interest from the point of view of applications. 

Throughout the paper we assume always that all sets which are being 
considered are measurable and we never dwell on proving the fact. Again, 
in the second part of the paper, we never prove the measurability of the 
functions under discussion. 

We have only to add a remark on notation. We can obviously as- 
sume (and always do) that the sets U(A,6) are sets of segments. We 
have often to consider finite or enumerable sets of segments of length less 
than or equal to a fixed number 6, which (segments) may or may not 
overlap. We denote such sets by V(6 


Lemma 1. To any ¢ >0 and to any s-set A corresponds a number 


09 = 6,(A,e) > 0 such that for any set V(d,) the inequality 
V) m{[AxV(d,)|}< Yl’+e 

vo 
is satisfied. 


Proof. From the definition of measure we conclude that there exists 


a number 6, = 6,(A, 2) such that the inequality 


he 


U(b_,A 


is satisfied for any U(d,, A 


Take any V 6,). We can evidently write 


A={AxV(d,)}+{A—AxV(d,)}. 


€ 


mA— = 


By (2) and (4 


5 >, > m{A x V(d,)} + m{A— A V(d,)} — 


o/s | 0 9° 
U(6,, A) 


Again on account of the definition of measure we can choose, corresponding 
to any given V(d,), a U[d,, A— A> V(d,)] such that 
y a ' 
(6) - Ll’. m{A—A>xV(d.)]} +>. 
U (4, A— AX V (3,)) 7 
Putting in (5) (which we obviously can do) 
U(d,, A) = V(d,.) + U[6,,4 — Ax V(d,)] 
and observing that 
y a — y’ 7 a. y y 


U(d,4) Vd) U (d., A- AX V (4,)) 
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we conclude on account of (2) and (3) 


Dl +m[A— Ax V(d))] +3 > m[A>V(d9)]+m[A— A V(4,)] —5 
Vis, : 
or 

> l’>m[(A~x V(d,))—e 


Vid.) 
for any V(d,). Thus the lemma has been proved. 

Lemma 2 (Analogue to Young’s Lemma). Let to each point x of 
an s-set E correspond a segment with its left hand end point at zx. 
Corresponding to any positive « we can choose among these segments a 
finite set L of non-overlapping segments such that 


s-m(ExL)>s-mE—e. 


Let (a,b) > E and 6>0. Denote by E£, the set of points of the set Z 
to which correspond segments > 6. Assume that 5 has been chosen so 
small that 


a 7 é 
i s-m* E, > s-mE — -,. 
rb—a) ‘ 
Let | - ; +-1=n ({s] denotes the greatest integer <s). Take a 
ee = 
point c, of £, such that 
. e 

8,) s-m* E, x a,¢,)<5 
and let (c,,c, + d,), (d, > 6), be the interval corresponding to the point c,. 


Take to the right of c, +d, a point c, of the set HZ, such that 


s s-m* FE. <(c¢ 


2 d,,€,)< 


1 9 


on 


and let (c,,c, + d,), d, > 6, be the interval corresponding to the point c,, 
and so on. The number of intervals 

(C,,¢€, +4,), (Cg, 3 +@,), --. 
chosen in this way is evidently <n. Denote by L the set of these 
intervals. 

By (8,), (8,), ... the exterior measure of the part of HZ, outside L 
is less than and consequently by (7) s-m* HE, x L >s-mE—e and 
a fortiori 

s-m*(E>x< L) > s-mE —e. 


The set E> L being measurable we have 


s-m(Ex=x L)>s-mE—e 


which proves the lemma. 
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Lemma 3. Let A and B be two s-sets (they may or may not have 
points in common). Suppose that the upper two-sided density of the 
set A at each point of the set B is >d. Then for any U(B, 4) 


m(U(B,6)x A]=>db 
where b= mB. 
Let « be a fixed number satisfying the inequality 0 < «< 2 and let 
6, >0 be a number of the lemma 1 corresponding to « and to the set B. 
Then for any V(6,) the inequality 


(9 SU >m(B»x V(d,))—e 
Va) 


is satisfied. 

Take any set U(B,6), where 56> 0 is an arbitrary fixed number, 
and let 6, be another positive number such that 6,<6 and 6, < }4,. 
With each point of B as centre, we construct a segment / < $6, which 
is entirely included in U(é6, B) and on which the mean density of A is 
greater than d. We denote by B, the set of those points of B for which 
the segment / is greater than 6,, and further by A, the set of the seg- 
ments / corresponding to the points of B,. We choose, as we obviously 
can, 6, so small that mB, > b—e. 

Let 4, be the upper bound of the length of segments of A,, and 
l, > 44, be some one of them. We construct the segment 1; = 31, with 
the same centre as J,. Denote by B, the set of all points of B, outside 
the segment 1}, by A, the set of the segments of A, corresponding to the 
points of B,, by A, the upper bound of the length of segments of A,, 
by 1, > 44, some one of them, by J, the segment of length 31, with the 
same centre as J,. Proceeding in this way we shall obtain two sets of 
segments 


oes & 
KG, &,...—L. 


We prove first that the segments of the set Z are non-overlapping. The 
ends of J; are at the distance J, from the ends of the segment J,. The 
centres of 1,, l,, ... being outside i, their distance from the ends of I, is 
greater than /, and consequently greater than }4,. On the other hand 
the distance from the centres of 1,, 1,,... to their ends being less than 
or equal to 3A,, we see that even if the segments /,, 1,,... overlap the 
segment 1; they do not reach the segment /,. In the same way we prove 
that the segments /,, 1,,... do not overlap the segment /, and so on. 
Thus the segments of Z do not overlap. As the length of each of them 
is greater than 6,, their number is finite, say n, and so is the number of 
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segments of L’. Plainly L'>B,. L' is a V(4,), since each segment 1; is 
less than 6,. By (9) 


n 
Si’ > mB, —e>b—2e, 
i=1 
and consequently 


; ee P 1 
(10) > > gi (b— 22) > Gb. 


i=1 


As the mean density of the set A on each /; is greater than d we have 


(11) m(AxL)>d Sid Sl’ > ibd. 


i=1 L 
Our argument with respect to the sets 
A, B, U(6, B) 
may be repeated word for word with respect to the sets 


A, B,=B-—BxL, U(é,B,]=U(6, B)—L. 


We shall obtain a new finite set of intervals L, C U(6, B) outside the 
set ZL and similar to it. 
We shall have 


(11,1) m(AxL,)>d Sl’ >idb,, b,=mB 
L, 


, * 
Corresponding to the sets 

A, B,=B,—B,xL,=—B-—Bx(L+L,), U(6,B,)=U(6,B)—L-L, 
we shall have a finite set L, of intervals outside the sets L, L,, such that 
(11, ») m(AxL,)>d S)U>idb,, b= mB, 


L, 
and so on. 


Adding (11), (11,1), (11,2), ... we shall have 


> tb, < D> m(AxL,)< mA. 
Consequently 
b, = m{B—Bx(L+L,+...+L,_,)}+0, a8 n—00 
and thus the set 
L+L,+L,+... 
covers almost all points of B. The set L+L,+ L,+... may obviously 
be taken for V(6,) and thus by (9) 


S V>mBx<(L+L,+L,4+...)—e>b—e«. 


L+1,+1L_+ «+ 
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On each of the intervals of L + L,+ L,-+-... the mean density of A y 
being greater than d we have 
m(Ax(L+L,+2,+...)]>d y> V>d(b—e) 
L+L,+Iy4 ; 
and a fortiori . 
12 m{|AxU(é,B)|>d(b—« | 
The value of the left-hand side of (12) being independent of ¢, and « é 


being subject to the sole condition: 0 < «<< +6, we conclude 


m{A»x U(6, B)| >db, 
which proves the lemma. 


Remark. Lemma 3 remains true if we assume that at all points 
of the set B the relative density of the set A with respect to the set B is 
greater than d. 

By a similar argument we also can prove the following proposition: 

Lemma 4. Let Aand B be two r-dimensional sets of finite measure. 
They may or may not have points in common. Suppose that a one-sided 
upper density of the set A at all points of the set Bis >d. Then for 
any U(B, 4) 

m(U(B,4é)x A|}]=>db 
where b= mB. 


This lemma can also be proved by means of Lemma 2 


Theorem 1. The density of an s-set is equal to zero at almost all 
points outside the set. 


Assume the contrary. Let A be an s-set and B’ another s-set out- 
side A at all points of which the upper density of the set A is different 
from zero. Then there exists a positive number d, such that the set B 
of points of B’, at which the upper density of the set A is >d, has a 
positive s-measure say 6(> 0). Let « be a positive number < }db and 
6, a number of Lemma 1 corresponding to the set A+B and to the 
number «. Take a set U(B,4,) such that 


, 7 se | ; 1 
13 PS P<b+e<db 9b. 
U (B, 4,) 
Putting now in Lemma 1 V(6,) = U(B, 6,), we shall have 


> I'>m[(A+B) x U(B, 6,)] —e > m[A x U(B, 6,)] +b—«, 


U (B, 4.) 


but by Lemma 4 


m[A>x U(B, 4,))}>db. 
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Thus 

(14) > U>b+db—e -b-+ 
U(B, 4,) 

Since the inequalities (13) and (14) are contradictory the theorem is proved. 


Corollary. Let A be an s-set and B any part of A of positive 
s-measure. Then at almost all points of the set B the densities of the 
set A are equal to the corresponding densities of the set B. 


The corollary follows from the fact that 
A=B+(A-—B) 


and that the density of (A — B) at almost all points of B is equal to zero. 

Theorem 2. At almost all points of an s-set the one-sided upper 
densities (the right one and the left one) are equal to 1, and the one- 
sided lower densities are equal to zero. 

We shall prove the theorem in three stages: 

I) At almost all points the one-sided upper densities are < 1. 

II) At almost all points the one-sided upper densities are > 1. 

I1l) At almost all points the one-sided lower densities are equal 
to zero. 

I) Let A be an s-set. Assume that the assertion (1) is not true. 
Then there exists a number d> 1 such that the set B of points of the 
set A at which the right (or the left) upper density is >d, has a posi- 
tive measure, say 6. Let d=14- d’, take a positive number « < 1 d’b. 
Let 6, be a number of Lemma 1 corresponding to the set A and to the 
number ¢, so that for any V(d,) the inequality 
15) > VU>m(A x V(d,)] —« 

VB.) 


is satisfied. Take U(B, 6,) such that 


16 yy U<bte<b+ia'b 
U(B, 4.) . 

We may put in (15) V(6,) = U(B, 4,) 

17 > U>m(A~x U(B, 4,))—e. 


By Lemma 4 


hence by (17 


18 
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Since the inqualities (16) and (18) are contradictory the assertion (I) 
is proved. 

(IL) Assume that the assertion (II) is not true. Then there exists 
a positive number d <1 such that the set B of points of the set A at 
which the right (or the left) upper density is <d, has a positive 
measure 6. Let y be a positive number and B, the set of those points 
of the set B at which the mean right density of A is less than d on 
any segment of length <y. Suppose y chosen in such a way that 
s—mB,=b,>0. 

Take numbers « and 4, such that 


_(1-—d)b, 


e< qe? «=I <?; 
and a set U(B,, 4,) such that 
(19) Dy V<bte<4. 


U (B,,4,) 
Any segment | of U(B,,46,) being less than y, it is easy to see that 
m(B,x<tl)<dl’. 


For otherwise we could find a point £,¢ B, on the segment / such that 
the measure of B, and a fortiori of A on the part of the segment / to 
the right from #, would be greater then dl* and thus the mean density 
on this part of the segment would be greater than d, which is impossible 
since f, is a point of B,. 

Consequently 
(20) b, = mB,=m(B,x<U(B,,45,))ad 5 


x U(B,, 4) 
which on account of (12) is impossible and thus the assertion (II) is proved. 
(III) Suppose that the assertion (III) is not true. Then a positive 
number 


1 
(21) d<-z 


can be defined such that either the set of points of the set A, at which 
the right lower density is >d, or the set of points at which the left 
lower density is >d, has a positive measure. Say it is the set A, of 
points at which the right lower density is >1. Define a number 4, of 
Lemma 1 corresponding to the set A, and to the positive number 
« = \,d-mA,, so that we shall have for any V(6,) 


(22) SI’ >m[A, < V(d,)] —«. 
V6.) 
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Approximate representation of A, by an intersection of a sequence of 
finite sets of intervals. 


Take a sequence of positive numbers 


6, > 46, >4,>...>46,—+0 
and a sequence of sets 

U(A,, 6,) > U(A,, 6.) >... 
such that 


(23) > Vv—+mA, a n-oo. 
U (A,, 45x) 
Denote now by U’(A,,4,) a finite set of segments of the set U(A,,4,) 
such that 
(24) Py h< 5 ‘ 
U(A,,4)—0"'(A,,4,) 
Denote further by U’(A,,6,) a finite set of segmerts of the set 
U(A,, 6,) = U"(A,, 6,) such that 
95 y’ 8 a 
(25 </ l < ’ 
U(A,,5,) X U"(A,,5,;)— U" (Ay, 44) 
denote by U’(A,,6,) a finite set of segments of the set U(A,,d,) 
<U'(A,, 6,) such that 


(26) >" w= & 


— 8 ’ 
U (A, , 43) XU" (A, .6.)— 0" (A,, 4) 
and so on. 
We have 
U(A,, 6,) x U(A,, 6,) <...> A. 
By (23) 


m(U(A,, 6,) <x U(A,, 6,) <...] = mA,, 


i. ¢., almost all points of the set U(A,, 4,) < U(A,, 6,) ><... belong to A,. 
Therefore writing 


B = U'(A,, 6,) < U'(A,, 55)... 
we have that almost all points of B belong to A, or 
(27) mB=mB» A,. 
Take 
V (8,) = [U(4y, 8) — U"(A,, ,)] 
+ [U(A,, 4,) < U'(A,, 6,) — U"(A,, 44)] 
+ [U (Ay, dg) > U' (Ay, 64) — U'(4y, 8) +---, 
we shall have 
(28) A, = Bx A, + V(6,) < A,. 
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We conclude from (24), (25), (26) 


and from (22 


, , | 
m|V(d)xA,|<2a=zdmA, 


t 
and thus from (27) and (28 


l 
29 mB mA =dmA,. 


This set B gives “an approximate representation of the set A, ”. 

According to Theorem 1 the right lower density of the set B is >d 
at almost all points of B. 

Let 


30 é dm A, lam B, 


and y a positive number. We write 


B=B,+B, 
where B, is the set of all points of the set B at which the right mean 
density is >d on any segment of length < y. Choose y so small that 
31 mB, <e. 


Let 4 be a value of 6, in Lemma 1, corresponding to the set B and 
to the number «, so that for any V(4) the inequality 
32 SU >m|BxV(A)\—« 
Vid) 
is true. 


Take two of the above sets U’: 


o< yf r — . 
33 U (A,, 4;), U A,, 6; 7>1 
and assume 
> 
54 6; < y 6; 1 
35 a s mB+e 
U' (A. 3 
35) is possible on account of (23), (29), (30 
We also assume that if /°” is any segment of v’ A,, 6;), then 
Y l + 
36 S l ™ 
U’ (Ay, 5j) x1 é) 
where 
" 1 l 
/ 2 
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We can evidently satisfy the condition (36) since the sets (33) are 
finite and since on account of (23), .) 1—0 as j—-o. 

U" (A,, 4,) 

Construction of segments u,v, i. 

Denote by U,(B), U,(B) the sets (33). Let l'” be any segment of 
U,(B). Denote by m,, m,,...,m, the segments of the set 

gy —. j”" >< U.(B) 

enumerating them from right to left. Denote further by wu, the least 


1 
segment with the right end at the right end of m,, on which the mean 


density of B is equal to d, let m, be the first segment m outside yn, 


(its right end may coincide with the left end of u,); denote by uw, the 
least segment with the right end at the right end of m,, on which 


on “,) the mean density of B is d, and so on. Let uw, be the last of 


these segments. If there are segments m outside the segments w,, “,,..., 4, 
then denote by » the segment between the right end of the first of thets 
segments m and the left end of 1’. The mean density of B on the 
segment » is <d. Denote by 4,,4,,... the segments of the set 

i Uy + Me ee 4+? 


Evidently 


. ‘ 
Ste) A 


Our problem is now to estimate the sum Su" extended over all segments 
u corresponding to all segments of U, B 
ad , 
Denote by U;(B) the set of all segments of U,(B) each of them 


being reduced by the corresponding segment » (if it exists). We have 
m(Bx U;(B)|)>mB-— ¢ SJvti>mB-d JI, 
1B UB 


and by (35 


9 r vy? ’ 
39 m|B>xU,(B)|>mB—d(mB-+: 
For any segment I of the set U/(B) we have 
b=(mu,+mgt+...)+(4, +4, 
and consequently 
Ty (nu. + n i. OP. Wi Ad 
my (My + My +--+) 2 l ad (A +4, 
U,(B Ub U,(B) 
by (38) and (36) we have 
«2 y 1 i)? 
(A, Ag ++) <= l 9 


thus 
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or denoting by V,(4) the set of all segments u corresponding to all 
segments of U,(B) we have 


s y’ 8 1 7 s 
(40) > aa 0! ha Y. 
V,(4) U0; (B) U,(B) 


Putting in (32) V(4)=U;(B) we shall have 
> '>m(BxU;(B))—e, 
0; (B) 
by (39), (30) 
SU >(1—d)mB—ed—e>(1—2d)mB, 
U0; (B) 
and by (35), (40) 


2 \ 


Dn’ > (1—2d)mB— +, (mB +e) >(1—24- ) mB, 


V,(4) : <i 
and consequently 
m[B > V,(4)] >d(1—2d——) mB, 
and by (21), (37), (30) 
m(B > V,(4)|]>e. 
Consequently by (31) 
(41) m(B, = V,(4)]>0. 

Let now f be any point of the set B,><V,(4) and yu the segment 
of V,(4) containing 8. From the definition of the segments of V,(4) we 
conclude that the mean density of the set B on the part of the segment u 
to the right from B is <d. On account of the definition of the set B, 


this is impossible, since the length of mw is less than y. Thus the assertion 
(III) is proved. 


Theorem 3. If A and B are s8-sets without common points the 
relative density of B with respect to A is equal to zero at almost all 
points of A. 

We shall prove that at almost all points of the set A 


B \ 


D; (3, 2) =0. 


Let us assume the contrary. Denote by EZ the set of those points 
of A at which D! (3) > 0, and suppose that s—mH>0. Then there 
exists a positive number a such that the set HZ, of points of the set Z 


at which D? (3) >« has a positive measure: s— m E, => 0. 
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Let 5, be a number of Lemma 1 corresponding to e= }am and the 
set E,+ B. We have for any V(d,) 


(42) s— m[(E,+ B)<V(d))< SU +e. 
Take now a U(E,, 6,) such that "iR 
(43) > V<pte. 
U (By, 4) 
Putting in (42) V(6,) = U(E,, 4,) we shall have on account of (43) 
(44) s—m([(E,+ B) x U(E,, 6,))<u+eu. 


On the other hand by the Remark to Lemma 3 


s—m(Bx U(E,, 6,)) Sen, 

and consequently 
(45) s—m[(£,+ B) x U(E,, 6,))>u+eau. 
(44) and (45) being contradictory Theorem 3 has been proved. 

Theorem 4. At almost all points of an s-set the upper density is 
included between the limits ——-_—— and 1. 

(9°*s_¢)’ 

(I) The assertion that the upper density is <1 at almost all points 
of the set may be proved by an argument completely analogous to that 
employed in the proof of the assertion (I) of Theorem 2, with the only 


difference that instead of Lemma 4 we use Lemma 3. 


(Il) Let us pass to the proof that the upper density is > a Se 


1+- 8 

(2 *—2) 

at almost all points. Denote by a@ a positive number, which satisfies the 
equation 





(46) (2+a)*=2 
then 
= 2 2 
(47) sae . [20+a)]* 
(2 *~2) 


Assume now that the assertion (II) is not true. Then there exists 
a positive number d, such that the set B of points of A, at which the 
2 
[2(1+a+2d)]*’ 
the numbers «, ¢,, which satisfy the conditions: 
(48) a V(2e) 
(1-4) 2 
[2(1+a+d))* ~ [2(1+a+2d)]" 


[1—(1—d)*]mB—e,—3e>e. 


upper density is less than has a positive measure. Take 





(49) 


(50) 
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Take a positive number y and denote by 6, any point of B, at 


which the mean density is less than = —_ ae 
° Z2(l+a+e ' 


the middle point at the point 6, and of length less than >. 
Let B, be the set of all points 8,. 


on any segment with 


Choose the number y so small that 


/ 


51 mB, >mB—e. 
Take now a positive number 6 < }y such that the inequality 


52 ) SU >m|(Bx V(d))—« 
J ) 


is satisfied for any V(d Define the set U(B,4) so that 


53 Sy U<mB-+e. 
U(B, 4 


Since U(B, 6) may be taken for V(d) in the formula (39) we also have 
o4 yy U>mB—e. 


We write now 

U(B, 6) =U, +0, 
where U, denotes the set of those segments of the set U B,d) on which 
the mean density of the set B is l e,, and U, the set of all other 
segments. We write (53) in the following way 


55 SU+ SU <mB-+e. 
L U 

On the other hand by putting in (52) U, for V(d) we have 
Pd m(B> U, é 
< 

and thus by (55 

56 ee m(B » U,) + 2e. 
U; 

From the definition of U, we conclude 

(57) m(Bx U,)<(l—e,) SU. 

U, 


From (48), (56), (57) we deduce 
(58) we <4 
and by (54) 


(59) 
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Construct now the set V, in the following way. From each side of 
any segment / of the set U, we cut two segments 4 each of length 





<3 and we take for V, the set of all these segments A. 
evidently sae 

e" ape 
or by (46) 
(60) aSlV’=(1-—d)’* Sl’. 

vy, 0; 

Putting in (52) V, for V(d) we shall have 
(61) m(Bx¥,)<(1—d)' SU +e. 


On the other hand we have 
m(B > U,)=mB—m(BxU,)>mB— SV—e 
and by (58) , 
(62) m(B x U,) >mB—e—e,. 
We conclude from (61) and (62) 
m(B x (U,—V¥,)] >mB—(l— 4) SU —Be—s, 


We have 


m(B x (U,—V,)]>mB—(1—d)’(mB-+e«)—2e—«, 


>{1—(1—d)"|mB—3e-e, 
and by (50) 
m(Bx(U,—V,)]>e 


On account of (51) we conclude that the set U, — V, contains points 


of the set B,. Take any point b, of the set B, x [U, — V,). 


the segment of U, which contains the point b,. The point b, 


Let 1 be 
lies on 1 


outside the segments 4, therefore the segment DL with the middle point 





at b, and of length ana contains the whole of the segment /, 
We have consequently 
=r) =o (1—2#,)l* 2(1—s,) 
= = (3 rete) ae ~ 2 dter+ay 
L 2+a 
and by (49) 
m (Bx L) 2 





Ll’ 7 [@G+e+20))" 
So the mean density of the set B at the point b, is >755 


2 


[2(1+a-+ 2d)]° 


on the segment L of length <y, which is impossible on account of the 


definition of the set B. 
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Thus the assumption that the assertion (II) is not true has led to a 
contradiction. Consequently the assertion (II) and the whole of Theorem 4 
is proved. 

Theorem 5. At almost all points of an s-set the lower density is 
less than or equal to the upper density at the same points divided by 2”. 

Let A be an s-set and «> 0 a fixed number. Denote by A, the 
set of those points of A at which the upper density is less than «. 
Let y > 0 be another fixed number. Denote by A, the set of those points xz 
of the set A, at which the inequality 


m{Ax(z—h,2z+h)) 
(2h)* Se 


(63) 
is satisfied for all |h| < y. For sufficiently small values of y, mA, is as 
near as we please to mA,. Obviously the inequality (63) is also satisfied 
for any frontier point of A,. 

Let « >0 be an arbitrarily small number. We shall prove that at 


almost all points of the set A, the lower density is less than a +e Take 


any point of A, at which (say) the left lower density of A is zero. 
We can take an arbitrarily small A > 0 such that 


m{Ax(é h,&))_ 


(64 
a? 


é. 


Let &+-h, be the frontier point of the set A, which is furthest to 
the right in the closed interval (¢,§-+-3h). By (63) 


(65) m[Ax(é,&+2h,)] <a(2h,)’. 
Let k= th if 2h,< 3h, and k= 2h, otherwise. We have 
(66) m[A,x<(é,é+k))<ak’, thokch. 
By (64) 
(67) m[A, < ( —k, &)) << eh’ <S e(2k)’. 


By (66), (67) 


: m[A,x(&—k,&+ k)] a , 7 
(68) 35) <gte, E< ih. 
The interval (§—k,&-+-k) being arbitrarily small we have that 


D (A,, &) < 53 +e. Thus at almost all points of A, the lower density is 


less than ; ; +e. As e is arbitrary we have that at almost all points ¢ 
of A, 
(69) D(A,,€) S55: 
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As mA, may be arbitrarily near to the mA,, we conclude that (69) 
holds at almost all points of A,. 


Let now 7 > 0 be an arbitrarily small number. Suppose that for all 
points € of the set A we have 


B’ < D(&, A) < 6". 
Take a positive integer n such that 
b” —p’ 





<1. 
Divide the interval (f’, 8”) into » equal intervals 


b, = B, Bas +++ Bi» = B". 
Let B, (¢ =1,2,...,) be the set of those points of A for which 


(70) B;_1 < D(&, A) < 8. 
At almost all points of B; we have 

D(§, 4) <5 
and by (70) 
(71) D(g, A) < 2E,4) 


(71) being true for all values of ¢, we conclude that it is true at almost 


all points of A. As » is arbitrary we conclude that at almost all points 
of A 


(72) D(§,A)S 
which proves the theorem. 

Theorem 4 and Theorem 5 give limits for the lower and the 
upper density of s-sets. We have not considered the question whether 


the given limits are exact. On this question we make the following 
remarks. 


Dé, A) 
QF 





(I) The exact lower limit for the lower density of s-sets is zero. 
The upper limit given in Theorem 5 is probably not exact. 

(Il) The upper limit given in Theorem 4 (4. ¢., 1) te exact. 

(IIL) The lower limit (te cates) is exact for <8, and is not 


(2***_ 
for 8 > 8, 8 being the root of the equation 
Nf . Pa 
\2°— 1) Ta 


(8 #8 approximately 2). 
12° 
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In order to prove the statements (I) and (II) we take the set of 
numbers given by the series 
a, 


n2 


a, a; ay 
aie ae of 
so ee ee 


where nm is a positive integer (e.g.n—10) and a, takes the values 
0, 1-n2*-*, 2-_8*-*, 3-_2*-*, ..., (n#*-*—1)-n**-* 


for all values of k. 


This set is a }-set. At almost all points of it the lower density is 


zero and the upper density is one. 

We shall not dwell on a proof of this statement. In a similar way 
the statements (1) and (II) can be proved for any value of the dimensional 
number s. 

To prove (III) we make the following construction. We take a seg- 
ment J,. Divide it into three parts proportional to the numbers 1, h, 1 


and denote each of the two extreme segments by /,. Performing the same 
operation on each of the segments /,, we come to 4 segments /,, and so 
on. Denote by L, the set of all segments J, (their number being 2"). 
Let h satisfy the equation 
(2+h)*=2. 
Then the set 
L,>x< L,x< L,>x<... 
is an s-set. At almost all points of this set the upper density is equal 
) ar for 8 < 8, and is greater than this limit for greater values of s. 
We shall not dwell on the proof of this statement. 
Further it can be proved that for s>s, the lower limit of the 


upper density for any set is greater than a Sn 


(gttt_ 2)’ 
Part II. 


This part of the paper is devoted to the applications of the theory 
of s-sets to the study of some features of the structure of functions of a 
real variable. 

We consider the upper and the lower limits of the expressions 


fies — Ste) oan fens Le) 
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as h-+-+0, and we denote them respectively by 
D; f(x), Drf(x), Dif(x), Dj f(z). 


We call these numbers s-gradients or s-derivatives (right upper, right 
lower, ...). If D?f(x)=— Df f(x) we denote their common value by 
D} f(a) and we call it the right s-gradient (or s-derivative). 

We say in this case that the right s-gradient exists at the point x. 
In a similar way we introduce the notation Dj f(x). If Dj f(x) =D} (zx) 
we denote their common value by D* f(z) and we call it s-gradient. 

We investigate functions of a real variable in general and monotone 
functions particularly from the point of view of the existence and the 
values of s-gradients. We consider the question only for values of s less 
than 1. The question of s-gradients is connected with the theory of s-sets. 
To the difference in the structure of the s-sets for s< 1 and for s=1 
corresponds the difference with respect to s-gradients for s< 1 and for 
s=1 (#.e. ordinary derivatives). Thus we prove that 

I. The s-gradient (s <1) of any function of a real variable can 
exist and differ from zero only in a set of 8-measure zero. 

Further results are related to monotone functions only. For their 
study we have to introduce s-integrals (s <1). Let f(x) be a function 
given at the points of a set ZH. We divide the whole interval (— co, + 00) 


by numbers 
0p Ce Baba Mas ie Ge $4 


into partial intervals. Denote by e, the s-measure of the set of points of 
E at which 
l_,»Sf(z)<f,. 


+@ 
We consider the limit of the sum 5’ l;e; as up. bd. (l;—1,_,)—0, 
we denote its value by (=-@ 


ff(x) dz" 
B 


and we call it the s-integral of the function f(x) extended over the set E. 
Obviously, if the s-integral exists, then the set of points of E at which 
f(x) differs from zero, is an s-set; and also if an s-integral exists, then 
tt is absolutely convergent. 

The notion of the s-integral may be extended to the case when 
s-m E = oo in the following way. 


If for any sequence of s-sets 


B,C E,C...CE,—+E 
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f f(x) dx* 
tends to the same limit, then we define the integral [f(x)dz’ by the 
a 


the integral 


value of this limit. We do not dwell on establishing the elementary pro- 
perties of s-integrals. We prove the following results concerning monotone 
functions. 


Il. The equations 
Dr f(z)=Di f(z), Dr f(x) = Dif(2) 
hold at all points except possibly in a set of 8-measure zero. 

In my note “On Lipschitz numbers”®) I have proved that for any 
functions these equations hold at all points except possibly at the points 
of a set of 1-measure (7. ¢. Lebesgue measure) zero. The above result 
gives a sharper result for the case of monotone functions. 

The further results are concerned with the character of the increase 
of monotone functions in the neighbourhood of s-points, t. e. of points at 
which at least one of the s-gradients differs from zero. The set EZ of s-points 
of a monotone function f(z) is an s-set (of finite or infinite measure; if 


, 


s-m E =, then HE may be an s’-set, s’< 8s). We prove 


Ill. At almost all points of E (i. ¢., at all points of E except possibly 
a set of s-measure zero) the variation of the function f(x) ts asym- 
ptotically equal to the variation of the integral 


) Dif(«x)dz’ 
Ex(-—@,2z 
in the sense that 
c * 
D'{f(z)— f Di f(x)dzx*|=0. 
EX (— @,2) 
We introduce now a new notion. Let HZ be an s-set (4. e. of finite 
positive s-measure). We call the various limits of the express'ons 


f(2+h)—f(2) f(z—h)—f(z) 


a-m(Ex(xz,z+h)}’ a-m| Ex (x—h, z)} 


the measure 8-gradients or the measure s-derivatives and we denote them by 


ef ) 
D: [f),.... 
The meaning of the notation 
rf (2x) f(z) 
D; ES , D* ¥F 


is clear. 


5) Math. Zeitschrift 27. 
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Let E be the set of s-points of f(z); suppose that it is of positive 
s-measure. On account of the general Theorem I, at almost all points of 
E the two-sided s-gradient of f(z) does not exist. Thus there is no kind 
of uniformity of increase of f(z) with respect to the increase of x. But 
by introducing the measure s-gradients we discover a remarkable property 
of the behaviour of f(z) in the neighbourhood of s-points. We prove that 

IV. at almost all points of E the measure s-gradient exists. 


Thus in the neighbourhood of s-points monotone functions increase 
linearly with respect to the measure of E. 

In the proofs of this part we often use the property that a function 
is measurable. The meaning of measurability of functions in context with 
s-sets — e-measurability — is clear. We accept as proved the elementary 
properties of measurable functions. 


Theorem 6. Each of the inequalities 
D!>0, D? <0, D/> 0, D3 <0 


can be satisfied only in a set of s-measure zero. 

Let f(x) be given in an interval (a, 56) and be finite (but not ne- 
cessarily bounded) in this interval. The proof is given under the assumption 
that /(2) is bounded, but it is trivial to extend it to the general case. Sup- 
pose that the theorem is not true and that for instance m E[D,’ > 0] > 0.*) 
Then there exists a positive number d such that the measure of the set 
E( D; > d) is greater than zero. We denote by E,(d, y) = E, the set of points 
of E[D? > d] at which the inequality 

f(z+h)—f(z 


he >d 


is satisfied for all values of h<y. For sufficiently small values of y 
mE,(d,y) is as near as we please to mH[D,>d]. We assume that y 
is so small that mE,(d,y)>0. Divide the interval (a, 5) into a finite 
number of intervals each of length < y and let (a, f) be one of them, 
which contains a part of H,(d,y) of measure greater than zero. 

Let mE, >< (a, 8) = and let c denote the oscillation of the function 
f(z) in the interval (a, 5). Define a number « under the condition 


d 
f~>c. 


Ww 


_ 
Denote by EH; the set of those points of Z, at which the right lower 
density of HZ, is zero. We have mE; = mE,. 


*) E[D?>0] denotes the set of points at which D?>0. 
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From each point of the set Z{><(«,B), except the point # if it 
belongs to Zi, we can draw to the right a segment 1, which is entirely 
included in the interval (a@, 8) and on which the mean density of Z, is 
less than «. By Lemma 2 we can choose out of these segments a finite 
set L of non-overlapping segments such that 


m(E,x<L) >>. 


Let (a@,, 8,), (@g, By), ---» (@,,8,) be the consecutive segments of L. 
As the mean density of the set HZ, on each segment of L is less than ¢ 
we have 
e >I" > — 
L 
or 
(74) QU>x. 
L 
We have 
k-1 
c>f(h,) —f(4,) = = (f(% 51) — £(%)] + £(B,) — £(%) 
and since all the points a,,...,a@, belong to E(d,y) we have 


f(%;.,) —f(«)> d(a,,,— a)", f(B,) — f(«,) > d(B, — «,)° 


and thus 
k-1 ; k 
c>d S (a,,,—4,)°+4(p,—a,)’ >d 3 (f;,—«,)° 
i=1 i=1 


and by (74) and (73) 
(75) c> a >c. 

Thus we have come to a contradiction and consequently the theorem 
is proved. 

As a particular case of the above theorem we have the theorem: 

Theorem 6,1. The set of points at which an s-derivative of a 
function exists and differs from zero, is of 8-measure zero (8 <1). 

We pass now to the question of the existence of the s-gradient of 
an 8-integral. ' 

Let f(z) be a measurable and bounded function defined in the s-set | 
E, so that 

m<f(x)< M. 

Suppose Ec (a, b). 
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Theorem 7. The measure-derivative of the ites 
= Jf fz 
Ex (a,2) 
is equal to f(x) at almost all points of E. 
Let 
L=m<l<il<...<h_,<M=l,, 1—h_ iy<e 
(¢ = 1,2,...,%). 
Denote by e; the set of values of x satisfying the inequality 
Uy S f(z) < l,, 
so that H=e,+e,+...+¢,. Let 2 belong to e,. Writing Z — e,— Z£, 
we have 


O(x)= f f(x)dz*= f f(x)dz*+ f f(x)dx 


Ex (a, 2) erx (a, 2) Ei x (a, 2) 


P(x+h)—O(x) Aml[ex(x,2+h)])+um[E,x(x,2+h] 














m{Ex(x,x2+h)} m[ex(z,2+h))+m[E,x(2z,2+h)] ’ 
where J; , <4,< 1, and m<u< M. 
We write 
+ m[E,x<(2,2+h)} 
@(x+h)—@D(zx) tee le x<(2, z+h)) 
m(BX<(z,2+h)] 14% m (BX (, z+h))° 


m| e>x<(2,2+h)> 
But in virtue of Theorem 3 on relative density the ratio 


mie x(s, z+h)] 





-—» 0, as h—O, 


m[ex<(2,2+h)!) 
at almost all points of the set e,. Thus at almost all points of e, 


lim |S e+h— 8) at 


aiix(s,eth)i ~*|— 9 © 4-8, 


4, being always included in the interval (l;_,,1;). Consequently 





— , r@®(2z+h)— O(z) 7| 
(76) lim sup | m{Extz,2ahyy ~ f(*)}) <¢- 
The argument being applicable for any e, the inequality (76) is 
satisfied at almost all points of the set Z. 
Since « is arbitrary in (76) we conclude that at almost all points of 


the set Z 
_  @O(x+h)—D(x) 
lim Skx(s,2+8)) ~ f(*) 


and thus the theorem is proved. 
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Theorem 8. The measure-derivative of the integral 


®(z) = f f(2)dz* 


E x(a, z) 


of a summable function f(x) is equal to f(x) at almost all points of E. 
Suppose that f(a) is non-negative. 
Denote by E, the set of those of points of Z at which f(x) <n, 
and write E= £E,+ E,. We have mE,-—-0, as n-++ co. 
Let « be an arbitrarily small positive number and 6 such a number 
that the inequality 
77 D>'l' > m[E x V(6)] 
V3) 
is satisfied for all V(4). 
Take U(E,,6) =U, so that 
Ss’). 


U0, 


m E, +- 


We conclude from (77) that 


Writing 


we have £,< E, and 
mE, <mE,+¢ 


We see that to any positive number « correspond an n> 1, and 

a set U, such that 
mE,<« and f f(x)da* <a. 
Bi 

Let now /,,1,,... be all the intervals of U,. Take a segment A, to 
the left from /,, so that the right hand side of 4, coincides with the left 
hand side of J,, and denote by e, the set HE; ><A,. If the measure of 
the part of E, to the left from /, is less than f f(x)dz", then we take 

Eixh 

for 4, the interval from the point a to the left hand end of /,. If not, 
then we suppose that the length of A, is defined so that 


| fdz’. 
Esxl; 


me, = 


= 


Take now a segment Ai, to the left from J, and denote by e, the set 
E{ —e,)><4,. If the measure of the part of Z;—e, to the left from 

























Linear sets of fractional dimension. 


187 
i, is less than J fdz*, we take for A, the segment from a to the left- 
B,x 


hand end of J,. If not, then we suppose that the length of A, is defined 
so that 
me,= f fdz’, 
Eixl 


and so on. We shall always have 


me,< Jf fdz’ 
Bax 
and 
m(ée,+e,+...)<a. 
Writing EZ’ = Ej — e, — e, —e,—... we have 


mE'>mE— 


Construct now on each segment /; an s-set of measure equal to 
J f(x)dz* and without points in common with 2, and denote by @G 
E,xh 
the aggregate of all these sets. 
Let xc EZ’. 
Consider the ratio 
® (x+h) — O(z) 


m (Bx (2z,2+h)} 





f(z)dz* f f(z) dx* 
(z, +A) B, 1 (@&2t+hxE, et dae 
m(E, >< (2,2+h)) + m[B, > z+h)) m(Ex(z,z+h)} “1 ' “2° 
We have 
] f(z)dz* 
J _ By x (a, 2+h) : l 
1 m({E,x<(z,2+h)!| mE,>=<(xz,z2+h 
‘ 4 1 + 
mE,x<(x,2+h 


The sets Z,, E, being without points in common, 


mE, x(x, 2+h) 
mE, = as ee as h— 0, 


at almost all points of Z,. 
The function f(z) being bounded in the set HZ, we have in virtue of 
the preceding theorem 


js f(z)dz* 


EB, x (a, +h) apt 
m|H, <x (2,2+h)] f(=), 


at almost all pointe of #,. Thus at almost all pointe of Z, 


as A —O, 








limJ,=f(z), a h—0O. 
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Consider now J, at points x of HZ’. If the point 2+hA does not 
belong to the set of intervals U, then 


f f(z) dz* =mG x (z,2+h) 


E,x (az, +h) 


and 
mG»x<(x,z2+h) 
ms ee " 
(9) J, mE>x<(z,z2+h)° 
We have 
m\G»x(x,x2+h)}) iG 
— ——+ —» — s — (). 
m{Ex(z,x+h)} D oP A 


G 


Thus at all points of E’ J,—D B=)» 8 z+ h tends to x, remaining 


always outside U,. 


Let now x-+-h belong to an interval J; of U, and let x+h,, x+h, 
be the left and the right ends of J. As 2 E’ we have 
(z,2-+h,)>A4,, 
(80) Ex<(z,2+h,)>e,, 
81) me, J f(x)da* > n-m(E; =< 1,) > m(E, <1,) = m(Ex1,), 
(Ext) 
m(Ex<(2,2+h,))}=m[Ex<(z,2+h,)) + m(Ex< lL) 
by (81 
<m([E>x<(z,2-+h,)]+ me, 
and by (80) 
(2m[Ex< (x, 2-+h,)), 
<2m(Ex<(2,2+h)). 
Thus 
’ 1 ' 
(82) m(Ex<(z,2+h)) > 5m[Ex (x, 2+ h,)]. 
Thus we shall have on account of (82) 
x)dz* 2 f (x) da* ; . 
83 J pee ee at metosas ; 2m(G x (x,2+hy)]} 
ae 2= m[(z,2+h)x EF] = m[(z,2+h,)xB) = m(Ex(z,2+h,)] * 


If the point z is a limit point of the set U, then lim J,, as z+ h tends 
to x remaining always on U,, is 

(G 

2). 


WA 


2D 
Thus 

lim J, <2D(5, 2) 
as «+h tends to x either remaining on the set U, or being outside it, 
which shows that at almost all points of 2’ 
(84) limJ,=0, ash—0. 
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By (78), (84) 
(85) lim 


h>0 


O(2+8)—%(2) _ 4/4) 


m(Ex(2,2+h)} 








at almost all points of Z ’ where 2’ has measure > mE —2«. Since « 
is arbitrary the equality (85) is true at almost all points of the set Z. 

Thus the theorem is proved for the case of a positive function. If 
f(a) has different signs at the points of Z, then we write 


ft (x)de" = J f(2)de" + f fy(x) de’, 


where f,(z)=f(x), if f(z~)=>0, and f,(z7)=0 if f,(4) <0, and 
f,(z) = f(a) —f,(x). The proof of the theorem for the general case is 
obvious. 
Corollary 1. At almost all points of the s-set E 
Di f f(x)dx* =f(z) 
Ex (a, z) 
for a non-negative function f(x). 
The proof is obvious. 
Corollary 2. At almost all points outside E 
D’ Jf f(x)dx*=0. 
Ex(a, z) 
Let HE, be an s-set outside Z. By the above theorem the measure s- 
derivative (with respect to the set H+ £,) of 
f(z) dx" 
(E+ £Z,) (a, 2) 
is zero at almost all points of HZ, and a fortiori so is 
D* Sf t(x)dz" 
(E+ £,)x(a, 2) 
which is equal to 


D’ § f(x)dz’. 
Ex(a, 2) 
Thus there is no s-set (of positive measure) at all points of which 
D; J f(x)dz" 
Ex(a, 2) 
differs from zero, which proves the corollary. 
Lemma 5. Let f(x) be an increasing function in (a, b), and (a, B) 
any interval included in the interval (a,b). Let further E be the set of 
points at which D}f(x)>0. Then 


f(b) —f(a)> J Dit(x)de’. 
Ex(a, ~) 
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We do not know whether the integral on the right hand side exists. 

Let BE’ E be any s-set such that the integral 
Sf Dit(x)dz" 
EB’ x(a, B) 
exists. Denote by EZ, the set of those points of E’, at which the following 
conditions are satisfied 
(86) Dr f Djf(x)dx* = Di f(x), 
B’x<(a, 2) 

(87) D; (E’, x) =1. 
We have evidently mZ, = mE’. 


Let c be any point of #,. For sufficiently small values of d we 
have by (86) 


(88) J Dit(x) dx’ <(1+.e)d'Dif(e). 
EB’ x(¢,¢+d) 
On the other hand there are arbitrarily small values of d for which the 
inequality 
(89) f(e +d) —f(c)>(1—e)d’ Di f(c) 
is satisfied. 

Corresponding to each point c of the set H, > [a@, #] define an interval 
(c,¢ +d) entirely included in (a, 8) and for which the inequalities (88), 
(89) are satisfied. In virtue of Lemma 2 of Part I there exists a finite 
non-overlapping set L of these intervals such that m(E’ >< L) is as near 
as we please to mE’. From (88) and (89) we conclude that on each 
interval of L the inequality 
(90) f(e +4) — f(e) > 7—* f D} f(x) dz* 


+é 
? . . E' x(c,¢c+d) 
is satisfied. We have 


» If (e+4) —f(c)] > f Dir(e)az" 
L BL 
and a fortiori 


1— Tye of 2 
r(B)— f(a) >1>* { Dir(2)ae". 
Bx 
On account of what has been said about mE’ =< L we conclude that 


r(A)— saat f Dir(z)ae". 
BE’ x(a, p) 


e being arbitrary in this inequality we conclude further that 
f(b) —f(«) = f Dit(z)ae". 
<(@, £) 
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The integral f Di f(x) dz* being bounded for any set E'cE for 


E'x<ia.) 
which it has a finite value we conclude that the integral f D} f(a)dx* 
Ex(a,£) 
exists and is bounded by the same limit f(f)—f(«), which proves 


the lemma. 


Corollary. The function 


g(x) = f(x) — f D} f (x) dz" 
E x(a, 2) 
is increasing. 
Asymptotic representation of the variation of a monotonic function 
at s-potnts. 
Theorem 9. The set of points at which 
Di{t(x)— Jf Dif(x)dzx*)>0 
' EX<(@,2) 


is of 8-measure zero. 


We write 


p(x) =f (x) — Sf Dit(x)dz". 
E 


<(a@, 2) 


Assuming the contrary let Dq(x)>0 at points of the set EZ, of posi- 
tive s-measure. In virtue of the above corollary the function 


F(z)=o(z)— Jf Dip(x)dz" 
E, x(a, 2) 
is increasing; but we have 
F(z) =f(z)— f (Di f(x) + Dip(x)\dz". 
‘ (E+E) (a, z) 


Since this difference is increasing the right upper derivative of its first 
term must be greater than or equal to the right upper derivative of the 
second term and consequently at almost all points of E +- £, 


D} f (x) > Di f (x) + Dj p(x) 
which is impossible. Thus the theorem is proved. 
Symmetry in behaviour of a monotone function at s-points. 
Theorem 10. The equality 
D; f (x) = Dif (x) 
ts true at all points except possibly at those of a set of s-measure zero. 


Let E be the set in which D/f(x)>0 and E£, the set in which 
D} f(x)>0. The function 


f(x) — f Dif (x)dz" 
E 


being increasing we conclude that the left upper derivative of f(z) is 
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greater than or equal to the left upper derivative of the integral 
f D} f(x)dz* and consequently at almost all points of Z 


Ex(a, 2) 


(91) Dj f (x) => D; f(z). 
In a simular way we obtain that at almost all points of Z, 
(92) D? f(x) = Di f(z). 


The theorem follows from comparison of (91) and (92). 
Theorem 11. Jf at all points of an s-set E of positive measure 
D} f(x) =0, then at almost all points of E 


s(f(z)) __ 
D, | | =9- 


Assuming the contrary let HZ, be the set of the points of Z at which 
D; Ea > 0 and let its s-measure be positive. Then there exists a posi- 
tive number & such that the set HZ, of those points of HZ, at which 
D: (0) 


> k, has a positive measure. At all points of Z, we have of course 


Let (a,8) be any interval; take any point c of the set ZH, inside the 
interval. We can define an interval (c,c-+ d) inside («, 8) and such that 





2) f(c+d)—f(c) 
9: hed bt 
(93) alE,x(c,e+a)]> °° 
In virtue of Lemma 2 we can choose among the intervals corres- 


ponding to all points of HZ, such a finite set LZ of non-overlapping inter- 
vals that m Z, =< L is as near as we please to mE. By (93) 


S(f(e+ 4) — f(c)]>kmE,x<L 
from which we conclude that 
(94) f(B) —f(«)>kmE, x (a, B). 


Let now y be any point of Z, at which D/(EH,,7)—=1, then there 
exists a sequence of numbers 


d,>d,>...>d,—0 as n-—+0co 





such that 
(95) meter) —1 as n—-o. 
By (94) 


f(y +4.) —f (yr) 


k mE, x< (7,7 +4,) 
a, 


a, 








IV 
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and by (95) 

Dr f(7) =k 
which is impossible the point y belonging to the set H. Thus the theorem 
is proved. 


The law of uniformity of variation of a monotone function at s- points. 


Theorem 12. Let f(x) be a monotonic function and E the set of 
its s-points. If E is of positive s-measure then at almost all points of E 
D* posa exists and is equal to D; f(z). 

Take g(x) = f(z) — f D} f (x) dx". 


E~x(a, 2) 
By Theorem 9 D?@(a) can be >0O only at the points of a set 
of s-measure zero. Therefore by Theorem 11 at almost all points of Z 





D; 2) 0 and by Theorem 8 
r [ f Di f(x)dz*) 
8 z) 8 | Ex<(a. 2) Ps * 
D; | ad emma -|= D, f(x). 


In the same way 
sf f(2)) 58 
pi (| = Dir(z) 


and by Theorem 4 


D* | L2)) — Di f(x) = Dif (2) 


at almost all points of Z. 


(Eingegangen am 13. 6. 1928.) 
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Conditions under which every are of a continuous curve 
is a subset of a maximal are of the curve. 


By 
W. L. Ayres’) in Austin (Texas U.S. A.). 


1. Introduction. A set of points K is said to be connected im 
kleinen if for each point P of K and each positive number ¢ there exists 
a positive number 4,p such that any point of K whose distance from P 
is less than 6,p lies with P in a connected subset of K of diameter less 
than ¢*). A point set which is closed, connected and connected im kleinen 
is said to be a continuous curve. An arc « which belongs to a point set 
K is said to be a mazimal arc of K if K contains no arc of which the 
arc « is a proper subset*). In 1921 S. Mazurkiewicz‘) proved that every 
arc of a bounded continuous curve M that contains no simple closed 
curve®) is a subset of a maximal arc of M. But there are continuous 
curves which have the property that every arc belonging to the continuous 


*) National Research Fellow in Mathematics. 

*) Cf. Hans Hahn, “Mengentheoretische Charakterisierung der stetigen Kurve,’’ 
Wiener Sitzungsberichte 123 (1914), Ila, pp. 2433—2489. 

%) If X and Y are distinct points, then a simple continuous arc (for the sake of 
brevity we shall say simply an arc) from X to Y is defined by Lennes as a closed 
connected set containing X and Y but containing no proper connected subset that 
contains both X and Y. See N.J.Lennes, “Curves in non-metrical plane analysis situs 
with an application in the calculus of variations,’ Amer. Journ. of Math. 33 (1911), 
pp. 287—326. If XY denotes an arc from X to Y, the points X and Y are said to 
be the end points of the arc and every other point of the are XY is said to be inte- 
rior to the arc or an interior point of the arc. The symbols XY), (XY and (XY) 
denote the sets XY—Y, X¥Y— X and XY— X—Y respectively. The set (XY) is called 
the arc-segment XY. 

*) 8. Mazmkiewicz, “Un théoréme sur les lignes de Jordan,” Fund. Math. 2 
(1921), pp. 119-130. See Lemma 13, p. 129. 

5) A simple closed curve is the sum of two arcs which have only their end points 
in common. 
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curve is a subset of a maximal are of the curve and yet that contain 
simple closed curves. An example of such 4 continuous curve is given in 
§ 5. However not every continuous curve has this property. A simple 
closed curve is an example of a continuous curve in which no arc is a 
subset of a maximal arc of the curve. Thus the class of continuous curves, 
which have the property that every arc belonging to the continuous 
curve is a subset of a maximal arc of the curve, does not include all 
continuous curves but is more general than the set of continuous curves 
containing no simple closed curve, for which Mazurkiewicz proved this 
property. In theorems I and II of this paper we give two conditions 
which are necessary and sufficient in order that a continuous curve belong 
to this class. 


An are of a continuous curve M, whose end points are end points*) 
of M is a maximal arc of M’). But not every maximal arc of a contin- 
uous curve joins two end points of the continuous curve. The maximal 
arcs of continuous curves which join two end points of the curve form an 
interesting subclass of the maximal arcs. In the latter part of the paper 
we will give conditions under which every arc of a continuous curve 
which can be extended at all can be extended to end points of the con- 
tinuous curve. Suppose « is an arc of a continuous curve M and X and 
Y are points of the arc a. We shall say that the arc a@ is extendible 
in M in the direction XY or is maximal in M in the direction XY 
according as M does or does not contain an arc f which contains the arc 
« and is such that every point of the component**) of «—X containing 
the point Y is an interior point of the arc f. If the are a@ is extendible 
(or maximal) in M in the direction XY and also in the direction YX, 
we shall say that the arc «@ is extendible (or maximal) in M in both 
directions. Evidently an arc which is maximal in M in both directions 
is a maximal arc of M, and conversely. 


® A point P of a continuous curve M is said to be an end point of M provided 
that if P’ is any other point of M and PP’ is any aro in M from P to P’, then the 
set M—(PP’— FP) contains no connected subset consisting of more than one point 
which contains the point P. See R.L. Wilder, “Concerning continuous curves,” Fund. 
Math. 7 (1925), p. 358. See also H.M.Gehman, “Concerning end points of continuous 
curves and other continua,” Trans. Amer. Math. Soc. 80 (1928), pp. 63—84. 

”) If this arc is not a maximal arc of M, then there is a second arc in M which 
contains this first arc as a proper subset. One of the end points of the first arc must 
be an interior point of the second arc. Thus we have an end point of M which is 
interior to an arc of M, which has been shown to be impossible. See G, T. Whyburn, 
“Concerning continua in the plane,” Trans. Amer. Math. Soc. 29 (1927), pp. 369—400, 
theorem 12; and my paper, “Concerning continuous curves and correspondences,” 
Annals of Math. (2) 28 (1927), pp. 396—418, theorem 4. 

13* 
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All the point sets mentioned in this paper are assumed to lie in a 
two-dimensional euclidean space £,. 


2. Theorem I. Im order that every arc of a bounded continuous 
curve M should be a subset of a maximal arc of M it is necessary and 
sufficient that every point of the set (a) should be a cut point*) of M, 
when « is any arc of M such that the set (a) ts an open subset of M *). 

Proof. The condition is necessary. Suppose there is an arc « of M 
such that the set <)> is an open subset of M and not every point of it 
is a cut point of M. Let P be a point of the set (a) which is a non- 
cut point of M, and let X and Y be the end points of the arc «. There 
exists an arc 8 of M— P from X to Y*). Since (a) is an open subset 
of M, it follows easily that the arc #8 has only the points X and Y in 
common with the arc «. Let Q@ be any point of the set (a) distinct from 
the point P, and let y be that arc of a+ 8 with end points P and Q 
that contains X and Y. Since (a) is an open subset of M, every arc of 
M containing y belongs to the simple closed curve « +8. From this it 
is easy to see that there is no maximal are of M containing the arc y. 


The condition is sufficient. We shall show first that if (a) K is a 
maximal cyclic curve of M**), (b) @ is an are which belongs to the bound- 
ary of the unbounded complementary domain of K, (c) no point of « is 
a cut point of M, (d) C is a circle whose center P belongs to the set (a), 
then there exists an arc 8 of K which has only its end points X and Y 
in common with the arc « and is such that the interior of C contains f 
and the subarc XY of the arc «. Let P’Q’ be the subare of « such that 
(P’Q’) is the component of «-J(C) containing the point P**). On the 
subset (P’ P) of a let X,, Z,, Xq, Z_, Xz, Z,, -.. be a sequence of distinct 
points in the order P’ X,Z, X,Z, X,Z,... P approaching P as a sequen- 


*) A point P of a connected set M is said to be an cut point of M if the set 
M — P is not a connected point set. 

*) The subset K of a point set M is said to be an open subset of the point set M 
if no point of K is a limit point of the set M— K. 

%) R.L. Moore, “Concerning continuous curves in the plane,” Math. Zeitschrift 
15 (1922), pp. 254—260, theorem 1. 

**) A continuous curve X is said to be cyclicly connected if every two points of 
K belong to some simple closed curve of K. If the cyclicly connected continuous 
curve K is @ subset of the continuous curve M and K is not a proper subset of any 
eyclicly connected continuous curve which is a subset of M, then K is said to be a 
maximal cyclic curve of M. See G.T. Whyburn, “Cyclicly connected continuous curves,” 
Proc. of the Nat. Acad. of Sciences 13 (1927), pp. 31—38. 

2) If P is a point of a set H, the component of H containing P is the set of 
all points of H which lie with P in a connected subset of H. If C is a circle, 1(C) 
denotes the interior of C. 
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tial limit point. Since no point of the arc «@ is a cut point of M, it fol- 
lows by our condition that no one of the segments (X,;Z;) of @ is an open 
subset of M. Then each segment (X;Z;) contains a point which is a limit 
point of the set M—<X,Z,). Since no point of « is a cut point of M 
and M is connected im kieinen, it follows that each segment (X,Z;) con- 
tains a point Y; which is a limit point of some component D, of 
(K+ C0) —(a-+C). Suppose all the components D, are distinct. No point 
Y, is a cut point of K**) and thus each component D, has at least one 
other limit point W, in the set «+ C. There exists a positive number e 
such that every point of the set C -+-«—<P’Q’) is at a distance from P 
greater than ¢. By a theorem due to the author™), there exists a positive 
integer n, such that fori > n,, the component D, is of diameter less than 


=: There exists a positive integer n, such that for ¢ >, the point Y, 
lies within a distance - of the point P. For m=n,+n, the point W,, 


lies within a distance e of P, and since « -+-C contains W,, it must belong 
to the set (P’Q’). There exists an arc § with end points Y, and W,, and 
which lies in the set D, except for its end points’). This is the required 
arc since D, and the segment (P’ Q’) belong to J(C) and these contain £ 
and the subarc Y,,W,, of a. Finally if two components D, and D, are 
identical, then there exists an arc # with end points Y, and Y, and lying 
except for these points in D, = D,**), and this is the required are. - 

Let us assume conditions (a) to (d) of the preceding paragraph and 
let r be the radius of the circle C. As shown above there exists an arc f, 
of K which has only its end points U, and V, in common with @ and 
is such that the subare U,V, of « and the are f, belong to the interior 
of C. Let P, be a point of the segment (U,V,) of « and let C, be a 


circle with center P, and radius r, less than both ‘ and d(P,,8,+«— U,V, ).**) 


“ 


As seen above there exists an arcf, of K which hes only its end points 
U, and V, in common with a and is such that the interior of C, contains 
f, and the subarcU,V, of «. The segment (U,V,) of « contains the 
points U, and V, and we may assume that we have the order U, U, V, V, 
on a. In general let P,,, (n>0) be a point of the segment (U, V,) 
of a gnd let C,,, be a circle with center P,,, and radius r,,, less than 


n+1 


8) See theorem 1 of reference in footnote **). 

4) W.L. Ayres, “Concerning continuous curves and correspondences,” loc. cit., 
theorem 2. 

45) R. L. Wilder, loc. cit., theorem 1. 

*) If X and Y are points, the symbol d(X, Y) denotes the distance from X to Y. 
If H and K are sets of points, the symbol d(H, K) denotes the greatest lower bound 
of the set of numbers d( X,Y), where X is any point of H and Y is any point of K. 
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both and d(P,.,,8,-+«—U,,V,,). As shown in the preceding para- 


graph there exists an arc f,,, of K which has only its end points U,,, 
and V,,, in common with the arc @ and is such that the interior of C,,, 
contains £ and the subare U,,,V,,, of «. The segment (U,V, of « 


n+1 n 


contains the points U,,, and V_,, and we may assume the order 
U,.U,,..1 Va~31¥, on «. Then for any such circle C there exists an infinite 
sequence of arcs £,, 8,, 8,,... of K with the following properties: (1) no 
two arcs £; have a common point, (2) the arc 8, plus the subare U,V, 
of « forms a simple closed curve J, which belongs to the interior of C,, 
3) the radius of the circle C, approaches zero as ¢ increases indefinitely, 
t) the simple closed curve J,,, is a subset of the simple closed curve J; 
plus its interior, (5) there is just one point P which belongs to J; or 
its interior for every value of ¢ and this point belongs to the subarc U,V; 
of « for every ¢, (6) on the arc « we have the order U, U, U,... P... V, V, V;. 

Now consider any arc 7 of M with end points X, and X,. If no 
component of M-— » has the point X, as a limit point, then the are y 
of M is maximal in M in the direction X, X,. Suppose there is a com- 
ponent H, of M— 7 which has X, as a limit point. There are two cases 
according as H, does or does not contain a cut point of M. 


Case (1). Let Q, be a cut point of M belonging to H,. There is a 
component G, of M— Q, which is a subset of H, and it is evident that 
G,+Q, is a collection of cyclic elements of M.*‘) If G,+Q, is not 
cyclicly connected, then it contains at least two nodes of itself**). Let 
N, and N, denote these two nodes. Suppose both N, and N, contain the 
point Q,. Then obviously both nodes cannot be end points of G, + Q,, 
and either (1) Q, is an end point of G,+ Q, and the other node is a 
maximal cyclic curve of G,+ Q, containing Q,, or (2) both nodes are 
maximal cyclic curves of G,+@Q, containing Q,. The first case is 
impossible for no point of a continuous curve G,+Q, can be an end 
point of the curve and belong to some maximal cyclic curve’). The 
second case is impossible also for any point belonging to two maximal 


1”) A subset L of a continous curve M is said to be a cyclic element of M if L 
is either a cut point, an end point or a maximal cyclic curve of M. See 
G. T. Whyburn, “Concerning the structure of a continuous curve”, Amer. Jour. of Math. 
50 (1928), pp. 167—194. 

**) A cyclic element of a continuous curve M is said to be a node of M, if it is 
either an end point of M or a maximal cyclic curve of M containing not more than 
one cut point of M. See G. T. Whyburn, “Concerning the structure of a continuous 
eurve”’, loc. cit., see p. 178 and theorem 14. 

*) W. L. Ayres, “Concerning continuous curves and correspondences”’, loo. cit., 
theorem 3 
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cyclic curves of a continuous curve is a cut point of the continuous 
curve, and the point Q, is not a cut point of the continuous curve G, + Q, 
for G, is connected. Hence one of the nodes does not contain the point Q, 
and we will suppose that N, is that one. Either N, is an end point of 
G, + Q, or N, is @ maximal cyclic curve of G,-+ Q, containing just one 
cut point of G, + Q,. 

If N, is an end point of G, + Q,, it is an end point of M. Let ¢, 
be an are with end points X, and Q, and belonging to H, except for the 
point X,. Let &, be an are of G,+Q, with end points Q, and N,. 
Then » + ¢, +, is an arc of M which is maximal in Min the direction 
X, N,.*°) Now suppose that N, is » maximal cyclic curve of G,+ Q, 
containing one cut point Z of G,+Q,. It is easy to show that N, is 
a node of M. The boundary of the unbounded complementary domain 
of N, is a simple closed curve®®*) and let «, be any arc of this simple closed 
curve not containing the point Z. The arc a, contains no cut point of M 
and, as shown above, there exists a sequence of arcs of N,, B,, B,, A, .--, 
having the properties (1) to (6). Let P, be the point common to 
the subares U;V,; of a, and let 4 be an arc with end points X, and 
P, and belonging to H, except for the point X,. In the order from 
X, to P, let T, be the first point of 8, on the arcd. Let ¢, be the 
subare X, 7, of 4. It is easy to see that no arc f£; (¢ >1) contains a 
point of ¢,. Let 

&, = P, + (subare 7, U, of ,) + 5'(subare U,;_1 U4; of @,) + 58, 
t=1 t=2 


x 

~y 7 \ 

+ S (subare V,;V,,,, of «,). 
t=1 


It is seen that &, is an arc of N, with end points P, and 7,. We shall 
show that the arc 7+ ¢,+ é, is maximal in M in the direction X, P,. 
Suppose there is an arc uw of M which contains 7 +¢,-+é, and has P, 
as an interior point. Let mu, be that component of uw — (7+ ¢,+é,) 
which has P, as a limit point. Let C* be a circle with center P, such 
that some point of mu, lies in the exterior of C*. By the properties of 
our sequence [f,] of arcs, it follows that there exists an integer j (j > 1) 
such that both the arc f; and the subarc U,V, of «, belong to the interior 
of O*. The arc £. divides the maximal cyclic curve N, into two sets, one 
of which contains P, and lies in the interior of C*. As u, contains a point 


2) Any arc of M, one of whose end points is an end point of M, is maximal in M 
in the direction toward that end point, for no end point of M is interior to any arc 
of M. See references in footnote "). 

209) See theorem 10 of reference in *). 
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exterior to C* and has P, as a limit point, it must contain a point 
of ~;. But B; belongs to the arc €, which is a subset of uw —yu,. There- 
fore the are 7» + ¢,-+ &, is maximal in M in the direction X, P,. 

If G, + Q, is cyclicly connected, then no point of G, + Q, is a cut 
point of G, + Q,.**) It follows that no point of G, is a cut point of M. 
Hence G, + Q, is a node of M**) and we may define the ares¢, and é, 
as in the above paragraph such that »-+¢, + &, is a maximal arc of M 
in the direction X, P,. 

Case (2). The set H, contains no cut point of M. On the are » in 
the order from X, to X, let Y, and Y, be the first and last limit points 
of the set H,. Then 

K,=H 


4 subare Ze Y, of y 


1 


is a continuum and it is not difficult to see that it is a continuous curve. 
Let W be any cut point of K,. If W belongs to H,, then one component 
of K,—W must be a subset of H,. But this is impossible, for in this 
case W is a cut point of M, while H, contains no cut point of M. If W 
belongs to the subare Y, Y, of 4, there are four cases: (a) Y, = Y, = W, 
b) Y, + Y, and W is a point of ¢Y, Y,), (c) Y, + Y, = W, (d) ¥, + Y, = W. 
Case (a) is impossible for in this case K, — W = H, and H, is connected. 
Case (b) is impossible for K, —-W=H,+ Y,W)+<WY,; each of these 
three sets is connected, and H, has limit points Y, and Y, in Y, W) 
and (WY,. Case (c) is impossible for K, -W=H,+ Y,Y,), and these 
two sets are connected and Y, Y,) contains a limit point Y, of the set H,. 
Case (d) is similar to case (c). Thus no point of the set K, is a cut point 
of K, and the continuous curve KX, is cyclicly connected**). Let K, be 
the maximal cyclic curve of M containing K,. It is not difficult to see 
that there is a complementary domain of K, whose boundary contains 
an arc «, which belongs to H,. We may assume that this is the un- 
bounded complementary domain of K,, for an inversion will transform it 
to this in case it is not. Let C be a circle whose center is a point of the 
arc-segment «, and such that no point of M— H, belongs to the interior 
of C. As shown above, there exists a sequence of arcs, £,, 8,, By, ---, 
of K, all lying in the interior of C and having the properties (1) to (6). 
With these ares we may define ares ¢, and &, such that 7+ ¢, + é, i 
maximal in M in the direction X,P, as in the preceding case where N, 
was a maximal cyclic curve of M. 


18 


If no component of M—(»+¢, + é,) has X, as a limit point, then 
¢, + &, is itself a maximal arc of M. If there is such a component H,, 
then just as in the preceding case of H, we may define two arcs ¢, and é, 
such that »+¢, +&, +¢,+ 6, is a maximal arc of M in the direction 
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P, P,, where P, is the end point of 7 +-¢, + &, + ¢, + &, belonging to é,. 
But any arc containing 7 + ¢, + &, is maximal in M in the direction X, P,. 
Therefore the are » + ¢, + &, + ¢, + &, is maximal in M in both directions 


and is a maximal arc of M. 


3. Theorem II. Jn order that every arc of a bounded continuous 
curve M should be a subset of a maximal arc of M it is necessary and 
sufficient that the set of non-cut points of M of Menger order two™) 
should contain no continuum. 


Proof. The condition is necessary. Suppose the set of non-cut points 
of M of Menger order two contains a continuum K. Each point of the 
continuum XK is of Menger order one or two with respect to K. By a 
theorem due to Menger and Urysohn**), the continuum KX is either a 
simple closed curve or an arc. In either case K contains an arc @. Since 
each point of the arc @ is a point of Menger order two of M, no point 
of the set ¢<«) is a limit point of the set M— (a). Thus (a) is an open 
subset of M. But this is a contradiction as no point of (a) is a cut 
point of M as required in the condition of theorem I. 

The condition is sufficient. For, if the non-cut points of M of Menger 
order two contain no continuum, it is easy to see that the condition of 
theorem I is satisfied. Then, by theorem I, every arc of M is a subset 
of a maximal are of M. 


4. Theorem III. Jn order that every arc of a bounded continuous 
curve M which is extendible in M in both directions should be a subset 
of a maximal arc of M joining two end points tt is necessary and 
sufficient that every point of M which is on the boundary of some com- 
plementary domain of M should be a limit point of the cut points of M. 


Proof. The condition is sufficient. Let « be any are of M which 
is extendible in M in both directions, and let X and Y be its end points. 
Then there is an arc § of M containing the are @ and such that both X 
and Y are interior points of the arc #. Let £8, be that component of 
8 —« which has the point X as a limit point, and let H be that com- 
ponent of M—ea containing the set f,. Evidently the point X is a 
limit point of H. Let P be a point of H and Q be a point of #, — M. 

*1) A point P of a continuum J is said to be of Menger order n if (1) for each 
positive number « there exists a domain containing P, of diameter less than ¢, and 
such that the boundary of the domain has in common with M a set of at most n 
points, (2) is the smallest positive integer for which (1) holds. See K. Menger, 
“Grundziige einer Theorie der Kurven”, Math. Annalen 95 (1925/26), pp. 277—306. 

2%) K. Menger, loc. cit., p. 308. The same result is stated without proof by Paul 
Urysohn in the Comptes Rendus 175 (1922), pp. 481—483. 
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Since Z, — « is connected, there is an arc y of Z,—« from P to Q. In 
the order from P to Q there is a last point R of Hon y. As M—H 
is closed, there is a first point S of M— H+-Q on the subare RQ of y. 
Every point of the arc-segment RS of y» belongs to H, — M, and hence 
R belongs to the boundary of some complementary domain of M. Since 
R is a limit point of the cut points of M and H is an open subset of M 
containing FR, there is a cut point U of M belonging to H. There exists 
an arc » with end points U and X and belonging to H except for the 
point X**). Let C, be the component of M—U containing the set 
« +» — U, and let C, be any other component of M — U. 

We shall show that the component C, contains an end point of M. 
By the method of the above paragraph, we may show that C, contains 
a cut point of M, and it is easy to see that this point is also a cut point 
of C,+-U. Hence the continuous curve C, + U is not cyclicly connected **). 
Then by a result due to G. T. Whyburn’*), the continuous curve C, + U 
has at least two nodes N, and N, of itself. By exactly the same methods 
as used in the proof of theorem I, we may show that one of the nodes 
does not contain the point U, and we will suppose that N, is the one. 
Either N, is an end point of C,+-U or N, is a maximal cyclic curve of 
C,+U containing just one cut point T of C,+U. If N, is an end 
point of C,+ U, it is an end point of M; and we have shown that C, 
contains an end point of M as desired. Now suppose that N, is a maxi- 
mal cyclic curve of C,-+-U. Using the method of the preceding paragraph, 
it is seen that N, — T contains a cut point of M. Evidently this point 
is also a cut point of C,+ U, and thus N, contains more than one cut 
point of C,+U. But this is impossible as N, is a node of C,+ U. 
Therefore N, must be an end point of the set C, + U. 

Now let ¢ be an are of C,-+-U with end points N, and U. The end 
point N, of the arc «+--+ ¢ is also an end point of M. We shall 
now extend this arc in the other direction to some end point of M. 
Since Y is not a limit point of the set 7 +-¢, there is a circle with center Y 
whose interior contains no point of »-+¢. There is a point Z on that 
component of 6 —a which has Y as a limit point such that the entire 
subare YZ of £ lies in the interior of this circle. Then the subset (YZ of f 
lies in the set M—(a+y%-+¢) and let K be the component of 
M — (a-+-»-+-¢) containing this set (YZ. By the methods used in the 
first part of this proof, it may be shown that K contains a cut point V 
of M. There exists an arc — with end points Y and V and lying in K 
except for the point Y. Let C, be a component of M—V that does 
not contain the set «-+4+¢+&—V: As shown in the first part of 
the proof, the component C, of M— V contains an end point N, of M. 
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Let 4 be an arc of C,+V with end points N, and V. The arc 
a+n+C+é&+A4 is an are of M containing the arc « and whose 
end points are end points of M. This shows that the condition is 
sufficient. 

The condition is also necessary. Suppose there is a point P of M 
which belongs to the bopndary B of a complementary domain D of M, 
and which is not a limit point of the cut points of M. We may assume 
that P is not a cut point of M; for if it were, since P is not a limit 
point of the cut points of M, we could substitute for P a point of B 
sufficiently near to P to insure that it be a non-cut point of M and take 
this as our point P. The set B is a continuous curve as it is the 
boundary of a complementary domain of M**). Every point of B which 
belongs to no simple closed curve of B is a limit point of the cut points 
of B**). But every cut point of B is also a cut point of M**). Hence P 
must belong to some simple closed curve J of B. Let D, denote the 
complementary domain of J containing the domain D and let D, denote 
the other complementary domain of J. There exists a circle C with 
center P such that (a) no cut point of M belongs to 1(C), (b) the 
set D,-I(C) is a subset of D, and (c) some points of J belong to the 
exterior of C. 

Let XY denote that arc of J such that its end points X and Y 
belong to C while «<X Y) belongs to J(C) and contains the point P. Let 
UV be any arc belonging to the set (XY), and let @ denote the arc 
J—<UV). It is evident that the arc a of M is extendible in M in both 
directions. Hence « is a subset of an arc 8 whose end points Z and W 
are end points of M. Since Z is an end point of M, it does not belong 
to the simple closed curve J**). Let 7 be the first point of J on # in 
the order from Z to W. Since every point of J — UV is an interior point 
of the arc a, the point 7 belongs to the arc UV. From this it may be 
seen that each arc UV of the set (XY) contains a limit point 7' of some 
component of (M+C)—(C+XY). Since every point of D,-I(C) is 
a point of the domain D, this component must belong to the set D,-J(C). 
There are two cases according as (1) one of these components of 
(M+ C)—(C+ XY) has two limit points on the set (XY), or (2) no 
component of (M+ C)—(C+ XY) has two limit points on the set 
(XY). 


%) M. Torhorst, “Uber den Rand der einfach zusammenhingenden ebenen Ge- 
biete”, Math. Zeitechr. 9 (1921), pp. 44—65. 

*) W. L. Ayres, “On the structure of a plane continuous curve’, Proc. of the 
Nat. Acad. of Sciences 18 (1927), pp. 749—754, theorem 1. 
%) G. T. Whyburn, “Concerning continua in the plane’, loc. cit., theorem 19. 
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Case (1). Let M, denote a component of (M+ C)—(C+XY) 
which has two limit points P and Q on the set (XY). With the use of 
the Wilder accessibility theorem’), it is seen that there exists an are y 
with end points P and Q and such that the set M, contains the are- 
segment y. Let J, denote the simple closed curve consisting of the arc y 
plus the subare PQ of the arc XY. Let ¢ be an arc whose end points 
belong to the arc-segment PQ and which contains the are y and belongs 
to the simple closed curve J,. Since the are ¢ is extendible in M in 
both directions, it is a subset of an arc 7» of M whose end points are 
end points of M. The arc 7 must contain cut points of M since its end 
points are end points of M**). As D,-I(C) is a subset of D, the are y 
is a subset of J, plus its interior. But as J, plus its interior is a subset 
of 1(C), no cut point of M belongs to J, or its interior. We have an 
are » containing a cut point of M and lying in a set which contains no 
cut point of M, which is a contradiction. 


Case (2). Let 4 be an are belonging to the arc-segment X Y and 
containing the point P. Let 4,, d,, dg, be an infinite sequence of 
mutually exclusive subares of 4. As shown above, for each value of ¢ 
there is a component M, of (M+C)—(C+ XY) which has a limit 
point 7, on the arc 4;. Since no component of (M+ C)—(C+ XY) 
has more than one limit point on the set (XY), the sets M; and M; are 
mutually exclusive for ¢+j. Since no point of the set (XY) is a cut 
point of M, each component M, has some limit point U; n C+ XY 
distinct from the point 7;. This point U, must belong to the circle C. 
Hence each component M, is of diameter greater than the positive number 
54(C,4). But this is impossible as only a finite number of the com- 
ponents of (M+C)—(C+XY) can be of diameter greater than 
4.a(C, A) **). 

We arrive at a contradiction in either case. Therefore the condition 
is necessary. 


5. The preceding theorem gives a sufficient, but not necessary, con- 
dition in order that every arc of a bounded continuous curve should be 
a subset of a maximal are of the curve. 


Since every cut point of M belongs to the boundary of some com- 
plementary domain of M**), the condition of theorem III may be stated 
thus: the set of cut points of M should be dense in the sum of the 
boundaries of the complementary domains of M. However if we make 
the condition read that the cut points of M be dense in the boundary 
of every complementary domain of M, the condition is no longer necessary 
This is shown in the following example. For each positive integer n 
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l l 1 l +2 
let r, be the number 1 + — and let s,=1+3+ gt+---+—. Using 
polar codrdinates let C be the circle g@=1. For each positive integer n 


let C,, be the circle g=r,. For each positive integer n and each posi- 


228 
tive integer s<n, let H,, be the interval of the line 6 - = from 


o=1 to o=r,. For each pair of positive integers m and n, let K 


mn 


: ‘ 1 
be the interval of the line §6= 228, from 9=1r, to o9=r, + —,. Let 
mn® 
2 ao sn x w 
=i ’ ry “y r 
M — C + > C,, T P > _ T P — K,, n* 
n=1 n=1s=1 m=1 n=1 


In this example the condition of theorem III is satisfied and thus every 
arc of M which is extendible in M in both directions is a subset of an 
are joining two end points of M. But the circle C, which is the boundary 
of that complementary domain of M which is the interior of C, contains 
no cut point of M whatever. 

6. In demonstrating the sufficiency of the condition in the preceding 
theorem, we proved the following 

Theorem IV. Jf every point of a bounded continuous curve M which 
belongs to the boundary of some complementary domain of M is a limit 
point of the cut points of M, and P is any cut point of M, then every 
component of M — P contains an end point of M. 

7. The condition that every component of a continuous curve M minus 
a cut point of M contain an end point of M is not sufficient to show 
that every arc of M which is extendible in M in both directions is a 
subset of an arc of M joining two end points of M. This may be seen 
with the aid of the following simple example. Let M be the circle C with 
center (0,0) and radius 1 together with the intervals from (0,1) to (0, 2) 
and from (0, —1) to (0, —2). Let P and Q be distinct points lying on 
one of the arcs of C from (0,1) to (0, —1). Then the condition is satis- 
fied but that arc of C with end points P and Q which contains the points 
(0,1) and (0, 1) is a subset of no maximal arc of M. 


8. Theorem V. In order that every arc of a bounded continuous 
curve M which is extendible in M in both directions should be a subset 
of an arc of M whose end points are end points of M it is necessary 
and sufficient that every point of M which belongs to some simple 
closed curve lying in the boundary of a complementary domain of M 
should be a limit point of the end points of M. 

Proof. The condition is necessary. Let J be any simple closed curve 
of M belonging to the boundary B of some complementary domain of M. 
Let P be any point of J and let P,, P,, P,,... be a sequence of distinct 
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points of J— P having P as a sequential limit point. By theorem III 
for each integer ¢ there is a sequence of cut points of M, Q;,, Q:,, Qis,--- 
having P; as a sequential limit point. There exists an integer k, such 
that d(Q,,,,P,)<d(P,, P). Then Qix, +P. The set J— Q,%, *) is a 
connected subset of M—Q,,, and lies in some component C,, of M—Q, ky? 
and let C,, be any other component of M— Q,,,. Let h, be the integer 1. 
There exists ah integer r,, such that for 7 >r,,, 


d(P,, Q,;)<d(P,,M—C,, + P). 


Then for j>~r,,, the point Q,; belongs to the set C,,—P. If there is 
any integer j>r,, such that some component of M—Q,, contains 
neither J — Q,,; nor C,,, let k, be the smallest such integer. In this case 
let h, = 2. If there is no such integer j >1,,, let h, =3. In this case 
M— Q,; contains two components K,,; and K,; contaming J—Q,; and 
C,, respectively for each 7>r,,. If Q,;—P, for any j, then P, is a 
cut point of M and C,, and J— P, belong to different components A 
and B of M—P,. If not, since K,; contains J — Q,,; for each integer 7 
there is some integer j’ such that for any j” >’, the point Q,;” belongs 
to K,;. Then K,; contains K,;~ and K,, contains M— K,,;. Thus there 


exists an infinite sequence of values of j, j,, 75, j,,..., such that for each 
value of ¢, 
K,;,>K;,,, od KK; >M—K,,. 
From this it follows that 
M=A+F, where A= 3K, and F=//K,,. 


é= 


~ 


t=1 
The set F contains J and A is a connected set. No point of A is a limit 
point of the set F, and every limit point of A in the set F is a limit 
point of the set (Q;,] But P, is the sequential limit point of the set 
(Q,;,], and thus P, is the only limit point of A in the set F. The sets 
A and F— P, are mutually separated. Hence P, is a cut point of M, 
and C,, belongs to the component A of M— P, while J — P, belongs to 
some component B of M— P, that belongs to F — P,. 

The set A+ P, does not contain the point P, and there exists an 
integer k, such that d(Q,,,, P,)<d(P,,M—B-+ P). The set M— Qs 
contains J — Q,,, and also the set A + P,, which contains C,,. As J— Qs ky 
contains P,, the set (J — Q, kg) + (4+ P,) is connected and belongs to 
some component of M—Q,,,. As there are at least two components 
of M— Qsr9° there is one which contains neither J — Qs. nor C,,. 


™) In using this symbol we do not assume that Q,,, belongs to J. If it does 
not, then J —Qix, = J. 
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Hence in either case there is a component C,, of M — Qro ke that contains 
neither J— Q,,,, nor Cj,, and a component O,, of M— Qiao containing 
J — Qro ig: 
There is an integer r,, such that for j>71,,, (Pro a> Qrg 41,5) 
<d(P,.4.,M—C,,+P+C,,). Then for >t the point Q,. .,,; 
belongs to the set C,,—O,,—P. If there is any integer j >r,, such 
that some component of M — Qo +1, contains neither J — Qh 41,57 Cre 
nor C,,, let k, be the smallest such integer. In this case let h, = =h, +1. 
If there is no such integer j, either C,, or C,, lies in a different compo- 
nent of M— Qhq +1, from that containing J - Qi, +1,; for each j. Either 
there are infinitely many values of j for which C,, lies in a different 
component from that containing J— Q,.,, ,; or infinitely many in which 
C,, and J—Q, ,, ; belong to different components. The two cases 
being equivalent, let us assume the former. Then, as in the preceding 
paragraph, we may show that P,,4: 18 @ cut point of M and that C,, 
and J—P, ., belong to different components of M—P, .,. Let G,, 
‘a+ cape AE tit 
be the component of M— P,,,, containing C,,. There exists an integer r,, 
such that for 7 >, 4(P,.49 Qi,42,5) <4 (Pig ses Gig + Cog + P). 
Then for j>~r,, the set G,,+J—Q is a connected subset of 
M—Q,,40,;- Tf there is ax integer 7 >fr,, such that some component 
of M—Q,,,3,; contains neither C,, nor G,,+J—Q,.,9 ;, let k, be 
the smallest such integer. In this case let h, = h, + 2. If there is no such 
integer j, let h, —h, +3. In this case C,, and Gy a Se Q,.+9,; lie in 
different components of M— Q,,,, ; for each j7. Then it may be shown, 
as in the preceding paragraph, that P,.4_ 18 a cut point of M and C. 
and G,, + J— P,,,_ belong to different components of M — Pi.+9- Let 
Gq be the component of M— P,,,, containing C,,. There exists an 
integer k, such that a(P,, 13> Vrg as mm) <d(P,.,3,P+ Gag + G,,). Then 
igs Q,, +8, x, Contains both P,, and 4 4q and thus J — Qo +8, ng t Fig +Geos 
is connected and belongs to some component of M - ay amy kg . Hence, ‘ 
any case, there is a component C,, of M— Qing eg that contains neither 
— Qreig> Cig NOE Cy. Let C,, be the component of M— Qi,x, Containing 


hg +2,j 


J — Q,...- 
Continue this process indefinitely, We obtain a sequence of cut points 
Of M, Qy ny» Qrgna? Gngtg?-*>» And @ sequence of sets, C4, Cyy, Cyq, ---, 
such that (1) each set C;, is a component of M— Q,,, and contains no 
point of J, (2) no two of the sets C;, have a point in common, (3) Pis 
the sequential limit point of the set [Q, ,.]. 
We shall show that the set 
N=M-—S'0 


i=1 
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is a continuous curve. Let X and Y be points of N and let « be any 
arc of M with end points X and Y. If any point Z of « belongs to any 
set C;,, then both the subares XZ and YZ of « contain the point Qh en, 
But this is impossible for the subarcs XZ and YZ have only the point Z 
in common. Then N is connected. The set N is closed for each set C,, 
is an open subset of M. Also the set N is connected im kleinen for M 
is connected im kleinen and we showed above that every arc of M joining 
two points of N belongs to N. Therefore N is a continuous curve which 
is a subset of the continuous curve M. By a theorem due to the author"), 
it follows that only a finite number of the components of M— N are of 
diameter greater than any given positive number. Each set C,, is a com- 
ponent of M— N and thus only a finite number of the components C,, 
are of diameter greater than any given positive number. By theorem IV 
each set C,, contains an end point X,of M. As P is the sequential limit 
point of the set (Q,.,x;) and the diameter of the set C;, approaches zero 
as ¢ increases indefinitely, the point P is the sequential limit point of 
the set [X,]. This proves the necessity of the condition. 

The condition is also sufficient. Let P be any point of M which 
belongs to the boundary B of some complementary domain of M. If P 
belongs to no simple closed curve of B, then P is a limit point of the 
cut points of B.**) But every cut point of B is also a cut point of M.*) 
Hence P is a limit point of the cut points of M. If P belongs to a simple 
closed curve of B, then by the condition, the point P is a limit point 
of the end points of M. Each end point of M is a limit point of the cut 
points of M,**) and hence P is a limit point of the cut points of M.- 
In either case then, the condition of theorem III is satisfied and there- 
fore every arc of M which is extendible in M in both directions is a 
subset of an arc of M whose end points are end points of M. 

9. Concluding remarks. An open curve is an analogue of a maxi- 
mal are for unbounded continuous curves. When we are considering un- 
bounded continuous curves the preceding results suggest the following 
question: Under what conditions does a continuous curve M have the 
property that every arc of M is a subset of an open curve of M? This 
problem has already been settled. In my paper, “On continuous curves 
having certain properties”*’), it was shown that a continuous curve M has 
this property if and only if M is the entire plane or every point of M 
is a cut point of M. This paper also contains conditions under which 
every arc of a continuous curve is a subset of a ray of the curve and 


*”) This paper will appear in Proc. Nat. Acad. Sci., but has not yet been published 
For an abstract, see Bull. Amer. Math. Soc. 34 (1928), p. 20. 
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under which every arc is a subset of a simple closed curve of the con- 
tinuous curve. 

G. T. Whyburn*’) has defined the cyclic elements of a continuous 
curve and has shown that, with respect to its cyclic elements, any con- 
tinuous curve has most of the properties of a continuous curve which 
contains no simple closed curve. Of interest to us here is his result that 
every simple cyclic chain of a bounded continuous curve is a subset of a 
maximal simple cyclic chain of the continuous curve. This is the analogue 
of the Mazurkiewicz theorem for a general continuous curve since a simple 
cyclic chain is the analogue in cyclic elements of an arc. 

In conclusion, I wish to express my great appreciation to Professor 
R. L. Moore for his interest and assistance in the preparation of all the 
papers written during my year as a National Research Fellow under his 
guidance. 


The University of Texas, Austin, Texas, U.S. A. 


(Eingegangen am 10. 7. 1928.) 
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Uber ein topologisches Theorem. 
Von 
Witold Hurewicz in Amsterdam. 


Bei dem Aufbau der Topologie der héher-dimensionalen Euklidischen 
Raume spielt eine wichtige Rolle das folgende Theorem, das von Lebesgue’) 
ausgesprochen und von Brouwer*) zum erstenmal bewiesen wurde: 


(A) Zerlegt man ein beschranktes abgeschlossenes Gebiet*) des Euklidi- 
schen n-dimensionalen Zahlenraumes R, in endlich viele abgeschlossene 
Mengen, deren Durchmesser hinreichend klein sind‘), so gibt es Punkte, 
die mindestens n-+-1 dieser Mengen gemeinsam sind. 

Aus diesem Theorem kann nach Lebesgue®) sehr einfach der be- 
riihmte Brouwersche Invarianzsaiz*) gefolgert werden, welcher die Un- 
méglichkeit einer ein-eindeutigen stetigen Abbildung zwischen einem n- 
und einem m-dimensionalen Gebiet fiir n + m behauptet. Einerseits bleibt 
nimlich die im Satz (A) ausgedriickte Eigenschaft des n-dimensionalen 
Gebietes bei ein-eindeutigen stetigen Abbildungen erhalten‘); anderseits 
kommt diese Eigenschaft einem m-dimensionalen Gebiet fiir m <n nicht 


*) In Math. Ann. 70, S. 166—168. Vgl. ferner Fund. Math. 2, 8. 257. 
*) Im Crelleschen Journal 142 (1913), 8. 150. — Ein zweiter Beweis findet sich 
bei Lebesgue in Fund. Math. 2, 8. 257. 

®) Unter einem offenen Gebiet (des Euklidischen n-dimensionalen Raumes) ver- 
steht man eine Menge, die aus lauter inneren Punkten besteht. Ein abgeschlossenes 
Gebiet ist per Definition ein offenes Gebiet mitsamt seinem Rand. — Formal gilt der 
Satz auch fiir nicht-beschrinkte Gebiete, dieselben lassen sich doch iiberhaupt nicht in 
endlich viele beschrinkte Mengen zerlegen. 

*) D. h. kleiner als eine gewisse nur von dem betrachteten Gebiet abhingige 
Schranke. 

®) Vgl. die sub *) zitierten Arbeiten von Lebesgue. 

*) Vgl. Brouwer, Math. Annalen 70, S. 161. 

*) Dies ergibt sich sofort aus der Tatsache, daB jede ein-eindeutige stetige Ab- 
bildung einer beschrinkten abgeschlossenen Menge gleichmaBig stetig ist. 
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zu: jedes beschrinkte abgeschlossene Gebiet des R, la8t sich vielmehr in 
endlich viele beliebig kleine, abgeschlossene Teile zerlegen, deven je m-+-2 
(also a fortiori je n+-1, wenn m < n ist) keinen gemeinsamen Punkt be- 
sitzen®). 

Eine wichtige Anwendung findet ferner der Satz (A) in der auf der 
rekursiven Definition der Dimensionszahl beruhenden Dimensionstheorie®), 
indem er die Grundlage fiir den von Brouwer bewiesenen , Rechtferti- 
gungssatz des Dimensionsbegriffes“ bildet, wonach dem Euklidischen R, 
(oder, was auf dasselbe hinauskommt, einem beschrinkten Gebiet des R,) 
auch im Sinne der genannten Theorie die Zahl n als Dimension zugewiesen 
wird’). Der wesentliche Inhalt dieses Theorems steckt in der Behauptung, 
daB die Dimension des R, nicht kleiner ist als n‘). Nun fiihrt sich aber 
die letztere Behauptung auf Satz (A) zuriick auf Grund der Tatsache, daB 
ein kompakter Raum von einer Dimension < n die im Satz (A) formulierte 
Eigenschaft nicht besitzt**). 

Im folgenden wird ein Beweis des Lebesgue-Brouwerschen Satzes (A) 
gegeben, der sich von den bisherigen Beweisen hauptsachlich durch Ver- 
wendung der sog. (siehe unten) ,ziegelartigen* Kombination von n-di- 
mensionalen Intervallen unterscheidet, was einen glatten InduktionsschluB 
nach der Dimensionszahl erméglicht und eine bedeutende Vereinfachung 
des Beweises bewirkt. Im iibrigen kniipft unser Beweis sehr eng an die 
Darstellung von Lebesgue) an **), 


8) Vgl. Lebesgue, Fund. Math. 2, 8. 265ff. 

*) Vgl. etwa Menger, Bericht iiber die Dimensionstheorie, Jahresber. d. D. Math.- 
Ver. 85 (1926), S. 1138. 

%) Das erste Mal wurde das Theorem von Brouwer (in der sub *) zitierten 
Arbeit) bewiesen. Uber weitere Literatur vgl. Menger |. c. ®), 8S. 123. — Aus dem ge- 
nannten Theorem in Verbindung mit der fast trivialen Tatsache, daB die Dimension 
eine topologische Invariante von Punktmengen ist, folgt der oben angefiihrte Brouwer- 
sche ,,Invarianzsatz“. 

11) DaB die Dimension des R, nicht gréBer ist als n, ist héchst einfach zu 
zeigen; vgl. etwa Menger, Monatshefte f. Math. u. Phys. 84 (1924), S. 152. 

12) D. h. ein kompakter Raum von einer Dimension < n ist in endlich viele be- 
liebig kleine abgeschlossene Teile zerlegbar, die zu je n+1 fremd sind (vgl. Menger, 
letztes Zit., 8. 153; Urysohn, Fund. Math. 8, 8. 292). Von Urysohn (vgl. die soeben 
zitierte Abhandlung, S. 294) wurde gezeigt, daB dieses Verhalten fiir die weniger als 
n-dimensionalen kompakten Raéume auch charakteristisch ist, so daB also zwischen 
dem Satz (A) und der Behauptung, daB der R, mindestens n-dimensional ist, eine 
volistiudige Aquivalenz besteht. 

18) Vgl. Fund. Math. 2 (1921), S. 257. 

188) In dem wahrend der Korrektur dieser Arbeit erschienenen Aufsatze von 
E. Sperner (Abhandlungen des Hamburgischen Math. Sem. 6, 8S. 265—272, eingereicht 
im Juni 1928) findet sich ein Beweis des Lebesgue-Brouwerschen Theorems, welcher 
mit dem hier dargelegten eine weitgehende Analogie aufweist. 

14* 
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§ 1. 

Wir betrachten ein n-dimensionales Intervall J"**), d. h. die Gesamt- 
heit aller Punkte (2z,,2,,...,2,) des Zahlenraumes R,, deren Koordi- 
naten n Ungleichungen: 

a, <2,< b, (f= 1,2,...,%) 


befriedigen, wo a;, b; vorgegebene reelle Zahlen bedeuten und a; < b; vor- 
ausgesetzt wird. 


Denken wir uns das vorgelegte n-dimensionale Intervall J in eine 
Anzahl von n-dimensionalen Teilintervallen 


(’) 5, £,,....% 


zerlegt, die zu je zwei keine inneren Punkte gemein haben. Wir nennen 
diese Zerlegung ziegelartig*®), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 

1. Kein Punkt gehért mehr als n + 1 verschiedenen Intervallen Z; an 

2. Sind irgendwie k von den Intervallen (’) gegeben, wo2 <k<n+1 
ist, und haben diese k Intervalle gemeinsame Punkte, so bilden die letz- 
teren ein (n -+- 1 — k)-dimensionales Intervall; insbesondere haben also je 
n-+1 der Intervalle Z,, wenn iiberhaupt, dann nur einen Punkt ge- 
mein?*)**). 

Die beigefiigte Figur gibt ein Beispiel einer ziegelartigen Zerlegung 
des Quadrates. Man erkennt leicht die allgemeine Giiltigkeit der folgen- 
den, in den Fallen n = 2,3 anschaulich evidenten Tatsache: Ein n-dimen- 
sionales Intervall J” kann ziegelartig in Teilintervalle zerlegt werden, 


deren Kantenlingen kleiner sind als eine willkiirlich vorgegebene positive 
Zahl «. **) 


14) Den Index » werden wir, wofern keine Mi®verstindnisse entstehen kénnen, 
weglassen. 

45) Diese Zerlegungen wurden zum anderen Zwecke bereits von Lebesgue 1. c. *) 
verwendet. Vgl. oben FuBnote *) und die zugehdérige Stelle im Text. 

4®) Wir bezeichnen namlich eine aus nur einem Punkte bestehende Menge als 
ein 0-dimensionales Intervall. 

1”) Es sei der Vollstandigkeit halber bemerkt, daB die Bedingung 2. von selbst 
erfiillt ist, wenn 1. gilt und iiberdies die Teilintervalle Z, so klein sind, daB keines 
von ihnen zwei gegeniiberliegende Seiten des Intervalls J verbindet. Im folgenden 
findet diese Bemerkung keinerlei Anwendung. 

18) Vgl. Lebesgue a. a. O. S. 266. — Man kann dies anders zeigen, indem man 
sich auf die folgende Bemerkung stiitzt: Es liege eine ziegelartige Zerlegung des 
Intervalls I in die Intervalle Z,(i=1,2,...,.m) vor. Zerlegt man eines der letzt- 
genannten Intervalle, etwa Z,, in zwei Intervalle Z{ und Z/’, so ist auch die Zer- 
legung von I in die m+1 Intervalle Z{, Z;’, Z, (i=2,3, ..., m) ziegelartig, wofern 
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Im folgenden werden J als ein festes n-dimensionales Intervall und 


Z,, Zq,---, Z,, als Teilintervalle einer beliebigen, aber ebenfalls festgewahlten 
ziegelartigen Zerlegung von J vorausgesetzt. Es 


gelten folgende einfache Behauptungen: 














(a) Projiziert man auf eine (m — 1)-dimen- 
sionale Seite B des Intervalls J alle an B an- 
stoBenden Intervalle (’), so erhalt man eine ziegel- 
artige Zerlegung des (n — 1)-dimensionalen Inter- 
valls B. 

(b) Ist die Strecke s Durchschnitt von n 
Intervallen Z,**), so ist jeder der beiden End- 
punkte von s, wofern derselbe im Innern von J liegt, gemeinsamer Punkt 
von n + 1 Intervallen Z; *°). Alle iibrigen Punkte von s gehéren hingegen 
nur m Intervallen Z; an**). 















































§ 2. 


Indem wir jetzt die Intervalle (’) irgendwie in Gruppen verteilen und 
die Vereinigungsmenge der Intervalle jeder Gruppe bilden, bekommen wir 
eine neue Zerlegung: 


I=D,+D,+...+D,, 


nur die Z{ und Z{’ trennende (n— 1)-dimensionale Ebene mit keiner der Grenzebenen 
der Intervalle Z,,..., Z, zusammenfallt. Wenn man nun von einer beliebigen ziegel- 
artigen Zerlegung von J ausgeht (etwa von der trivialen ,,Zerlegung“, bei der J selbst 
als das einzige Teilintervall auftritt) und durch wiederholte Anwendung der obigen 
Bemerkung die Intervalle der Zerlegung sukzessiv verkleinert, gelangt man schlieBlich 
zu einer Zerlegung von dem vorgeschriebenen Feinheitsgrad. 

19) Wir erinnern daran, daB je n Intervalle (’) entweder keinen gemeinsamen 
Punkt haben, oder eine (zu einer der Koordinatenachsen parallele) Strecke als Durch- 
schnitt haben. 

20) Sei etwa s der Durchschnitt der Intervalle 


(x) Bey Mas s+ + Be 


und sei p ein im Innern von J gelegener Endpunkt von s. Setzen wir s iiber p hin- 
aus um eine kleine Strecke s’ fort, so kann s’ nicht allen Intervallen (x) angehéren. 
Nehmen wir an, s’ liege auBerhalb Z,. Die im Punkte p senkrecht zu s errichtete 
(n— 1)-dimensionale Ebene bildet Grenze zwischen Z, und einem Intervall Z,, das 
von samtlichen Intervallen (2) verschieden ist. Also ist p n+1 Intervallen Z, ge- 
meinsam. 

*1) Angenommen niamlich, der Punkt p der Strecke s gehért auBer den Inter- 
vallen Zj,, Zi,,-.., Zi,, deren Durchschnitt s ist, noch einem Intervalle Z, an. Dann 
ist p der einzige Punkt des Durchschnittes Z;,-Zi,...Zi,-Ze, also der einzige ge- 
meinsame Punkt des n-dimensionalen Intervalls Z, und des ein-dimensionalen Inter- 
valls s, was nur dann méglich ist, wenn p Endpunkt von s ist. 
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wo also jede der Mengen D,; entweder mit einem der Intervalle Z; zu- 
sammenfallt oder Summe von mehreren Z; ist, und jedes Z; nur einem 
der Komplexe D; angehért. Wir wollen zeigen: 


(A’) Unter der Voraussetzung, daf keiner der Intervallkomplexe D, 
Punkte auf zwei gegeniiberliegenden Randseiten von I besttzt, gibt es Punkte, 
die n-+-1 der Mengen D, gemeinsam sind™). 

Diese Behauptung ist nichts anderes als der Lebesgue-Brouwersche Satz (A), 
ausgesprochen fiir die Zerlegungen des Intervalls I in die speziellen Mengen D,. 

Zum Beweise numerieren wir zunichst die Seiten von J 


le RS, 


und zwar so, daB8 mit B; und Bj (i = 1, 2,...,n) zwei gegeniiberliegende 
Seiten bezeichnet werden. Sodann verstehen wir unter Z, fiir 4 = 1,2,...,n 
die Summe aller derjenigen D;, die die Seite B; beriihren, aber zu simt- 
lichen Seiten B,, B,,..., B;_, punktfremd sind. Die Summe jener D;, die 


mit keiner der n Seiten B; gemeinsame Punkte haben (d. h. in keine der 
bisher definierten Mengen Z; eingehen) bezeichnen wir mit EZ, ,,. Es gilt dann: 


(*) EBj=—0 («=—1,2,....n), B,B,_,=0 (¢=2,38,...,8+1). ™) 


’ 
nn 


Ein Punkt, der allen n-+ 1 Mengen EZ; gemeinsam ist, gehért zu minde- 
stens n-++-1 verschiedenen Mengen D,, denn jedes D, ist in genau einem 
E, enthalten. Daraus ergibt sich, daB die Behauptung (A’) von dem 


folgenden Satz impliziert wird: 


A”) Ist jede der n+ 1 Mengen 
i ae 


Summe von Intervallen (’), bzw. mit einem dieser Intervalle identisch, 
wobei jedes Z; einem und nur einem #; angehért, und sind die Bedingungen 
(*) erfiillt, so haben die Mengen Z, mindestens einen gemeinsamen Punkt. 

Wir wenden uns nun dem Beweis des Satzes(A”) zu. Wir fiihren den 
Beweis durch Induktion nach der Dimensionszahl n, was dadurch ermég- 
licht wird, da® wir gleichzeitig mit (A”) noch die folgende Zusatzbehaup- 
tung beweisen: Der Durchschnitt 2#,, H,,..., #,,, (der, wenn nicht leer, 
jedenfalls nur endlich viele Punkte besitzt**)) besteht aus einer ungeraden 
Anzahl von Punkten. 


n+1 


**) Bei Lebesgue, Fund. Math. 2, 8. 257 wird die analoge Behauptung fiir Kom- 
plexe aus Intervallen einer ,,Gitterzerlegung“ bewiesen. Fiir ziegelartige Zerlegungen 
gestaltet sich der Beweis, wie wir sogleich sehen werden, wesentlich einfacher. 

8) Dagegen erfiillen die Mengen £, fiir n> 1 die Voraussetzung des Satzes (A’) nicht. 

8) Denn jeder seiner Punkte ist Schnittpunkt von n +1 Intervallen Z,, die Anzahl 


dieser Schnittpunkte ist aber endlich ( namlich <= Sys )s wo m die Anzahl aller Z, ist : 
\ \ a 








=~ — 2606 
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Fiir n =1 ist die Behauptung (A”) nebst Zusatz trivial. In der Tat, 
die nulldimensionalen Seiten B, bzw. Bj des eindimensionalen Intervalls 
I= (a, b] sind bei passender Bezeichnung die Endpunkte a bzw. b, also 
enthalt der Intervallkomplex Z, a, aber nicht b, und ein Punkt, der sich 
langs der Strecke J von a nach b bewegt, gelangt aus HZ, in H#,, mu 
demnach eine ungerade Anzahl von Malen die Grenze zwischen Z, und EZ, 
iiberschreiten. Mit andern Worten haben die Intervallsummen Z, und £, 
eine ungerade Anzahl von Punkten gemein. 

Sei nun n>1. Wir nehmen unsere Behauptungen fiir n —1 als 
bewiesen an und wollen daraus ihre Giiltigkeit fiir n herleiten. 

Wegen B,-E,,,=0 ist B, = =B,-E,. Nach der Behauptung (a) 

i=1 
in §1 sind die Mengen B,-H#, Summen von Teilintervallen einer ziegel- 
artigen Zerlegung des (nm — 1)-dimensionalen Intervalls B,. Ferner erfiillen 
diese Mengen, wie man leicht sieht, die den Bedingungen (*) ‘analogen 
Bedingungen in bezug auf die entsprechend numerierten (n — 2)-dimen- 
sionalen Seiten von B,,**) woraus sich vermége der Induktionsannahme 
ergibt, da8 der Durchschnitt ITB, E, = B.- ITE, nicht leer ist und aus 
i=1 i=i 
einer ungeraden Anzahl von Punkten besteht. Setzen wir zur Abkiirzung 


P ITE, und bemerken wir, daB (nach den Annahmen (*)), die Seite B, 
t=1 


ausgenommen, keine Seite des Intervalls J von P beriihrt wird, so haben wir: 


I. Die Menge P ist nicht leer und besitzt eine ungerade Anzahl von 
Punkten auf dem Rande von J. 


P setzt sich aus einer Anzahl von Strecken 


ae yee FY 

zusammen (wir nennen sie Teilstrecken von P), wo 8, (¢=1,2,...,1r) 
Durchschnitt ist von n Intervallen 

(1) Zins Digs «+1 Digs 

die bei entsprechender Anordnung die Beziehungen erfiillen: 

(2) Zi, © B, (&=1,2,..., 2%). 


Betrachten wir die Endpunkte der Strecken s,, oder, wie wir uns 
kurz ausdriicken wollen, die Eckpunkte von P.*°) Wir sprechen von einem 

*4) Die Rolle der Seiten B, bzw. Bf (i=1,...,—1) wird namlich von den 
Projektionen dieser Seiten auf B, iibernommen. 

*) Aus der Bemerkung (b) in § 1 folgt, daB ein Punkt von P dann und nur 
dann ein Eckpunkt ist, wenn in ihm n+1 Intervalle Z, zusammenstoBen. 





216 W. Hurewicz. 


Eckpunkt m-ter Ordnung, wenn m die Anzahl der Strecken ist, welche 
ihn als Endpunkt besitzen. Wir zeigen: 

Il. Jeder Eckpunkt von P hat héchstens die Ordnung 2. Eckpunkte 
von der Ordnung | sind erstens die auf der Grenze von J gelegenen Punkte 


von P und zweitens die Punkte des Durchschnittes [7 = IT E,.*) Alle iibri- 
gen Eckpunkte sind von zweiter Ordnung. — 

DaB jeder auf der Grenze von J liegende Punkt von P Eckpunkt 
erster Ordnung ist, ist klar. Sei jetzt p ein im Innern von J gelegener 
Eckpunkt von P, etwa Endpunkt der Teilstrecke s, von P, die als 
Durchschnitt der Intervalle (1) definiert ist. Nach der Bemerkung (b) im 
vorigen Paragraphen gehért p auBer den n Intervallen (1) noch einem 
Intervall 

Z 


ins) 
an, das in (1) nicht vorkommt. Wir unterscheiden zwei Fille: 


1. p liegt in 7 = P-E,.,. Dann ist eines der p enthaltenden Inter- 
valle Z, in Z,,, enthalten. Nach (2) kann dies nur das Intervall Z,,,, 
sein, es ist also Z,,,C #,,,, und daher ist das System (1) das einzige 
n-tupel aus in p zusammenstoBenden Intervallen Z,, in dem Intervalle 
aus jedem der nm Komplexe £,, E,,..., #, vertreten sind. Dies bedeutet 


n 
n 
aber, dab s,= [J Z;, die einzige in p miindende Teilstrecke von P ist. 
t= 1 
Somit ist p ein Eckpunkt erster Ordnung. 
2. p liegt auBerhalb J7, also auBerhalb FE, ,. Dann ist Z in einem 
E, fiir k <n enthalten. Aus dem System der n-+-1 Intervalle Z;, kann 
man dann auBer dem n-tupel (1) noch ein und nur ein n-tupel heraus- 
greifen, in dem je ein Interval] aus jedem der nm Komplexe £,, E,,..., £ 
vorkommt, namlich das n-tupel 


ins 


(3) Zi,» - ++) Dig a ee 


In p miinden somit zwei Teilstrecken von P: die Strecke s, und die als 
Durchschnitt des n-tupels (3) definierte Strecke sj.°”) Folglich ist p ein 
Eckpunkt zweiter Ordnung. Damit ist die Behauptung II***) bewiesen. 


Sei a, bzw. «, die Anzahl aller Eckpunkte erster bzw. zweiter Ord- 
nung von P. Da «, + 2a, die verdoppelte Anzahl aller Teilstrecken von 


6) Mit Riicksicht auf *) ist jeder Punkt von JJ Eckpunkt von P. 

*?) DaB p Endpunkt der letzteren Strecke ist, folgt aus der Behauptung 2 in § 1. 

#*) Man kann II auch in der Gestalt aussprechen: Die Menge P besteht aus 
einer Anzahl von (geschlossenen oder nicht geschlossenen) Streckenziigen, deren im 
Innern von J gelegene Endpunkte mit den Punkten von J] iibereinstimmen. 
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P ist, ist die Zahl a, gerade. Von dena, Eckpunkten erster Ordnung liegt 
aber nach I eine ungerade Anzahl auf der Grenze von J und daher eine 
ebenfalls ungerade Anzahl im Innern von J. Nach II bedeutet dies, da8 
IT nicht leer ist und aus einer ungeraden Anzahl von Punkten besteht. 
Damit ist (A”) und folglich auch (A’) bewiesen**) ***), 


§ 3. 


Den Ubergang von dem kombinatorischen, finiten Satz (A’) zu dem 
mengentheoretischen, infinitesimalen Satz (A) vollziehen wir durch eine fast 
wortliche Wiederholung des entsprechenden Lebesgueschen Schlusses**): 

Sei G ein abgeschlossenes Gebiet des R,. G enthalt ein n-dimensio- 
nales Intervall von einer Kantenlinge 1. Wir wollen zeigen, daB bei jeder 


Summendarstellung G = 5) A;, wo A; abgeschlossene Mengen mit Durch- 
i=1 


messern </ sind, Punkte existieren, die n+ 1 dieser Mengen gemein- 
sam sind. 

Nehmen wir zu dem Zwecke eine gegen Null konvergierende Folge 
positiver Zahlen ¢,, €,, €,,..., die alle so klein gewahlt sind, da8 fiir jedes 
A, die Umgebungen U(A,, e, yn) (k =1, 2, ...) ®) Durchmesser < | haben. 
Fiir jedes natiirliche m nehmen wir eine ziegelartige Zerlegung (o,,) des Inter- 
valls J in Intervalle mit Kantenlangen < ¢,,**) vor und bilden bei gegebenem 
m zu jedem A, die Summe Sj aller derjenigen Intervalle von o,, die mit 
A, gemeinsame Punkte haben. Es ist SSC U(A,, ¢,,¥%), daher sind die 
Durchmesser der S;, kleiner als J, und keines der S,, beriihrt zwei gegen- 
iiberliegende Seiten von J. Nach (A’) gibt es bei jedem m einen Punkt p,,, 
der n+ 1 der Mengen S,, angehdrt. Dieser Punkt hat offenbar die fol- 
gende Eigenschaft: Der n-dimensionale Wiirfel von der Kantenlange 2<,, 


*8) Es sei nachdriicklich auf den rein kombinatorischen Charakter aller bisherigen 
Uberlegungen hingewiesen. DaB wir scheinbar die Geometrie der «ontinuierlichen 
Mannigfaltigkeiten verwendeten, diente nur zur Vereinfachung. 

%8) (Zusatz bei der Korrektur.) Der angefiihrte Beweis wurde auf Grund 
meiner miindlichen Mitteilungen von Menger in seinem unlangst ¢:schienenen Buche 
»Dimensionstheorie“ (Leipzig 1928) reproduziert (S. 254—258). Zr beachten ist, daB 
sich in die Mengersche Darstellung ein Fehler eingeschlichen hat, indem dort die 
Giiltigkeit der fiir die Mengen D, (bei Menger heiBen dieselben A,) im Satz (A’) vor- 
ausgesetzten Bedingung auch fiir die Mengen ZH, (bei Menger B,;) des S.tzes (A”) an- 
genommen wird. Vgl. oben FuBnote ™*). 

%) Vgl. Lebesgue, a. a. O. S. 259. ‘Im Gegensatz zu den bisher verwendeten 
»finiten* Schliissen hat dieser Schlu8 einen infinitesimalen Charakter. 

%) Unter einer Umgebung U(A,p) versteht man die Menge aller Punkte, die 
von der gegebenen Menge A einen Abstand kleiner als p haben. 

5*) DaB eine derartige Zerlegung existiert, haben wir in § 1 gesehen.. 
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mit dem Punkt p,, als Mittelpunkt besitzt gemeinsame Punkte mit min- 
destens n-+-1 Mengen A.,. 

Betrachten wir einen Hiufungspunkt p der unendlichen Folge 
Pr» Pas +++s Pm +> 80 enthalt offenbar jede beliebige Umgebung von p 
Punkte aus n-+-1 verschiedenen A;. Da es aber mit Riicksicht auf die 
Abgeschlossenheit der A, eine Umgebung von p gibt, die Punkte nur aus 
jenen A, besitzt, die den Punkt enthalten, so liegt p in mindestens n +1 
der Mengen A;. Damit ist (A) bewiesen. 

Bemerken wir noch, da sich aus den vorstehenden Uberlegungen die 
Giiltigkeit des folgenden Satzes ergibt: Wird ein n-dimensionales Intervall 
in m-+-1 abgeschlossene Mengen Z, E,...E£,,, zerlegt, so daB die ,.Rand- 
bedingungen“ (*) in § 2 erfiillt sind, so haben die nm +1 Mengen £, min- 
destens einen Punkt gemeinsam. 


(Eingegangen am 15. 1. 1928.) 
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Zum héheren Zusammenhang der kompakten Riume. 


Von 


L. Vietoris in Wien. 


Ich habe in meiner Abhandlung ,,Uber den héheren Zusammenhang 
kompakter Raiume und eine Klasse von zusammenhangstreuen Abbildungen‘ *) 
auf Grund der in simplizialen Komplexen mit endlich vielen Seiten kom- 
binatorisch definierten Homologie-, Zusammenhangs- und Fundamental- 
gruppen in beliebigen kompakten metrischen Raiumen Gruppen definiert, 
welche ich Homologie-, Zusammenhangs- und Fundamentalgruppen dieser 
Raume nannte. Ich will im folgenden diese Bezeichnung rechtfertigen, in- 
dem ich zeige, daB I. die mengentheoretisch definierten Gruppen tatsichlich 
Verallgemeinerungen der kombinatorisch definierten Gruppen sind und daf 
Il. die m-te Homologiegruppe (ebenso die m-te Zusammenhangsgruppe) 
jedes n-dimensionalen kompakten Raumes fiir m > n aufer dem neutralen 
Element kein Element enthdlt. 


I. 


FaB8t man die Seiten eines Komplexes?*) als geometrische Simplexe, d. i. 
(im Gegensatze zu dem in (Z,) eingenommenen Standpunkt) als Raum- 
stiicke, den Komplex selbst als Vereinigungsmenge dieser Simplexe und 
damit als kompakten metrischen Raum auf, dann sind in ihm die ge- 
nannten Gruppen nicht nur, wie iiblich, kombinatorisch, sondern auch, wie 
in (Z,) auseinandergesetzt, mengentheoretisch erklart. Wir wollen hier 
zeigen, daB diese beiden Definitionen iibereinstimmen, d.h. daB die kom- 
binatorisch erklarten Gruppen mit den entsprechenden mengentheoretisch 
erklarten Gruppen einstufig isomorph sind. Wir beschranken uns auf die 


1) Math. Annalen 97 (1927), S.454—472, und auszugsweise Proc. Amsterdam 29 
(1926), 8.443—453. Wir beziehen uns im folgenden unter (Z,) auf Math. Annalen 
loc. cit., deren Begriffe und Namen wir hier verwenden. 

18) Wir betrachten nur simpliziale Komplexe von endlich vielen Seiten. 
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Homologiegruppen. Der Beweis fiir die Zusammenhangsgruppen und die 
Fundamentalgruppen verlauft analog. 

Da die topologische Invarianz der in kompakten metrischen Raéumen 
definierten Gruppen eine unmittelbare Folge der gleichmaBigen Stetigkeit 
der topologischen Abbildungen in kompakten Raumen ist*), erbringen wir 
damit auch einen Bewets fiir die topologische Invarianz der kombinatorisch 
definierten Gruppen, insbesondere der (kombinatorisch definierten) Betti- 
schen Zahlen und Torsionszahlen *). 

Wir verwenden zum Beweis die folgenden kombinatorischen Siatze, die 
im wesentlichen schon bei Poincaré‘) zu finden sind und auch beim Beweis 
Alexanders °) fiir die topologische Invarianz der Bettischen Zahlen und der 
Torsionszahlen die Grundlage bilden. 


(A) Ist K* die erste regulare Unterteilung*) eines Komplexes K°, 
dann gibt es zu jedem in K* liegenden Zykel C* einen in K° liegenden 
Zykel C°, dessen erste regulire Unterteilung C°* mit C* in K* homolog ist. 

(B) Ist der in K* liegende Zykel D* in K* homolog mit der ersten 
reguliren Unterteilung C°* eines in K° liegenden Zykels O°, so ist D* ~ 0 
in K* dann und nur dann, wenn C°~ 0 in K° ist’). 

(A) und (B) zusammen besagen, daB die k-te Homologiegruppe von 
K* mit der von K° einstufig isomorph ist (fiir jedes k= 0,1, 2,...). 

Nun sei K° irgendein simplizialer kombinatorischer Komplex mit 
endlich vielen Seiten. Unter K verstehen wir denselben Komplex, aber 
aufgefaBt als Punktmenge im Sinne von Veblen*), und denken uns K 
irgendwie metrisiert. Ein Zykel in K° ist dann ein Zykel, dessen samtliche 
Seiten Seiten von K” sind; ein Zykel in K ist nach (Z,)II ein Zykel, 
dessen Ecken in K liegen. 

Die l-te Homologiegruppe von K ist nach der Definition von (Z, ) II 
die Gruppe der Fundamentalfolgen von J/-dimensionalen Zykeln in K. 
Unsere Behauptung ist, daB diese Gruppe mit der in K° kombinatorisch 
definierten /-ten Homologiegruppe einstufig isomorph ist. 


*) In (Z,), 8. 465-472 ist die Invarianz der genannten Gruppen beziiglich einer 
allgemeineren Klasse von Abbildungen gezeigt. Nur dieser Beweis erfordert den dortigen 
Aufwand an Mitteln. 

%) Zum ersten Mal von J. W. Alexander, Trans. Am. Math. Soc. 28 (1926), S. 324 
bis 330. Es ist nicht zu verwundern, daB8 im folgenden Beweis die Hilfsmittel 
Alexanders wieder Verwendung finden. 

*) Rend. Pal. 13 (1899), S. 303—309. 

5) loc. cit. *). 

®) Veblen, Analysis Situs, S. 41, 86, sowie loc. cit. *) und loc. cit. *). 

”) K°, K*, C°, C®* bedeuten hier dasselbe wie in (A). 
*) loo. cit. *). 
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Nun sei «>0 beliebig vorgegeben. K” entstehe aus K° durch 


n-malige regulare Unterteilung und habe eine Kantenlinge < 5 . b6>0 sei 
so gewahlt, daB jede Punktmenge M in K, deren Durchmesser < 6 ist, 
ganz in dem Stern®) mindestens einer Ecke von K” liegt. Ist nun a irgend- 


é 
2 
von @ ganz in dem Stern mindestens einer Ecke von K” in K” enthalten. 


ein Punkt von KX, so ist die sphiarische Umgebung U, vom Radius 


Eine dieser Ecken von K” ordnen wir dem Punkt a als a’ zu. (Die so 
erhaltene Abbildung Y (,,elementary transformation“ im Sinne Alexanders *®)) 
von K auf die Menge der Ecken von K" ist natiirlich unstetig, aber ihre 


. . . 2 : TY 4 4 "7 4 4 
Schwankung ist in keinem Punkt > =) Nun sei C ein Zykel in K von 


: a é 
einer Kantenlange < 


5 und [a,,a,,..-.,@,] eime Seite von C. Die zu- 


i 


“ * + * , 4 
gehérigen Umgebungen U,,, U,,,..., Us, vom Radius 5 haben als Durch- 
schnitt eine Menge, in welcher a,,a,,...,@, innere Punkte sind. Verstehen 


wir unter S; den Stern von a/ in K", so ist U,,SS8;. Daher hat der 
Durchschnitt S, S,... 8, erst recht einen inneren Punkt. Es gibt also min- 
destens einen Teilsimplex A” (m <n) von K", der ein Teil des Durchschnittes 
8, S,... 8, ist, dh. die Punkte aj, a},...,a; sind Ecken von A”; mit 
anderen Worten: der Simplex [aj, aj, aj,...,a;] ist eine Seite von K”. 
Der Komplex aller dieser den Seiten von C entsprechenden Seiten ist ein 
Zykel und heiBe CO’. Es gilt C’~,C in K, was man wie die analoge 
Behauptung in Z,(3) einsieht. 

Zu ©’ gibt es nach (A) einen Zykel C° in K°, dessen n-te regulire 
Unterteilung O” mit C’ in K" homolog ist. Als Zykel in K aufgefaBt 


sind ©’ und ©” miteinander daher ; ~ homolog in K. Aus C~,C’ in K 
und C’~, 0” in K folgt nun C~,C” in K. 


8 
Wir haben also gezeigt: 
(1) Ist e>0, so gibt es ein 6>0 und ein n, so daB es zu jedem 
in K liegenden > - Zykel C einen in K° liegenden Zykel C° gibt, dessen 


n-te regulire Unterteilung C” mit C in K e-homolog ist. 
Daher gilt: 


(1’) Jede Fundamentalfolge von in K liegenden Zykeln C,, C,, C,,... 
ist in K homolog mit einer Fundamentalfolge von Zykeln C,’, O,’, C;’...., 

*) Ist A eine r-dimensionale Seite (0<r<n) eines n-dimensionalen Kom- 
plexes X, so verstehen wir unter dem Stern von A in K den Komplex aller Seiten 
von K, welche A als Seite enthalten. 

1) Diese Abbildungen wurden zuerst von J. W. Alexander, loc. cit. *), heran- 
gezogen und bilden den Kern seines Invarianzbeweises. 
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welche aus in K° liegenden Zykeln CY, Ce, Ce, ... durch entsprechend 
oftmalige ‘') regulire Unterteilung entstehen. 

Setzen wir nun im Beweis von (1) (ohne ein ¢ vorzugeben) n = 0 
und wahlen im iibrigen 6 und die Abbildung & so, wie dort angegeben. 
C sei ein Zykel in K, der aus einem in K° liegenden Zykel C° durch 
r-fache (r > 0) regulire Unterteilung entsteht; ferner sei C~,; 0 in K, 


d.h. C sei Rand eines in K liegenden Komplexes P, dessen Seiten < + 


sind (vgl. Z,, S. 458). % fihrt C in einen in K° liegenden Zykel C’, 
P in einen in K° liegenden Komplex P’ iiber, dessen Rand (’ ist. Da- 
mit ist C’~0O in K°. Tilgt man in ©’ entgegengesetzt gleiche Seiten 
gegeneinander, so erhalt man nach Alexander (loc. cit. 8. 328, Lemma) den 
Zykel O°. Also ist C°~0 in K°®. 

Damit haben wir gezeigt: 

(2) Zu K® gibt es ein 6>0, so daB jeder in K° liegende Zykel C°, 
von dem eine hinreichend feine regulire Unterteilung ~, 0 in K_ ist, 
selbst ~ 0 in K° ist. 2 

Anders ausgedriickt, bedeutet das: 

(2") Ist C,, C,, C,,... eine Nullfolge (vgl. Z,, 8.458) von Zykeln in 
K, welche aus in K° liegenden Zykeln C?, C?, C,’,... durch entsprechend 
oftmalige*?) regulire Unterteilung entstanden sind, dann sind fast alle 
CP~ 0 in K°. 

Sind nun C,, C,, O,,..., D,, D,, D,,... zwei Fundamentalfolgen in 
K, welche in K miteinander homolog sind, dann sind irgendwelche Folgen 
Cy", C2’, Cs’, ..., DY, Dy, Dy,..., welche ihnen gemaB (1’) entsprechen, 
miteinander in K homolog, weil {C;’} ~ {C,;} ~ {D,} ~ {D,"} in K gilt. 
Also ist die Folge {C;’— Dj’} ={C,"— DY, Cy'— Dy,...} eine Null- 
folge. Sie besteht aus lauter Zykeln, welche durch regulire Unterteilung 
aus den entsprechenden Zykeln C,°—D,° entstehen. Also ist nach (2’) 
fiir fast alle ¢ 0, — D? ~O in K°, dh. CP ~ D? in K fiir fast alle 7. 
Ahnlich zeigt man, daB C° ~ Cf ist, sobald ¢ und & hinreichend groB sind. 

Durch (1’) und (2’) ist also jeder Homologieklasse (@ von Funda- 
mentalfolgen aus K eindeutig eine Homologieklasse aus K° zugeordnet, 
namlich die Klasse jener Zykel C°, aus denen man durch fortgesetzte 
regulare Unterteilung eine Fundamentalfolge C°, C*, O°, ... erhiilt, welche 
der Homologieklasse © angehért. Umgekehrt erhalt man zur Homologie- 
klasse irgendeines in K° liegenden Zykels C° durch fortgesetzte regulire 





1) C muB nur so oft, k,-mal, untergeteilt. werden, daB lim k,; = ist, weil sonst 
iiberhaupt keine Fundamentalfolge entsteht. Vgl. Z,, S. 458. 


i=@ 


———— 








Ur 
de 






































Zusammenhang kompakter Raéume. 223 


Unterteilung eine Fundamentalfolge c°, o*, C*,..., deren Homologieklasse 
der von C° in der angegebenen Weise entspricht. 

Damit ist zuniachst eine eineindeutige Zuordnung unter den kombi- 
natorisch und den mengentheoretisch definierten Homologieklassen definiert. 
Es bleibt nur noch die Erhaltung der Gruppenrelationen bei diesem Ent- 
sprechen in beiden Richtungen zu zeigen. 

Es seien zunichst C°, D®°, E° drei Zykel in K°, welche in der Rela- 
tion C°-+ D° = E°® stehen. Dann stehen selbstverstindlich auch die aus 
ihnen durch fortgesetztes regulires Unterteilen hervorgehenden Fundamental- 
folgen € ={C°, C*, O°, ...}, D={D*, D’, D*,...}, E={ B®, EB’, B*,...} 
in der Relation € + D = 6, weil ja fiir jedes i C'+ D'=E’' gilt. Da 
auBerdem aus E°~ F° in K° die Homologie E~%F in K folgt, wo 
§ =({F°, F’, F’,...} ist, so gilt fiir irgend drei Zykel C°, D°, F° in K°®, 
welche in der Relation C°-+ D° ~ F® in K® stehen, € + D~% in K. 

Andererseits seien © ={C,, C,, C,,...}, D={D,, D,, Dy, ...}, 
€=—{E,, E,, E,,...} drei Fundamentalfolgen von Zykeln und es be- 
stehe die Relation ©€+D~€E in K. Fiir die gem&B (2) entsprechen- 
den Fundamentalfolgen €” {0°, Feed {D°, D*, D*, “mm 5 
gE” — {F°, E’, Bal gilt dann wegen ©€~ €” in K, D~D” in K, 
€ ~ &” in K auch €”-+ D” ~ ©” in K. Nun sei F” = C" + 9D”. Dann 
ist %” die Fundamentalfolge {c° pe O4+ Do + Baa und ent- 
steht aus dem Zykel F° = C°+ D° durch fortgesetztes regulares Unter- 
teilen. Wegen §” ~ ©” in K gilt nun F° ~ E° in K®, d.h. C°+ D® ~ E° 


; ‘ ; 
in K°, was eben noch zu beweisen war. 


I. 


(3) Ist M ein kompakter metrischer Raum von einer Dimension < n, 
dann ist fiir m>n die m-te Homologiegruppe**) von M leer**). 

Dabei verstehen wir das Wort Dimension im (spater von P.. Urysohn 
und K. Menger wieder aufgenommenen) Brouwerschen Sinne und stiitzen 
uns zum Beweis von (3) auf den folgenden Urysohn-Mengerschen Satz: 

Ist M ein kompakter metrischer Raum von einer Dimension < n und ist 
e > 0, dann ist M Vereinigung von endlich vielen offenen Teilen, deren Durch- 
messer < ¢ sind und von denen je (n + 2) einen leeren Durchschnitt haben"). 


#2) Analog sind fiir die Zusammenhangsgruppen Satz und Beweis. 

18) Eine Gruppe heiBe leer, wenn sie auBer dem neutralen Element (Einheits- 
element) kein Element enthiilt. 

44) Siehe beziiglich des Satzes und der Literatur dazu die zusammenfassenden 
Darstellungen von W. Hurewicz, Math. Annalen 98 (1927), 8. 81, und P. Alexandroff, 
Math. Annalen 98 (1927), S. 48. Anstatt des Wortes ,offenen“ in obiger Fassung steht im 
Originalsatz ,abgeschlossenen“. Die Aquivalenz der beiden Fassungen ist leicht einzusehen 
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Diese Teile mégen A,, A,,..., A, heiBen. Wir wahlen in jedem dieser 
A, einen Punkt g;. Nun definieren wir einen Komplex K mit den Ecken a, 
durch folgende Festsetzung: Der Simplex”) [a;,, a;,, ..., a;,] soll dann 
und nur dann dem Komplex K als Seite angehéren, wenn der Durchschnitt 
A;, Aj,... Ai, +0 ist. Da je (n+ 2) von den A; einen leeren Durchschnitt 
haben, hat K eine Dimension <n. Die Kantenlinge von K ist < 2¢."*) 
Nun sei 6 > 0 so klein, daB 4 < « ist und die Umgebung vom Radius 6 
jedes Punktes x von M ganz in mindestens einem der A, liegt. (Es gibt 
dieses 5, weil M kompakt und die A, offen und nur endlich viele sind.) 
Jedem Punkt x von M sei nun als zx’ einer jener Punkte a, zugeordnet, 
in dessen zugehérigem A, die Umgebung von x vom Radius 6 liegt. Diese 
(im allgemeinen unstetige) Abbildung von M auf die Menge der a, heiBe Y. 
Ferner sei C ein 6-Zykel in M. Der C in der Abbildung & entsprechende 
Zykel ©’ ist dann ein Zykel in K, d.h. ein Zykel, dessen simtliche Seiten 
Seiten von K sind. Ist namlich [¢,,c,,...,¢,] eine Seite von C, [e},¢3,..., ¢/] 
die entsprechende Seite von 0’, wo cj = aj,, c; =@j,, ..., Cf = aj, ist, dann 
liegt wegen ¢,¢;< 4 der Punkt c, in Aj, fiir 7 = 1, 2,...,1; damit ist der 
Durchschnitt Aj, Aj, ...Aj,+ 0, also [aj,, a;,,..., a] = [¢j, ¢3, -.., cf] eine 
Seite von K. Wie in (Z,)(3) zeigt man noch, daB C~ 5,0’ in M ist. 


Dabei kann natiirlich, auch wenn eine Seite [c,, c,,...,¢,] von C nicht 
ausgeartet ist, d. h. auch wenn c,;+c, fiir i+ gilt, die entsprechende 
Seite [cj, cg, ..., ¢,] ausgeartet sein, indem etwa c{/ =cj=—c/, ci =cj, ... 


ist. CO’ ist dann ein ,,ausgearteter“ Zykel. Hat C eine Dimension m > n, 
so hat natiirlich auch C’ die Dimension m>n und ist als Zykel auf K 
notwendig ausgeartet. Wenn wir nun zeigen, daB OC’ ~0 auf K ist, so 
ist gezeigt, daB fiir jeden in M liegenden 6-Zykel C gilt: C~;,0 in M. 
Denn dann gilt auBer C ~,,C’ in M auch C’ ~2,0 in M. Dann ist 
auch gezeigt, da8 fiir m >n jede Fundamentalfolge von m-dimensionalen 
Zykeln in M homolog 0 ist. 

Was also noch zu zeigen bleibt, ist der folgende rein kombinatorische Satz: 


(4) Ist K ein n-dimensionaler Komplex und C’ ein auf ihm liegender 
m-dimensionaler (ausgearteter) Zykel und m >n, dann ist C’ ~ 0 auf K. 

Damit ist gemeint, daB es dann in XK einen (ausgearteten) (m-+-1)- 
dimensionalen Komplex P gibt, dessen Rand R(P)=C’ ist. 

Wir fiihren den Beweis durch eine doppelte vollstindige Induktion, 
einerseits nach der Anzahl r der Teilsimplexe, aus denen K_ besteht, 


**) Es ist wesentlich, hier das Wort Simplex in der abstrakten Bedeutung von 
(Z,) mu verstehen. ? 

%*) Vgl. P. Alexandroff, Math. Annalen 96 (1926), S. 489—511, und C. R. 184 
(1927), 8. 317-819. 
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andererseits nach der Dimension n von K. Als Ausgangspunkt der Induk- 
tion iiberlegen wir uns die folgenden Tatsachen (a) und (b). 


(a) Der Satz gilt, wenn K aus einem einzigen Teilsimplex besteht. 
Ist dann namlich auf K ein Zykel C’ irgendwelcher Dimension gegeben 
und a eine beliebige Ecke von K, so hat der Verbindungskomplex a >< C’, 
d. i. der Komplex aller Simplexe, welche a mit einem Simplex von C’ ver- 
binden, als Rand den Zykel C’. 


(b) Der Satz gilt, wenn n=0, d.h. K ein nulldimensionaler Kom- 
plex K, + K,+...+K, ist, wo K, die (aus einzelnen Punkten bestehen- 
den) Komponenten von K’ sind. Ist C’ irgendein in K enthaltener Zykel 
einer Dimension m > 0 — er mu8 ausgeartet sein —, dann ist er Summe 
Ci + O;4+-...+ Cf von m-dimensionalen Zykeln C/, deren jeder ganz in 
einer Komponente K; von K liegt. Zufolge (a) ist aber C/ ~ 0 in K,,*") 
also C’ ~ 0 in K. 

Um nun zur Induktion selbst zu kommen, nehmen wir an: Es stehe 
fiir drei bestimmte Werte n, m > n, r fest, daB in jedem nicht mehr als 
(n —1)-dimensionalen Komplex alle (m—1)-dimensionalen Zykel homo- 
log 0 sind, ferner daB in jedem aus weniger als r Teilsimplexen bestehen- 
den nicht mehr als n-dimensionalen Komplex alle m-dimensionalen Zykel 
homolog 0 sind. 

Nun bestehe der n-dimensionale Komplex K aus r Teilsimplexen. 
Wir stellen K als Summe zweier nicht mehr als n-dimensionaler Kom- 
plexe K,, K, dar, von denen jeder weniger als r Teilsimplexe hat und 
deren Durchschnitt LZ von einer Dimension <n ist. Laut Induktions- 
annahme ist dann jeder in K, (¢ =1, 2) enthaltene m-dimensionale Zykel 
in K, homolog 0 und jeder in L enthaltene (m-—1)-dimensionale Zykel 
in Z homolog 0. Diese beiden Dinge geniigen aber'*), um behaupten zu 
kénnen, daB jeder in K,|-K,=—K enthaltene m-dimensionale Zykel in 
K,+K, ~ 0 ist. Damit ist unsere Induktion geschlossen und (4), somit 
auch (3), bewiesen. 





+7) Denn K, ist ein (nulldimensionaler ) Simplex. 

1%) Denn es gilt der Satz: Sind K, und K, Komplexe, in denen jeder k-dimen- 
sionale Zykel homolog 0 ist, und ist im Durchschnitt K, K, jeder (k — 1)-dimensionale 
Zykel homolog 0, dann ist in KX, 4X, jeder k-dimensionale Zykel homolog 0. Vel. 
meine Abhandlung Monatsh. f. Math. u. Phys. 85 (1928), 8. 169. Der Satz ist implizit 
auch durch die Beweise von Poincaré, loc. cit., bzw. Alexander, loc. cit., fiir die ein- 
gangs erwaihnten Sitze (A), (B) erwiesen. 


(Eingegangen am 12. 2. 1928.) 
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Uber Geometrien, bei denen die Geraden die Kiirzesten sind. 
Von 
Paul Funk in Prag. 


Einleitung. 


Klein hat bekanntlich, um die nichteuklidische Geometrie zu ver- 
anschaulichen, die nichteuklidische Ebene auf das Innere der Ellipse der 
euklidischen Ebene abgebildet. Dabei entsprechen den Geraden wieder 
Geraden, der nichteuklidischen Entfernung zweier Punkte A und B der 
Logarithmus eines Doppelverhaltnisses, und zwar ist die nichteuklidische 


Entfernung s gleich 
1 (1 4) AM, 
2k \ 8 ita 4 + 83y,)- 


Dabei bedeuten M, und M, die Schnittpunkte der Geraden mit der Ellipse 
und — k* das Kriimmungsma8 des Raumes. 

Ersetzt man die Ellipse durch eine beliebige konvexe Linie und behilt 
dieselbe Formel wie oben zur Einfiihrung einer MaSbestimmung bei, so 
bleiben, wie zuerst Hilbert*) bemerkte, in einer Geometrie, welche sich auf 
einer derartigen MaSbestimmung aufbaut, die Saitze erhalten, daB in einem 
Dreieck die Summe zweier Seiten gréBer ist als die dritte und weiter die 
Geraden die kiirzesten Verbindungslinien zweier Punkte sind. Die konvexe 
Linie wollen wit im folgenden als Mantel, die Schnittpunkte M, und M, 
einer Geraden mit dem Mantel als Mantelpunkte dieser Geraden bezeichnen. 

Auf Anregung von Hilbert hat nun Hamel in zwei Arbeiten*) eine 
allgemeine Untersuchung iiber diejenigen Geometrien angestellt, bei denen 
die Geraden die kiirzesten Linien sind. Hierbei wurde auch die Frage be- 
handelt, welche Forderung zu unserer Grundforderung hinzutreten miisse, 
um das spezielle Hilbertsche Beispiel innerhalb der allgemeinen Geometrien, 





') Math. Annalen 46, bzw. Grundlagen der Geometrie, Anhang I. 
*) Dissertation, Gottingen 1901, und Math. Annalen 57. 
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bei welchen die Geraden die kiirzesten Linien sind, zu charakterisieren In 
gewissem Sinne gibt zwar Hamel auf diese Frage eine Antwort. Seine Ant- 
wort hat aber nicht die Form eines Satzes der Infinitesimalgeometrie. Mit 
Riicksicht auf die Analogien bei physikalischen Betrachtungen, wo die 
Axiome den Charakter von infinitesimalgeometrischen Aussagen haben, er- 
schien mir in dieser Richtung eine Erginzung wiinschenswert. 

Ich stellte mir also die Frage: Welche Forderung infinitesimalgeometri- 
scher Natur mu8 zur Forderung, daB die Geraden die kiirzesten Linien sein 
sollen, hinzutreten, damit man auf das Hilbertsche Beispiel gefiihrt wird? 

Im folgenden soll nicht nur diese, sondern auch einige Fragen ahn- 
licher Art erértert werden. 


§ 1. 
Analytische Vorbetrachtungen. 


Um den Gedankengang der folgenden Uberlegungen nicht unterbrechen 
zu miissen, méchte ich hier vorbereitend eine spiter oft beniitzte Schreib- 
weise erkliren. 

Im folgenden handelt es sich immer um Funktionen des Linien- 
elementes, d.h. um Funktionen von x, y und #, wobei # den Winkel be- 
deutet, den das Linienelement mit der positiven X-Achse einschlieBt. Alle 
Uberlegungen und Siatze des folgenden haben einen gegeniiber euklidischen 
Drehungen invarianten Charakter. Dies legt nahe, fiir die beiden Operationen: 
Differentiation langs des Linienelementes und Differentiation senkrecht zum 
Linienelement eigene Bezeichnungen einzufiihren. 

Wir schreiben fiir: 

-s cos 0 + a snd—-®D, — = sin } +- - cos 0 —+ P,. 
®, moge die Differentiation nach dem euklidischen Winkel unter Fest- 
haltung von x und y bedeuten. Dann gelten die Vertauschungsformeln: 


(1) P,, ai ®,, T ®,, 2,5 - ®,, = ®,, ®,,: ®,,- 

Um eine Anwendung dieser Schreibweise vorwegzunehmen, fragen wir 
uns: Durch welche partielle Differentialgleichung ist ein Radiusvektor r, 
der von dem Linienelement zum Punkte einer festen Kurve fiihrt, als 
Funktion des Ausgangslinienelementes gekennzeichnet? Bewegen wir das 


Ausgangslinienelement in der Richtung des Radiusvektor, so gilt 
(2) r,=—1. 


Wenn sich das Ausgangslinienelement auf einem Kreise bewegt, dessen 
Mittelpunkt der Endpunkt des Radiusvektor ist, so andert sich der Radius- 


15* 
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vektor iiberhaupt nicht. Man erhalt 





3 Te 
(- = —., 
} '> r 


Die Gleichungen (2) und (3) sind zur Kennzeichnung des Radius- 
vektors auch hinreichend. Denn zwei Bewegungen der angegebenen Art 
geniigen, um die Lage eines Linienelementes in eine beliebige andere Lage 
iiberzufiihren. 

Fiir * = r(%-+ 2) gelten die Formeln 


(2 ) r, a 


(3’ F ro 
o ) :—_—-—, 
P r 


SchlieBlich wollen wir hier noch fragen, welche Form unsere Grund- 
forderung, daB die Geraden Extremalen des Variationsprobiems sein sollen, 
bei Anwendung der obigen Schreibweise annimmt. Im folgenden handelt 
es sich um Variationsprobleme der Form 


f F(z, y, , 9) dt — Min., 
bei denen entsprechend der Grundforderung 
Fi; — F535 = 9 


ist. Denken wir uns als Parameter die euklidische Lange / eingefiihrt, so da8 


dz dy , 
qi = 008 9, ap = Sin 8 


gilt, und schreiben wir statt F(z, y,¢,¥)= ®(z, y, 8), so ergibt sich 
(4) o,=—@. 


P 


Im folgenden wollen wir das sogenannte schwache Monodromie-Axiom 
stets voraussetzen: 
@(z,y,0+ 22) = O(2, y, 3), 


wenn nichts anderes bemerkt ist, auch nur dieses. 


§ 2. 


Uber das innere Kriimmungsma8 in Geometrien, in welchen 
die Geraden Extremalen sind. 


Denken wir uns die Geometrien, in denen die Geraden Extremalen 
sind, abgebildet auf eine euklidische zy-Ebene, so daB die Geraden durch 
lineare Gleichungen zwischen den Koordinaten gekennzeichnet sind. Die 
euklidische Entfernung in dieser euklidischen Bildebene bezeichnen wir mit /. 
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Die MaBbestimmung unserer Geometrie sei eingefiihrt durch die Formel 


(5) 


wobei ® der Gleichung (4) geniigen und gréBer als Null sein soll. 


fO(xz,y, 0)dl=s, 


Zum inneren*) Kriimmungsma8 kommt man nun am einfachsten auf 
folgende Art: Man denke sich zunachst die zu den Extremalen gehérige 
Jacobische Gleichung aufgestellt, wobei als unabhangige Verinderliche die 
durch die Formel (5) eingefiihrte GréBe s erscheint. Die Gleichung habe 


etwa die Gestalt 


Au" +2Bu' +Cu=0. 
Hierauf fiihre man durch 
u=v(s)-v(s) 


eine neue abhangige Verianderliche v ein, wobei »(s) 30 bestimmt werden 
soll, daS in der neuen Differentialgleichung der Koeffizient von v’ Null ist. 


Schreibt man dann die Jacobische Gleichung in der Form 


(6) 


vo” +R(s8)-v 


so ist &(s) das innere Kriimmungsma®S. 

Es gilt nun folgender Satz: Zwischen dem linealisierenden Ma8 1, der 
durch die MaSbestimmung (5) eingefiihrten GréBe s und dem inneren 
Kriimmungsma8 besteht bei den in Betracht gezogenen Geometrien, bzw. 


wenn Gleichung (4) erfiillt ist, immer die Beziehung 


(7) 


1 
&=F{0,, 


o*. 


wobei die eckige Klammer den bekannten Schwarzschen Differentialausdruck 


bedeutet°). 


Zum Beweise bemerken wir, daB sich bei den von uns betrachteten 


Geometrien die Jacobische Gleichung in der Form 


(8) 


schreiben laBt. 


d*n 


<4 0) 
al* 


Durch eine Transformation der Form 


l= l1(s) 


*) Underhill, Transactions of the Am. math. Soc. 9 (1908); vgl. auch Bolza, Vor- 


lesungen iiber Variationsrechnung, 8. 346 und insbes. Finsler, Diss., Gottingen 1918. 
Die Bezeichnung ,inneres KriimmungemaB“ ist der Arbeit von Finsler entnommen. 
*) DaB man immer zu demselben & kommen muB, ist unmittelbar einleuchtend 


und J48t sich auch ohne Schwierigkeiten durch direkte Rechnung verifizieren. 


‘) Auf diese Formel wurde ich zuerst durch die von Berwald, Journ. fiir reine 


und angew. Math. 156, angegebene Formel fiir die GréBe & gefiihrt. 
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denken wir uns statt / die GréBe s als unabhingige Verinderliche ein- 
gefiihrt. Ferner werde durch die Formel 


v u(l)-n (1) 


an Stelle von » eine neue abhingige Verinderliche v so definiert, daB die 
neue Jacobische Gleichung die Form (6) annimmt. Der Gleichung (8) ent- 
spricht das Fundamentalsystem 1,/ und somit der Gleichung (6) das 
Fundamentalsystem «(Il(s)), 1(s)u(l(s)). Nun muB aber die Wronskische 


Determinante zu Gleichung (6) konstant sein: 


u(l) Lu(l) a P 
du du lds ? 
a fap te (e)| 
also 
dl . 
a= 
Somit folgt aus (6 
” 4 
“a \J all 1 
o | ] 
at : m 5 (¢],. 


wobei die Striche Ableitung nach s anzeigen. 


§ 3 


Kennzeichnung der Hilbertschen Geometrie. 

Es sei nun § eine negative Konstante — k&*. Die Lésung der aus (9) 
entstehenden Differentialgleichung ist 

» ke ’ 

C, e 2 

(10) l ; t oa 

gce+cc" 


1 € 2¢ 


Lést man (10) unter den Voraussetzungen 


(11 C, +0, C, + 0 


1 3 


i . C, Cc. C, + C, 

nach s auf, so erhalt man, indem man m, = =, m, — und |, = ——— setzt, 
Cz C, C; 9 

m 


1 l er 
(12 8’=5; log - Fe 


1 
Lm,—l° m—I, 5 
aiso die in der Einleitung genannte Formel fiir die Entfernung zweier 
Punkte in der nichteuklidischen Geometrie. 

Wir wollen uns im folgenden auf die Diskussion der Fille beschrianken, 
wo die Abbildung unserer Geometrie ein einfach zusammenhangender Bereich 


ist. Wir nehmen dementsprechend m, > m, an, so daB fiir m, > s > m, gilt: 


13 ds © 1 1 
3 - 


_ 





dl 2k \m,—t ' T—m,/" 


I _ 
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als } 
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Zunachst bemerken wir, da in dieser Geometrie auf jeder Geraden 
die zwei Punkte, wo 1=m, bzw. |= m, ist, ausgezeichnet sind, die wir 
als Mantelpunkte bezeichnen wollen. Weiter gilt der folgende Satz, den wir 
unter Heranziehung der Grundforderung (4) beweisen wollen: 

Ist der Schnittpunkt zweier Geraden g, und g, fiir eine Gerade g, ein 
Mantelpunkt, so ist er es auch fiir die zweite g,. 


Bezeichnen wir - am mit Y, und a mit ¥,, so gilt 
m, —t l—m, a 
(14) ¥,,= ¥,, Y= 2. 


Aus unserer Grundforderung erhalten wir nun nach (13) 
(Y+¥).=—(%+%), 

oder unter Anwendung der ersten der Vertauschungsformeln (1) 
(Yo+¥)..=—2(%+ %),, 

somit wegen (14) 

- 2 iw? 771 
(15) (Wy — ¥),=2(¥%,-4 P,)»° 
Differentiation dieser Gleichung nach / liefert unter neuerlicher Anwendung 


der Vertauschungsformeln und der Formel (14) 


(WS — F)o — (Py — %), =2(% — %), 


1 


oder 

(16) 2(¥)+ ¥°),=—3(¥ — ¥),. 

Die Gleichungen (15) und (16) lassen sich auch schreiben in der Form 

17) (¥, Po — Pe) — (F, Fe T ¥,,)=0, 

Y,(P%, Pao — Ps.) + ¥ (¥¥,,+4 Y,») = 0. 

Da nun Y, + ¥, = 2k@® nach Voraussetzung + 0 ist, folgt 
Y,%.,—%,,=9, 

(18) erage 
Y, Piet %,,=09. 


Diese Gleichungen zusammen mit den Gleichungen (14) sind identisch 
mit den Gleichungen (2) und (3) bzw. (2’) und (3’) von § 1, wenn wir 


yp —! 
Tr 


J und ¥, =1 setzen. Es erweisen sich somit diese GréBen als 
Radienvektoren, welche von dem betrachteten Linienelement in der Rich- 
tung, bzw. in der entgegengesetzten Richtung zu je einer festen Kurve 
fiihren, welche wir als Mantel bezeichnen wollen, da sie den geometrischen 


Ort aller Mantelpunkte darstellen. 
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Der geometrische Inhalt des soeben bewiesenen Satzes iiber die Mantel- 
punkte lieBe sich auch durch genauere Ausfiihrung der folgenden geometrischen 
Uberlegung einsehen: Ware M der Mantelpunkt von g, und der Schnitt- 
punkt zweier Geraden g, und g,, aber nicht der Mantelpunkt von g,, so 
lieBe sich von einem Punkte A auf g, wohl ein von A ausgehender und 
langs g, in M einmiindender Weg von endlicher Lange angeben, wahrend 
die geradlinige Verbindung von A und M einen Weg von unendlicher 
Lange darstellen wiirde. Dies wiirde aber einen Widerspruch mit der 
Minimalforderung ergeben. 

Im allgemeinen werden die Mantel M, und M, voneinander ver- 
schieden sein. Fordern wir aber das starke Monodromie-Axiom, d. h. 
P(x, y,0+- 2) = ®(2z,y,%), so miissen, wie leicht einzusehen ist, die 
beiden Mantel zusammenfallen. (Der formelle Beweis la8t sich fiihren, 
indem man die Gleichung 


[ ¥, T _ 4 ¥, + ¥, = YP, + Y, 


nach / differenziert, durch die angeschriebene Gleichung dividiert und die 
so erhaltenen Gleichungen zur ersten addiert oder subtrahiert.) 

Der durch (11) ausgeschlossene Ausnahmefall entspricht dem Grenz- 
fall, daB einer der beiden Mantel ins Unendliche riickt. Dann ist das starke 
Monodromie-Axiom sicher nicht erfiillt. Somit sind fiir die Hilbertsche 
Geometrie die folgenden drei Forderungen kennzeichnend: 1. die im Titel 
genannte Forderung; 2. das innere Kriimmungsma8 sei eine negative Kon- 
stante; 3. das starke Monodromie-Axiom. Die genauere Diskussion der Be- 
ziehung, welche zwischen den Manteln bestehen mu8, damit auch die hin- 
reichenden Kriterien der Variationsrechnung erfiillt sind, sei hier ibergangen *). 


§ 4. 
Geometrie der spezifischen Ma8bestimmung. 


Beachtenswert erscheint vielleicht noch jene Geometrie, zu der man 
kommt, wenn man den Grenzfall betrachtet, daB ein Mantel unendlich 
groB wird. Im vorigen Paragraphen wurde dieser Grenzfall durch die 
Annahme (11) C,, C,+ 0 ausgeschaltet. Betrachten wir etwa den Fall 
C,=0, so ergibt sich 

ds 1 1 
Das Bogenelement dieser Geometrie entsteht also im wesentlichen aus dem 
euklidischen Bogenelement dadurch, daB letzteres dividiert wird durch den 


*) Vgl. Bolza, Variationsrechnung, 1909, S. 267, Zusatz II. 
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Abstand von einer festen Grenzkurve. Man kénnte diese Geometrie als 
Geometrie der spezifischen MaBbestimmung ’) bezeichnen. 

Die Beachtung der hinreichenden Bedingungen der Variationsrechnung 
liefert in diesem Fall, daB der Mantel (der Inbegriff der Punkte M,) not- 
wendig eine konvexe geschlossene Kurve sein mu’. Der Beweis, daB bei 
dieser MaSbestimmung die Geraden die kiirzesten Linien sind, bzw. daB in 
einem Dreieck die Summe zweier Seiten gréBer ist als die dritte, kann in 
abnlicher Weise erbracht werden wie der analoge elementargeometrische Be- 
weis bei Hilbert. Die Gleichung, in welche sich die betreffende Ungleichung 
verwandelt, wenn man das in Betracht kommende Mantelstiick durch eine 
Gerade ersetzt, ist identisch mit dem bekannten Dreieckssatz des Menelaos. 

Bei unserer MaSbestimmung zeigt die Indikatrix ein besonders ein- 
faches Verhalten. Unter der zum Punkte z, y gehérigen Indikatrix eines 
Variationsproblems von der Form S F(x, y, ,y)dt versteht man bekannt- 
lich die durch die Gleichung 


F(z, y, z, 9) - ] 


gegebene Kurve, wenn # und y als laufende Koordinaten einer ¢y-Ebene 
gedeutet werden. Lat man die ¢y-Ebene so mit der x y-Ebene zusammen- 
fallen, daB der Anfangspunkt der zy-Ebene der Bezugspunkt z, y in der 
xy-Ebene ist und die Richtungen der Koordinatenachsen tibeinstimmen, 
so sind fiir das hier vorliegende Variationsproblem alle Indikatrixlinien 
miteinander und bei Anwendung eines geeigneten Mafstabes mit der Mantel- 
linie identisch. 

Aus dieser Eigenschaft der Indikatrix geht unmittelbar hervor, dab 
die Richtung aller Transversalen, welche zu ein und derselben Extremalen 
gehéren, fiir alle Punkte der Extremalen dieselbe ist, namlich die Richtung 
der Tangente der Mantellinie in jenem Mantelpunkt, zu welchem die 
Extremale hinfiihrt. Diese Eigenschaft bringt es mit sich, daB sich in 
dieser Geometrie die Kurven gleichen Abstandes zu einer Geraden in 
parallelen euklidischen Gerader abbilden, und ferner daB die Kreise (d. h. 
die Kurven gleichen Abstandes von einem Punkt) ahnliche und ahnlich 
gelegene Kurven sind. Analytisch driicken sich diese beiden Eigenschaften 
aus durch die Gleichung 

Ps 


(20) (4) =0. 


*) Man denke sich etwa ein Individuum, bei welchem die Sinnesorgane keine 
unmittelbare Schitzung des Linienelementes d/ vermitteln, sondern nur eine Schiteung 
von dem aus (19) folgenden Betrag von ds. Der Inhalt des folgenden ist dann im 
wesentlichen die Beantwortung der Frage: Wie erkennt ein solches Individuum auf 
Grund von Experimenten im Endlichen die obige Form des Ausdruckes fiir das Linien- 
element ? 
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Wir fragen nun umgekehrt, welche von den der Forderung (4) ent- 
sprechenden Geometrien diese Eigenschaft haben. Die Diskussion dieser 
Frage 1a8t sich unmittelbar im AnschluB an die angeschriebene Gleichung 
in Verbindung mit der Grundforderung (4) durchfiihren. Wir ziehen es aber 
vor, einen kiirzeren Weg einzuschlagen. 

Wenn Gleichung (20) erfiillt ist, dann sind auch sicher die Kurven 
gleichen Abstandes zu einer Geraden wieder parallele euklidische Geraden. 
Setzen wir 
o = — sin a-x + cosa-y, 


~ 


dann muB der Abstand von einer Geraden o = 0 ausdriickbar sein in der 
Form 


J =J(0, a). 
Nach der Hamilton-Jacobischen Theorie miiBte die Gleichung 
ad 
Ca p 


fiir alle Werte von « und # Geraden darstellen. Bezeichnen wir die par- 
tiellen Ableitungen von J nach der ersten bzw. der zweiten der ange- 
schriebenen Veranderlichen mit J, bzw. J,, so erhalten wir 
— J, (cosa-x + sina-y) + J, = 8. 

Somit miiBte in der Gleichung 

cos a-x +- sina-y 
die rechte Seite in linearer Weise von @ abhangen, und zwar fiir alle Werte 
von #. Setzen wir also dementsprechend 


J l J. A(a)o+B(« 


1 C(a)-0+ D(a)’ ’ C(a)o+D(a)’ 


so ergibt die Integrabilitatsbedingung 





ac aD 
AD—BC ba? Ba 
(Co+D)* Se (Co+D)? 
Es mu8 somit 
ec 
=” 


sein, d. h. es mu C eine von @ unabhingige GréBe c sein. Wenn c +0 
ist, so folgt 
AD -— 
I ate camaieeion 


c 


und es ergibt sich unter Beriicksichtigung von J(0, a) =0 


1 co+D 
J =— log ar 


ee 








pr 
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Die euklidische Lange / auf einer Extremalen, welche zur Transversalen- 
schar 90 = konst. gehért, gezihlt von 9 =0 an, ist fiir diese Extremale 
proportional mit @ und somit erhalten wir durch Differentiation der obigen 
Formel nach / einen Ausdruck, der im wesentlichen mit Formel (19) (bzw. 
der dem Fall C,—0 entsprechenden Formel) iibereinstimmt, und zwar ist 
c= 2k. 

Wenn c = 0 ist, mu J eine lineare Funktion von o sein. Wie leicht 
ersichtlich, fiihrt dieser Fall auf die sogenannte Minkowskische Geometrie. 

Erwahnenswert ist vielleicht noch, daB es in der Geometrie der spe- 
zifischen MaSbestimmung ein einfaches Analogon zu den Grenzkreisen von 
Lobatschewskij gibt, nimlich die Transversalitatskurven zu dem von einem 
Mantelpunkt ausgehenden Strahlenbiischel. Sie bilden in der euklidischen 
Bildebene ein System von fdhnlichen und dhnlich gelegenen Kurven zur 
Mantellinie*). 

§ 5. 
Geometrien vom Kriimmungsma8 Null. 

Wir wollen alle Geometrien suchen, bei welchen die Geraden die 
kiirzesten Linien sind und fiir welche das innere Kriimmungsma$ Null ist. 

Wir setzen 
(21) log =). 
Die Forderung, da die Extremalen gerade Linien sein sollen, ergibt die 
Gleichung 
(22) Fa =V5,+ VeVi; 
aus der Forderung, daB das innere Kriimmungsma8 Null sein soll, folgt 
die Gleichung 
aan y: 
(23) Va=z- 

Differenziert man (22) nach 7, so erhalt man unter Beriicksichtigung 
der Vertauschungsregeln (1) sowie der Gleichungen (23) und (22) 
(24) 2V,.=ViNie- 

Ist V.=0, so mu8 auch V,=0 sein. Diese Annahme fiihrt auf die 
Minkowskische Geometrie. Wenn aber V,+ 0 ist, so ist nach (2) und (3) 

. P , 3 , ‘ 
durch die Gleichungen (23) und (24) + als Radiusvektor gekennzeichnet. 
i 


Wir kénnen somit fiir ® den Ansatz machen 
(25) o= ‘ 
rT 
*) Uber den Inhalt der ersten vier Paragraphen wurde bereits auf der Kissinger 
Mathematiker-Tagung im September 1927 berichtet. 
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wobei g lings einer Geraden konstant ist, r den zu einer festen Kurve 
fiihrenden Radiusvektor bedeutet. Geometrisch besagt dieses Resultat 
wieder, daB der Schnittpunkt zweier Geraden Mantelpunkt beider Geraden 
ist, sobald er es fiir eine der beiden Geraden ist. Alle Mantelpunkte liegen 
somit auf einer Kurve, dem Mantel. 

Zur genaueren Bestimmung der Funktion g setzen wir den obigen 
Ausdruck fiir ® in die Grundgleichung (4) ein und erhalten 


Te 
Jo— 9,° =; 9- 


Bezeichnen wir den Winkel zwischen Radiusvektor und Mantellinie, gezahlt 
vom Radiusvektor aus, mit 7, wobei dem Radiusvektor die Orientierung 
vom Ausgangspunkt zum Mantel erteilt, der Mantel im Sinne wachsender # 
orientiert wird, so laBt sich die vorhergehende Gleichung auch schreiben 


9g, + cotgy-g =0. 
Somit ergibt sich 
Cc 
oF au 
(20) e= =- 7° 


Die GréBe C ist fiir alle in einem Mantelpunkt einmiindenden Geraden 
konstant, sie andert sich aber im allgemeinen auf der Mantellinie. 
Es ergibt sich somit: ‘ 
~ sing 

Wir setzen r = 1, — l, integrieren nach / und beachten, da fiir alle Linien- 
elemente, die zu einem Strahlenbiischel gehéren, bei dem alle Geraden 
durch, ein und denselben Mantelpunkt gehen und gegen diesen orientiert 
sind, die GréBe rsin y den Abstand des betreffenden Punktes von der 
durch den Mantelpunkt gehenden Tangente an die Mantellinie bedeutet. 
Es ergibt sich dann leicht der folgende Satz: Sind P,, P,; P;, P; solche 
Bildpunkte, da8 den Bildstrecken P,P, und P; P{ nach der in unserer 
Geometrie eingefiihrten MaSbestimmung gleich groBe Strecken eptzprechen, 
und schneiden sich die Geraden durch P,P, und P; P; in einem Mantel- 
punkt M, so liegt der Schnittpunkt Q von P,P; und P, P; auf der durch 
den Mantelpunkt M gehenden Tangente; bzw. ist eine von den zwei Ge- 
raden P,P, P,P; der durch den Mantelpunkt gehenden Tangente parallel, 
so ist es auch die andere. Der zum SchluB hervorgehobene Spezialfall 
ist unmittelbar einleuchtend, aus ihm ergibt sich der allgemeinere Satz 
durch projektive Verallgemeinerung. Man kann aber auch leicht den all- 
gemeineren Satz direkt elementargeometrisch beweisen, indem man fiir die 
Dreiecke mit MQ als Basis und den Punkten P, P,, P,; P; als Spitze den 
reziproken Wert der Héhe durch die Basis und die der Basis anliegenden 
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Winkel ausdriickt. Fiir den Fall, daB die Mantellinie eine Gerade ist, 
wenden wir eine Kollineation an, die die Mantellinie in die unendlich ferne 
Gerade iiberfiihrt, und es ergibt sich, daB dieser Sonderfal] mit der Minkowski- 
schen Geometrie identisch ist. 

Die Forderung, da8 die Indikatrix fiir jeden Bildpunkt im Innern 
des Bildbereiches (den wir uns immer als einen konvexen Bereich vor- 
stellen wollen) eine konvexe Kurve sein mu, d.h. also die Forderung, 
daB fiir jeden beliebigen Punkt im Innern des Bildbereichs 


Dse+ > 0 
sein muB, liefert, wenn wir cot y=? setzen, die Ungleichung 
1 , ~~ Bt 1 /1+3¢* . oan 
amy? | — 20 4 od ae + pe’). = 0, 


dabei bedeuten die Striche Differentiationen nach der euklidischen Bogen- 
lange auf der Mantellinie und R den Kriimmungsradius der Mantellinie. 


nicht identisch null ist, erhalten wir somit 
neben C > 0 die Ungleichung 


Im allgemeinen Fall, wo 


(pn Cc 1 /R’ \3 

(O” + 53) 80—7(zC-—30') D0. 
Im Spezialfall, wo die Mantellinie eine Gerade ist (Minkowskische Geo- 
metrie), erhalten wir die Ungleichung 0” > 0. 


(Eingegangen am 20. 7. 1928.) 





Uber Krimmung und Windung geschlossener 
Raumkurven. 


Von 


Werner Fenchel in Géttingen. 


Wir betrachten zweimal stetig differenzierbare geschlossene Raumkurven. 
Wird die Bogenlinge s als Parameter gewahlt, so laBt sich eine solche 
Kurve durch den Ortsvektor ¢(s) mit |r,| = 1") darstellen. r(s) ist perio- 
disch mit der Periode 7, wenn / die Gesamtlinge der Kurve bezeichnet. 
Das Tangentenbild r,(s) ist unter diesen Annahmen eine rektifizierbare 
geschlossene Kurve auf der Einheitskugel. Die Lange des Tangentenbildes 


l 
ist f x(s)ds, wobei x =|r,,| die Kriimmung der Raumkurve ist. Fiir 


0 
derartige Kurven gilt der folgende 


l 
Satz Il. Die Gesamtkriimmung f xds einer geschlossenen Raumkurve 
0 
ist >22. Das Gleichheitszeichen steht nur fiir ebene konvexe Kurven.*) 


Setzen wir weiter voraus, daS y(s) dreimal stetig differenzierbar und 
iiberdies r,, + 0 ist, so besitzt die Kurve eine positive stetige Kriimmung 
und eine stetige Windung w(s). 

Fiir solche Kurven gilt der 


Satz Il. Besitzt das Tangentenbild einer geschlossenen Raumkurve 
1) Der Index s bedeutet wie iiblich Differentiation nach s. 
*) Man kann die gemachten Voraussetzungen ohne Anderung des Beweises wesent- 
i 
lich einschrinken. Es geniigt anzunehmen, da f x(s)ds im Sinne von Lebesgue 
i 0 


existiert; auch dann stellt J x(s)ds die Bogenlinge des Tangentenbildes dar. Vel. 


6 
Lebesgue, Intégrale, Longueur, Aire, Annali di Matematica (3) 7 (1902), Chap. III, 
S. 291 ff. 


DaB nur fiir konvere ebene Kurven das Gleichheitszeichen stehen kann, beruht 
natiirlich darauf, daB nach der obigen Definition die Kriimmung auch fiir ebene Kurven 
stets nicht negativ ist. 
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héchstens einen Doppelpunkt, so muf die Windung das Vorzeichen dndern, 
falls sie nicht identisch verschwindet. 


Im § 1 wird mit Hilfe zweier einfacher Bemerkungen iiber das Tan- 
gentenbild geschlossener Raumkurven gezeigt, daB die Satze I und II aus 
zwei Satzen I’ und II’ iiber Kurven auf der Kugel folgen, und zwar iiber 
Kurven, deren kleinste konvexe Hiille den Mittelpunkt der Kugel enthiilt. 
§ 2 enthalt den Haupthilfssatz iiber die kleinste konvexe Hiille zusammen- 
hangender Punktmengen. Im § 3 wird hieraus der Satz I’ gefolgert. § 4 
enthalt Hilfssatze iiber spharische Kurven positiver geodatischer Kriimmung. 
Im § 5 wird der Beweis des Satzes II’ zu Ende gefiihrt, und schlieBlich 
enthalt § 6 ein Beispiel einer Kurve mit nicht negativer Windung, deren 
Tangentenbild genau zwei Doppelpunkte besitzt, so daB also der Satz II 
nicht verscharft werden kann. 


§ 1. 
Das Tangentenbild geschlossener Raumkurven. 


Die Tangentenbilder geschlossener Raumkurven sind unter den ge- 
schlossenen spharischen Kurven, wie Herr Léwner*) bemerkt hat, dadurch 
ausgezeichnet, daB sie von jedem GroBkreis geschnitten werden. Man erkennt 


! 
das so: Fiir eine geschlossene Raumkurve ist fix,(s)ds- 0, also auch 
0 


far, (s)ds 0, wenn a ein beliebiger fester Vektor ist. Daher ist ent- 
d 


weder ar, =0 oder ar, nimmt positive und negative Werte an, d.h. es 
liegen auf beiden Seiten der durch den Nullpunkt gehenden auf a senk- 
rechten Ebene Punkte des Tangentenbildes. Der erste Fall kann nur ein- 
treten, wenn die Kurve eben ist. Andernfalls miissen also die Punkte des 
Tangentenbildes von einem beliebigen GroBkreis getrennt werden. Dieser 
Sachverhalt 1a8t sich auch so ausdriicken: Der Mittelpunkt der Kugel 
gehért jedenfalls der kleinsten konvexen Hiille des Tangentenbildes an; 
denn angenommen, er lige auBerhalb derselben, so lieBe sich durch ihn eine 
Ebene legen, die keinen Punkt mit dem Tangentenbild gemein hatte‘), was 


®) In Pélya-Szegé, Aufgaben und Lehrsitze 2, Berlin: Julius Springer, 1925, 8. 165 
und 391, Aufgabe 13. 

*) Beweise hierfiir findet man in den folgenden Abhandlungen: E. Steinitz, Be- 
dingt konvergente Reihen und konvexe Systeme, Journ. f. reine u. angew. Math. 148, 
S. 128 ff.; E. Schmidt, Zum Hilbertschen Beweise des Waringschen Theorems, Math. 
Annalen 74, S. 271; C. Carathéodory, Uber den Variabilititsbereich der Fourierschen 
Konstanten von positiven harmonischen Funktionen, Rend. del Circ. matem. di Palermo 
32, S. 193 ff. 
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dem obigen widerspricht. Wir kénnen sogar behaupten, daB der Mittel- 
punkt der Kugel dem Innern der kleinsten konvexen Hiille angehért, ialls 
nicht ar,(s) = 0 ist, denn lage er auf dem Rande, so kénnte man durch 
ihn eine Stiitzebene legen, eine Ebene also, die die Punkte des Tangenten- 
bildes nicht trennt. Eine solche Ebene ist aber nach dem obigen nur bei 
ar, =0, also bei ebenen Kurven méglich. Satz I wird also im wesent- 
lichen folgen aus 

Satz I’. Hine geschlossene, rektifizierbare, nicht ebene Kurve auf der 
Hinheitskugel, deren kleinsie konvexe Hiille den Mittelpunkt der Kugel im 
Innern enthdlt, hat eine Lange > 22. 

Um nun auch den Satz II auf einen Satz iiber das Tangentenbild 
zuriickzufiihren, haben wir festzustellen, welche Bedeutung das Vorzeichen 
der Windung fiir das Tangentenbild besitzt. Es zeigt sich, da8 die Win- 
dung nur um einen positiven Faktor von der geoditischen Kriimmung x, 
des Tangentenbildes verschieden ist. Es ist genauer w= x-x,. Bezeich- 


nen wir die Bogenlinge des Tangentenbildes fate ds mit oa, so ist 
\z.|°) = = = £ >0. (Es ist x > 0, da wir hier die vor der Formulierung 
von Satz II gemachten Voraussetzungen zu beriicksichtigen haben.) Das 
Tangentenbild wird beschrieben durch den Vektor TT der zugleich Ein- 
heitsvektor der Kugelnormalen ist. Die geoditische Kriimmung wird dann 


__ |. a te \ zap " 
“s ie (5 : (7E 7), J =7)_.) 
Die Ausfiihrung der Differentiationen ergibt: 


%o — lz.|~* (Ze» lee Eco) — x* (Z.. Loe at ® 


Fiihrt man hier den Parameter ¢ ein, so erhalt man: 


= (fe Ess» Esss) - 


Xo =x" (s2)" (z,» Eee Raed — — . Stoo eo: Boos) == ‘) 


8 2 ” 
ad Ese a 


Beachtet man nun auSerdem die Bemerkung von Léwner, so erkennt 
man, da8 II folgt aus 


Satz II’. Léngs einer geschlossenen spharischen Kurve mit héchstens 
einem Doppelpunkt und stetiger geoddtischer Kriimmung, die von jedem 


®) Der Index o bedeutet Differentiation nach o. 

*) W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 1, Berlin: Julius Springer, 
2. Aufl. 1924, 8.91. (z,, 4) bedeutet die in iiblicher Weise aus den Koordinaten 
der drei Vektoren r, ), 4 gebildete Determinante. 
") W. Blaschke, a. a. 0., 8. 18. 
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GroBkreis durchsetzt wird, kann das Vorzeichen der geoddtischen Kriimmung 
nicht tiberall dasselbe sein. 


Oder auch aus 


Satz II”. Hine geschlossene sphdrische Kurve mit hdchstens einem 
Doppelpunkt und nicht negativer stetiger geoddtischer Kriimmung ist in 
einer abgeschlossenen Halbkugel enthalten. 


§ 2. 
Uber die kleinste konvexe Hiille zusammenhingender Punktmengen. 


Satz A. WM sei eine beschrdnkte abgeschlossene Punktmenge des drei- 
dimenstonalen Raumes und P ein Punkt, der threr kleinsten konvexen 
Hiille angehért. Dann gibt es mindestens einen ebenen Schnitt von MN, 
dessen kleinster konvexer Hiille P angehért. 

Indirekt ausgedriickt: Wenn P auBerhalb der kleinsten konvexen Hiille 
eines jeden ebenen Schnittes von Wt liegt, so liegt P auch auBerhalb der 
kleinsten konvexen Hiille von J. Ein Punkt liegt dann und nur dann auBer- 
halb der kleinsten konvexen Hiille einer Punktmenge, wenn sich durch ihn 
eine Ebene (bzw. Gerade, wenn es sich um eine ebene Punktmenge handelt ) 
legen 1a4Bt, die keinen Punkt der Menge enthalt und die die Punkte der 
Menge nicht trennt*). Nennen wir nun (nach Carathéodory) eine n — 1- 
dimensionale Ebene eine Schranke einer Punktmenge ¥t des n-dimensionalen 
Raumes, wenn sie selbst und der eine durch sie bestimmte Halbraum keine 
Punkte von § enthalt, so lat sich Satz A auch folgendermaSen formulieren: 


Satz A’. M sei eine beschrdnkte, abgeschlossene und zusammen- 
hdngende Punktmenge des dreidimensionalen Raumes. P sei ein Punkt 
mit folgender Eigenschaft: In jeder durch P gehenden Ebene « lapt sich 
durch P eine Gerade legen, die eine Schranke des Durchschnitts von « 
und IN ist. Dann lapt sich durch P eine Schranke vow M legen. 


In dieser Form soll der Satz bewiesen werden. Wir iiberzeugen uns 
zunichst, daB es geniigt, ihn fiir die Vereinigungsmengen von endlich vielen 
Kugeln zu beweisen. Ist die Behauptung fiir eine die Menge 2 iiber- 
deckende Menge & von endlich vielen Kugeln richtig, so ist sie fiir I 
selbst gewiB richtig. Wir haben nur zu zeigen, daB sich 92% so mit endlich 
vielen Kugeln iiberdecken 148+, daB P in bezug auf die Kugelmenge & 
noch die vorausgesetzte Eigenschaft besitzt, d.h.da8 sich in jeder P ent- 
haltenden Ebene e durch P eine Schranke des Durchschnitts von & und « 
legen 1aBt. 

*) Saémtliche in diesem Paragraphen benutzten Eigenschaften konvexer Punkt- 
mengen sind hergeleitet bei Steinitz a.a.0., E. Schmidt a.a.0., Carathéodory a. a. 0. 
16 


Mathematische Annalen. 101. 
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Wir betrachten eine beliebige fiir den Augenblick feste Ebene e durch 
P und eine variable, abgeschlossene Halbebene » in e, deren Begrenzung P 
enthalt. Diese Halbebene hat von YJ eine Minimalentfernung > 0.°*) 
Diese Entfernung als Funktion der variablen Halbebene 7 ist stetig und 
besitzt, da sie in einer kompakten abgeschlossenen Menge ‘°) definiert ist, ein 
Maximum. Dieses mu8 positiv sein, da es nach Voraussetzung in « eine 
zu & punktfremde Halbebene mit P auf dem Rande gibt. Auf diese Weise 
ist jeder durch P gehenden Ebene eine positive Zahl, namlich dieses Maxi- 
mum, zugeordnet. Diese Funktion ist wieder stetig und in einer kompakten 
abgeschlossenen Menge definiert*®). Sie besitzt also ein positives Minimum 4. 
In jeder durch P gehenden Ebene « gibt es daher eine Halbebene y, mit 
P auf dem Rande, deren Minimalentfernung von J? gréBer oder gleich 4 ist. 
so daB in jeder 
Kugel mindestens ein Punkt von Jt enthalten ist, so kénnen die Halbebenen , 
keinen Punkt mit der Kugelmenge gemein haben. Da I mit endlich 
vielen derartigen Kugeln tiberdeckt werden kann, geniigt es, A’ fiir die Ver- 
einigungsmengen endlich vieler Kugeln zu beweisen. 

Wir betrachten einen variablen abgeschlossenen Halbraum 9, dessen 
begrenzende Ebene « den Punkt P enthalt. Der Durchschnitt von 9 mit & 
habe den Inhalt f(). f() ist offenbar eine stetige Funktion des Halb- 
raumes §. Sie ist in einer kompakten abgeschlossenen Menge definiert, 
besitzt daher ein Maximum. Dieses werde fiir den Halbraum 9, mit der 
Begrenzungsebene ¢, angenommen. 

Wir wollen beweisen, daB entweder «, oder eine ein wenig gedrehte 
Ebene Schranke von § ist. Angenommen, der zu 9, komplementire Halb- 
raum ©, enthielte Punkte von &, dann — wollen wir zeigen — lieBe sich 
ein anderer Halbraum 9, angeben, so daB f(9,) > f(,) wiirde. Nach 
dem friiheren gibt es in «, eine Halbebene 7,,, die einschlieBlich ihrer 


Uberdecken wir nun Jt mit Kugeln eines Radius 9 < -,, 


®) Zwei abgeschlossene Punktmengen, von denen die eine beschrankt ist, haben 
eine positive Minimalentfernung, falls sie punktfremd sind. Haben sie Punkte gemein- 
sam, so soll die Entfernung Null gesetzt werden. 

%®) Eine Menge heiBt kompakt, wenn jede unendliche Teilmenge ein Haufungs- 
element besitzt. Dieser Begriff wie auch der der Stetigkeit erfordert die Definition des 
Haufungselementes. Es ist hier naturgema8 die folgende zu verwenden: Die im Text 
betrachteten Halbebenen sind festgelegt durch ihre orientierten Begrenzungsgeraden. 
Die orientierten Geraden durch einen Punkt in einer Ebene lassen sich festlegen durch 
die Punkte des Einheitskreises in dieser Ebene. Man hat die Definition des Haufungs- 
punktes auf die Halbebenen zuriick zu iibertragen. Spiter werden noch Funktionen 
der Ebenen durch einen Punkt und der Halbriume, deren Begrenzungsebenen einen 
festen Punkt enthalten, betrachtet. Hier verfihrt man analog. Die Ebenen entsprechen 
den Paaren diametraler Punkte auf der Einheitskugel, die Halbraume den orientierten 
Ebenen, also den Punkten auf der Einheitskugel. 
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Begrenzungsgeraden g,, (P auf g,,) keinen Punkt von & enthilt. (Fig. | 
stellt einen zu g,, senkrechten Schnitt dar.) Um g, drehen wir den Halb- 
raum §,, und zwar in dem Sinne, da® sich »,, in den alten Halbraum 9, 
hineinbewegt. Die Drehung sei so klein, daB »,, wahrend der Drehung 


und in der Endlage keinen Punkt 
von § trifft. Dies ist méglich, da 
n, von & eine positive Entfernung 
hat. Der gedrehte Halbraum sei 
©,, seine Begrenzungsebene ¢,. Es 
ist jedenfalls f(9,) >f(,), denn 
der zu 9, aber nicht zu 9, ge- 
hérige Raumteil M% enthalt keinen 
Punkt von &. Wohl aber mu8 





der zu 9,, aber nicht zu §, ge- Fig. 1. 
hérige Teil des Raumes § Punkte 
von § enthalten, falls — wie wir angenommen haben — §, Punkte von 


® enthalt. Da namlich mit I auch K zusammenhingend ist, gibt es eine 
Kette von Kugeln von &, von denen jede mit der folgenden Punkte 
gemein hat, die einen Punkt von §,, der zu & gehért, mit einem zu & 
gehérigen Punkt von $, verbindet. Wir betrachten die letzte Kugel dieser 
Kette, die noch innere Punkte mit , gemein hat. Sie enthiilt jedenfalls 
auch Punkte von «,. Da aber n,, zu & punktfremd ist, mu8 diese Kugel 
von der zu »,, komplementiren Halbebene geschnitten werden. Folglich 
mu8 sié innere Punkte mit 8 gemein haben, d.h. aber, da8B beim Uber- 
gang von 9, zu 9, f() wirklich zunehmen mu8, was der Definition von 
©, widerspricht. , kann demnach keine Punkte von § enthalten. Falls 
é, selbst noch Punkte von § enthalt, ist eine ein wenig im selben Sinne 
wie vorhin gedrehte Ebene Schranke von §. Das ist unsere Behauptung. 

Aus dem Satz A wollen wir noch eine Folgerung ziehen, und zwar 
mit Hilfe von 


Satz B. MN sei eine Punktmenge des n-dimensionalen Raumes, P ein 
Punkt der kleinsten konvexen Hiille von N. Dann gibt es, falls P nicht 
selbst in N enthalten ist, ein Simplex mit héchstens n +-1 Ecken, die alle 
auf N liegen, derart, daB P seinem Innern angehort.**) 

Sei jetzt 2% wieder eine beschrinkte abgeschlossene und zusammen- 
hangende Punktmenge des dreidimensionalen Raumes und P ein Punkt 
ihrer kleinsten konvexen Hiille. Dann gibt es nach A einen ebenen Schnitt 
von I, dessen kleinster konvexer Hiille P angehért. Auf diesen ebenen 


41) Beweise fiir diesen Satz finden sich in den genannten Abhandlungen von 
Steinitz, E. Schmidt und Carathéodory. 


16* 
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Schnitt wenden wir B an. Es ist hier n = 2, also gibt es zwei oder drei 
Punkte von I, so daB P der durch die zwei Punkte bestimmten Strecke 
oder dem durch die drei Punkte bestimmten Dreieck angehért. 


§ 3. 
Die Lange des Tangentenbildes. 


Aus der am Schlusse des vorigen Paragraphen gezogenen Folgerung 
laBt sich nun leicht der Satz I’ erschlieBen. 

M sei jetzt eine geschlossene rektifizierbare Kurve auf der Einheits- 
kugel. Der Kugelmittelpunkt gehére ihrer kleinsten konvexen Hiille an. 
Thn wahlen wir als den Punkt P des vorigen Paragraphen. Dann gibt es 
also entweder zwei Punkte der Kurve, deren Verbindungslinie den Mittel- 
punkt enthalt, d. h. zwei diametrale Punkte, oder aber es gibt drei Punkte 
von der Art, daB das von ihnen gebildete Dreieck den Kugelmittelpunkt 
enthalt, drei Punkte also, von denen nicht zwei diametral sind, und die 
so auf einem GroSkreis liegen, daB kein Halbkreis frei bleibt. Betrachten 
wir zunichst den ersten Fall. Wegen der Geschlossenheit der Kurve sind 
die beiden diametralen Punkte durch zwei Kurvenbégen verbunden, von 
denen jeder wegen der Extremaleigenschaft der GroBkreise eine Lange > 2 
besitzt. Das Gleichheitazeichen steht nur, falls der Kurvenbogen ein halber 
GroBkreis ist. Die ganze Kurve hat also eine Lange > 22, falls sie nicht 
aus zwei halben GroSkreisen besteht. In diesem Ausnahmefall liegt aber 
offenbar der Kugelmittelpunkt auf dem Rande der konvexen Hille. Be- 
sitzt also die Kurve ein Paar diametraler Punkte, so ist Satz I’ bewiesen. 
Im zweiten Fall, wenn es drei Kurvenpunkte von der angegebenen Eigen- 
schaft gibt, schlieBen wir so: je zwei Punkte miissen wegen der Geschlossen- 
heit der Kurve durch einen Kurvenbogen verbunden sein, der linger oder 
mindestens ebenso lang ist wie der zwischen den beiden Punkten ver- 
laufende kiirzere GroSkreisbogen. Diese drei GroBkreisbégen haben zu- 
sammen die Lange 22. Das Gleichheitszeichen kann hier nur stehen, 
wenn alle drei Kurvenbégen mit den entsprechenden GroBkreisbiégen iden- 
tisch sind, wenn also die Kurve ein GroSkreis ist. Dann liegt aber der 
Mittelpunkt wieder auf dem Rande der konvexen Hiille. Satz I’ ist also 
volistandig bewiesen. 

Zum Beweis des Satzes I haben wir nur noch den Fall der ebenen 
Kurven zu diskutieren, denn im § 1 ist gezeigt worden, daB das Tangenten- 
bild von nicht ebenen Kurven die Voraussetzung von Satz I’ erfiillt. Ist 
die Kurve eben, so mu8 das Tangentenbild ein GroBkreis oder ein Teil 
davon sein. Ist es ein ganzer GroBkreis, so ist seine Lange = 22, wenn 
er immer im gleichen Sinne durchlaufen wird, sonst ist sie gréBer. Ist das 
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Tangentenbild nur ein Teil eines GroBSkreises, so mu8 dieser Teil mehr 
als einen Halbkreis enthalten, da nach §1 jeder andere GroBkreis seine 
Punkte trennen mu8. AuBerdem muf er wegen der Geschlossenheit des 
Tangentenbildes mindestens doppelt durchlaufen werden. Die Gesamtlainge 
des Tangentenbildes ist also in diesem Falle stets > 22. Die Linge des 
Tangentenbildes ist also nur fiir ebene konvexe Kurven = 22, denn nur 
fiir solche ist das Tangentenbild ein stets im gleichen Sinne durchlaufener 
GroBkreis. !*) 


§ 4. 
Uber spharische Kurvenbégen positiver geoditischer Kriimmung. 


Wir betrachten in diesem Paragraphen Kurvenbégen auf der Kugel 
mit bis in die Endpunkte stetiger geodatischer Kriimmung. Die Kugel sei 
orientiert, z. B. so, daB der positive Umlauf beim Sehen auf die Kugel 
entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn erscheint. Wechselt ein Kurvenbogen 


12) Herrn Prof. E. Schmidt verdanke ich den folgenden Beweis der Satze I und I’, 
der ausschlieBlich den Satz B (§ 2) und nicht den Satz A verwendet. 

Wenn wir den Satz B auf die sphirische Kurve und den Kugelmittelpunkt als 
Punkt P anwenden, besagt er, daB es ein Punktepaar oder ein Punktetripel von den 
im Text angegebenen Eigenschaften oder schlieBlich vier Punkte von der Art gibt, 
daB der Mittelpunkt dem von ihnen gebildeten Tetraeder angehért. In den beiden 
ersten Fallen schlieBen wir wie im Text. Im letzten Fall kénnen wir jedenfalls an- 
nehmen, da8 der Kugelmittelpunkt dem Innern des Tetraeders angehért, d. h. daB 
unter den vier Punkten weder zwei diametrale noch drei auf einem GroBkreis liegende 
vorkommen, denn sonst lige einer der ersten beiden Fille vor. Die Kurve ist jeden- 
falls langer oder mindestens ebenso lang wie das kiirzeste GroBkreisviereck, das die 
vier Punkte zu Ecken hat. Wir haben uns davon zu iiberzeugen, daB dieses Viereck 
eine Linge > 22 besitzt. Die vier Punkte miissen so liegen, daB zwei von ihnen 
durch den GroBkreis, der die beiden andern verbindet, getrennt werden, denn andern- 
falls wiirden die vier Punkte auf einer Halbkugel liegen, was unmdglich ist, da der 
Kugelmittelpunkt dem Innern des Tetraeders angehéren soll. Die vier Punkte A, B,C, D 
seien in dieser Reihenfolge durch Vierecksseiten verbunden, und zwar durch die 
kiirzeren GroBkreisbigen AB, BC, CD, DA, da wir das kiirzeste Viereck zu betrachten 
haben. Der GroBkreis AB trennt die Punkte C und D. Die Seite CD wird also von 
ihm geschnitten. Der Schnittpunkt sei Z. Er kann nicht auf der Seite AB liegen, denn 
sonst wiirde die eine von dem GroSkreis AC begrenzte Halbkugel alle vier Punkte 
enthalten. A, B und £ liegen so, da8 kein Halbkreis des GroBkreises AB freibleibt, 
denn ware dies der Fall, so wiirden weder EZ noch sein diametraler Punkt auf der 
Seite AB liegen. Diese kénnte also im Widerspruch mit dem obigen auch den durch 
EB gehenden GroBkreis CD nicht schneiden. Es ist also die Summe der Langen der 
kiirzesten GroBkreisbigen AB, BE, EA gleich 2x. Die Lange des Vierecks ist 
AB+BC+CE+4ED+DA. Nur ist aber wegen der Extremaleigenschaft der GroB8- 
kreisbigen BC+ CE> BE und ED+DA>EA. Also ist die Lange des Vierecks 
> 22, was zu beweisen war. 
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nirgends das Vorzeichen der geoditischen Kriimmung, und wird er so durch- 
laufen, daB die Kriimmung > 0 wird, so liegt er in geniigender Nahe des 
Beriihrungspunktes im beriihrenden GroBkreis oder links von ihm, und 
umgekehrt, wenn die Kurve in der Nahe eines ihrer Punkte im oder links 
vom beriihrenden Gro8kreis liegt, so ist im Beriihrungspunkt die Kriimmung 
= 0.**) Das ist auch dann richtig, wenn der Beriihrungspunkt ein End- 
punkt der Kurve ist. Wir stellen einige einfache Eigenschaften spharischer 
Kurvenbégen zusammen. 

1. Ein doppelpunktfreier Kurvenbogen verbinde zwei diametrale Punkte 
A und B, ohne einen festen durch A und B gehenden GroSkreis sonst zu 
treffen. Dann hat die geoditische Kriimmung mindestens eine Nullstelle. 

Wir verbinden A mit einem variablen Punkt P der Kurve durch einen 
GroBkreis. Wir ordnen dem Punkt P den Winkel zwisclien dem Grob- 


kreis AP und dem einen von A nach B fihren- 
den Halbkreis des festen GroBkreises zu. Den 
Punkten A und B selbst wird der Winkel zwischen 
den in ihnen beriihrenden GroBkreisen und dem- 
selben Halbkreis zugeordnet. Auf diese Weise ist 
auf dem abgeschlossenen Kurvenbogen eine stetige 
Funktion definiert. Sie nehme ihr Maximum bzw. 
ihr Minimum in den Punkten M bzw. m an. Die 
GroBkreise AM und Am berihren offenbar die 
Kurve und durchsetzen sie nirgends. Der Durch- 
laufungssinn der Kurve fiihre von A nach B. Die 


beriihrenden GroBSkreise erhalten dadurch ebenfalls eine Orientierung, die 
wir zu bestimmen haben (Fig. 2). 


Die eine von dem festen GroBkreis begrenzte Halbkugel wird durch 
den Kurvenbogen in zwei Teile J und JJ zerlegt. J sei etwa der linke. 
Der Halbkreis A MB verlaufe in J oder auf seinem Rande. Das Gebiet JI 
liegt rechts von der Kurve. Da es aber ganz auf einer Seite des beriihren- 
den GroBkreises AMB liegt, muB es auch rechts von ihm liegen. Die 
induzierte Orientierung von AMB muB also von A nach B laufen. Ent- 
sprechend sieht man, daB AmB ebenfalls von A nach B orientiert ist. 
Das heiBt aber, daB die Kurve rechts von AMB und links von AmB 
verlauft. Nach der eingangs gemachten Bemerkung muB also die geodi- 
tische Kriimmung <0 in M und >0 in m sein. Das enthilt unsere 


13) Bieberbach, Tchebychefsche Netze auf Flichen negativer Kriimmung, Sitzungs- 
ber. d. PreuB. Akademie d. Wiss. 1926, 8. 300. Die dort benutzte SchluBweise l4Bt sich 
ohne Schwierigkeit umkehren. 
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2. Ein doppelpunktfreier Kurvenbogen mit nirgends verschwindender 
Kriimmung verbinde zwei Punkte A und B eines GroBkreises, ohne ihn 
sonst zu treffen. (A und B kénnen nach 1. nicht diametral sein.) Orien- 
tiert man nun die Kurve so, daB die Kriimmung positiv wird, so liegt das 
von der Kurve und dem kleineren GroBkreisbogen AB begrenzte, in einer 
Halbkugel liegende Gebiet zu ihrer Linken. 

Zum Beweise wahlen wir zwei diametrale Punkte C und D, die beide 
dem gréBeren Bogen AB angehéren. Wir ver- 
binden C mit einem variablen Punkt P des 
Kurvenbogens. Der Winkel AC P wird fiir einen 
gewissen Punkt M der Kurve sein Maximum 
annehmen. Der GroBkreis CM berihrt offenbar ¢ P 
die Kurve in M. Die Kurve und das fragliche 
Gebiet liegen auf derselben Seite des Grof- 8 
kreises CM. Orientiert man nun die Kurve so, A 
da8 sie zur Linken des beriihrenden GroSkreises 
liegt, so liegt also auch das fragliche Gebiet zu 
seiner Linken, also auch links von der Kurve, was zu beweisen war (Fig. 3). 


Fig. 3. 


P und Q seien nicht diametral. Wir sagen von einem Punkt R, er liege 
zwischen P und Q, wenn er dem kleineren GroBkreisbogen PQ angehért. 

3. A, B,C seien drei aufeinander folgende Schnittpunkte einer positiv 
gekriimmten doppelpunktfreien Kurve mit einem GroBkreis. Dann liegt 
entweder A zwischen B und C oder C zwischen A und B. 

Wir iiberzeugen uns zunichst davon, da8 B kein Beriihrungspunkt 
sein kann. Angenommen, es ware dies der Fall, dann wiirde der Bogen AB 
jedenfalls in der Richtung von B nach A beriihren miissen, denn das von 
der Kurve und dem kiirzeren Bogen AB begrenzte Gebiet mu8 nach 2. 
links von der Kurve, also auch links von dem beriithrenden GroBkreis liegen. 


ea . 


Fig. 4. Fig. 5. 


Der Schnittpunkt C miiSte dann aber zwischen A und B liegen, denn die 
Kurve tritt hinter B in das eben erwahnte Gebiet ein. Das von dem 
Kurvenbogen BC und der kiirzesten Verbindung BC begrenzte Gebiet 
wiirde dann aber rechts von der Kurve liegen, was nach 2. unmdglich ist. 
Hat die Kurve also drei Punkte mit dem GroBkreis gemein, so kann der 
zweite kein Beriibrungspunkt sein (Fig. 4). 
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Wir haben zu zeigen, daB die kiirzesten Verbindungen AB und BC 
ein Stiick gemein haben, denn dann und nur dann liegt A zwischen B und C 
oder C zwischen A und B. Angenommen, sie hatten nur den Endpunkt B 
gemein, dann wiirden sie auf verschiedenen Seiten der Kurve liegen, die ja 
in B den GroBkreis durchsetzt. Das widerspriche aber 2., da sie Grenzen 
von zwei Gebieten sind, die beide links von der Kurve liegen. 


4. Ein positiv gekriimmter Bogen habe vier Schnittpunkte A, B, C, D 
mit einem GroBkreis. Sie mégen in dieser Reihenfolge auf der Kurve liegen. 


Liegt dann C zwischen A und B, so liegt D zwischen C und B. 


D liegt nach 3. zwischen B und C oder B zwischen C und D. Wir 
haben nur den zweiten Fall zu widerlegen. B und C sind nach dem unter 
3. ausgefiihrten keine Beriihrungspunkte. Die 
Bégen AB und BC werden also durch den Grof- 
kreis getrennt, und der Bogen CD mu8 wieder 
auf derselben Seite wie AB liegen, und zwar in 
dem von der Kurve AB und dem kiirzeren GroB- 

Fig. 6. kreisbogen AB begrenzten Gebiet, da C zwischen 

A und B liegt. Folglich muB auch D zwischen 

A und B liegen. Zwischen C und A kann D wegen 3. nicht liegen. Dar- 
aus folgt die Behauptung. 


C 


5. Ein positiv gekriimmter Bogen schneidet einen GroSkreis nur in 
endlich vielen Punkten. 


Angenommen, es gabe einen GroSkreis, der unendlich viele Schnitt- 
punkte mit der Kurve hat; dann hitten diese Punkte einen Haufungs- 
punkt H. Man projiziere nun die Halbkugel mit dem Mittelpunkt H vom 
Kugelmittelpunkt auf die Tangentialebene in H. Der betrachtete GroB- 
kreis geht dann in eine Gerade, die Kurve in eine ebene, nicht negativ 
gekriimmte Kurve iiber. Da die Kurve auf der Kugel eine endliche Lange 
hat, kann sie nur zwischen endlich vielen Paaren aufeinander folgender 
Schnittpunkte aus der Halbkugel um H herausgehen. Von der Kurve werde 
alles weggelassen bis zum ersten Schnittpunkt, nach dem das nicht mehr 
vorkommt. Dann bleibt in der Ebene eine Kurve mit stetiger nicht nega- 
tiver Kriimmung, die eine Gerade in unendlich vielen Punkter mit end- 
lichem Haufungspunkt schneidet. Nach dem Rolleschen Satz hat man nun 
zwischen je zwei Schnittpunkten eine zu der Geraden parallele Tangente. 
Beim Durchlaufen der Kurve mu8 also die Tangente unendlich oft eine 
feste Richtung annehmen. Wegen des nicht negativen Vorzeichens der 
Kriimmung mu8 sie sich immer im selben Sinne drehen. Die Gesamt- 
drehung der Tangente mu8 daher unbeschrinkt sein, die Kurve kann ent- 
gegen der Voraussetzung nicht stetig gekriimmt sein. 
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6. Es set ein positiv geoddtisch gekriimmter doppelpunkt{reter Kurven- 
bogen € auf der Kugel und ein beliebiger GroBkreis g, der ¢ in mindestens 
zwei Punkten trifft, gegeben. Dann gibt es einen Teilbogen f, von f mit 
folgenden Eigenschaften: 1. Die Endpunkte K’ und K” von f, liegen auf g. 
2. f, hat sonst keinen Punkt mit g gemein. 3. Alle iibrigen Schnittpunkte 
von £ init g liegen zwischen K’ und K”. (K’ und K” sind nach 1. nicht 
diametral.) Insbesondere ist auf g mehr als ein Halbkreis frei von 
Schnittpunkten. 

Falls nur zwei Schnittpunkte vorhanden sind, folgt die Behauptung 
aus 1. Wir nehmen an, sie sei fiir m—1 Punkte bewiesen. Die Schnitt- 
punkte der gegebenen Kurve seien K,, K,,..., K, und mégen beim Durch- 
laufen der Kurve in dieser Reihenfolge angetroffen werden. Verfolgen wir 
die Kurve zunachst bis zum n — 1-ten Schnittpunkt K, ,, dann gibt es 
gema8 unserer Annahme einen Bogen f,. Seine Endpunkte seien K, , 
und K,. Wir unterscheiden zwei Fille: 1. »—=n—1 und 2. 7»<n—1. 
Im ersten Fall liegt nach 3. der folgende Schnittpunkt K, entweder 
zwischen K,_, und K, ,; dann ist derselbe Bogen f, auch fiir die bis 
zum Punkt K, genommene Kurve brauchbar. Oder es ist K, , zwischen 
K,_, und K,; dann ist der Kurvenbogen K, ,K,, ein Bogen f, fiir die 
Kurve K, K,...K,. Im zweiten Fall kann wieder der alte Bogen f, ge- 
braucht werden, da, wie man durch wiederholte Anwendung von 4. 
erkennt, alle auf K, folgenden Schnittpunkte zwischen K, _, und K, liegen. 
Unsere Behauptung ist also auch fiir Kurven mit n Schnittpunkten, also 
wegen 5. allgemein richtig. 

Das Ergebnis 6. zeigt, daB die positiv geodiatisch gekriimmten dop- 
pelpunktfreien Kurvenbégen die Voraussetzung des Satzes A’ (§ 2) erfiillen, 
wenn als Punkt P der Kugelmittelpunkt gewahlt wird. Denn, daB auf 
jedem GroBkreis mehr als ein Halbkreis frei von Schnittpunkten bleibt, 
bedeutet ja, daB sich in der Ebene des GroBkreises durch den Kugelmittel- 
punkt eine Schranke des Durchschnitts der Ebene mit der Kurve legen 
laBt. Es gibt also nach A’ eine Ebene durch den Mittelpunkt, so daB die 
Kurve ganz auf einer ihrer Seiten liegt. Das heiBt aber, daB die Kurve 
auf einer Halbkugel liegt. 


§ 5. 


Geschlossene sphirische Kurven mit nicht negativer 
geoditischer Kriimmung. 


Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des Satzes II’ (§ 1), also 
des Satzes II. Wir haben zu zeigen, daB geschlossene sphirische Kurven 
mit nicht negativer geoditischer Kriimmung und héchstens einem Doppel- 
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punkt auf einer Halbkugel liegen. Mas soll so geschehen, daB die geschlos- 
senen Kurven durch doppelpunktfreie Bégen mit positiver geoditischer 
Kriimmung approximiert werden. Von ihnen ist schon im vorigen Para- 
graphen gezeigt worden, da® sie auf einer Halbkugel liegen. Die Appro- 
ximation mu8 im folgenden Sinne gleichmaBig erfolgen. «> 0 sei vorge- 
geben. Dann muB8 ein beliebiger Punkt der zu approximierenden Kurve f 
eine Minimalentfernung < « von der approximierenden haben. Ist eine der- 
artige Approximation gelungen, so kann man so schlieBen: Wir betrachten 
eine Nullfolge «,,«,.... Zu jedem ¢, wahlen wir eine approximierende 
Kurve f,. Diese liegt in einer Halbkugel H,. Wir wihlen eine Halb- 
kugel H, deren Mittelpunkt Haufungspunkt der Mittelpunkte der H, ist. 
Die abgeschlossene Halbkugel H mu8 f enthalten; denn angenommen, ein 
Punkt R von f lage auBerhalb, dann hatte er eine positive Entfernung o 
von H. Unter den Indizes » laBt sich einer so wahlen, da® das zugehérige 


eo . . ‘ 
<3 wird, und auBerdem der Mittelpunkt von H, von dem von H eine 


Entfernung <¢ besitzt. Dann hatte aber R noch eine Entfernung 


> ; >e, von H,, also erst recht von f, im Widerspruch zur Definition 
von f. 

Es bleibt also nur noch zu zeigen, da8 sich die geschlossenen Kurven 
in der angegebenen Weise approximieren lassen. Zunichst bemerken wir, 
da8 dies durch doppelpunktfreie Kurvenbégen mit nicht negativer geodi- 
tischer Kriimmung méglich ist. Denn wird von der geschlossenen Kurve, 

wenn sie doppelpunktfrei ist, ein beliebiges zusammen- 
hangendes Stiick mit einem Durchmesser <e¢ weg- 
gelassen, so approximiert der restliche Bogen offenbar 
bis auf ¢«. Besitzt die Kurve einen Doppelpunkt, so 
werde ein ebensolches Stiick fortgelassen, das den 

Fig. 7. Doppelpunkt im Innern enthalt, und das ganz dem 

einen durch den Doppelpunkt gehenden Zweig der 
Kurve angehért. Auch in diesem Fall bleibt ein die Kurve bis auf « 
approximierender doppelpunktfreier Bogen mit nicht negativer Kriimmung. 
Wir haben nun einen derartigen Bogen durch Bégen positiver Kriimmung 
zu approximeren. Das geschieht durch die linken Parallelkurven**) im 
Abstand <-«. Falls ¢« geniigend klein ist, sind sie ebenfalls doppelpunkt- 
frei. Es bleibt zu zeigen, daB ihre geodatische Kriimmung positiv ist. 
Man erkennt dies leicht, wenn man beachtet, daB der Kriimmungskreis 
der Parallelkurve ein Parallelkreis des Kriimmungskreises der urspriing- 


“) Die Parallelkurven entstehen dadurch, daB auf den geoditischen Normalen 
konstante Stiicke abgetragen werden. 
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lichen Kurve im entsprechenden Punkt ist. Es la8t sich dies aber auch 
analytisch ohne Schwierigkeit einsehen. Machen wir die urspriingliche Kurve 
und ihre Parallelkurven zu u-Linien eines Koordinatensystems auf der 
Kugel. Der Sinn wachsender u sei so gewahit, daB die Kurve wieder zur 
Linken des beriihrenden GroBkreises liegt. Als v-Linien wahlen wir die 
auf der Kurve senkrechten GroSkreise. » sei ihre Bogenlinge. Der Sinn 
wachsender v mu8 dann wegen unserer Festsetzung der Kugelorientierung 
nach links von der u-Linie weisen. Die erste Fundamentalform der Kugel 
nimmt dann die Gestalt 
ds*= Edu*+dv? 


an. Die geodatische Kriimmung der u-Linie wird dann: 


_ _ 1 O7yRy) 15, _ 1 8 
Xa = — Te ay VE) ") = — aE ae 
Wir haben zu zeigen, daB 
Ox, 1 aE, 1 /aBy?_ 
ie ~~ FE a t+ api (ge) > 


ist. Hierzu beriicksichtigen wir, daB die GauBsche Kriimmung 


Oxy 217 
== — — & = 1 
dv 6 


St wn 


2B aut 4B \ av 
wird. Daraus folgt aber 


1aE, 1 (22)" 16) 


Ox, 
ap 1 +ap >. 


§ 6. 
Beispiel einer geschlossenen Raumkurve mit nicht negativer Windung. 


Wir haben eine geschlossene spharische Kurve 
mit nicht negativer geoditischer Kriimmung an- 
zugeben, die von jedem GroSkreis geschnitten 
wird, und die genau zwei Doppelpunkte besitzt. 
Wir wiahlen zwei halbe GroBkreise, die die End- 
punkte gemein haben, und einen von 0 und 2 
verschiedenen Winkel miteinander bilden. An die 
Ecken werden kongruente Schleifen mit nicht 
negativer Kriimmung so angesetzt, daB die Tan- Fig. 8. 





18) Blaschke, a.a.0. 8.90. Es ist A=) und B=1 zu setzen. 

1*) Blaschke, a.a. 0. 8.61. Man hat F=0, G=1 zu setzen. 

7) Dies folgt auch direkt aus einer Formel von Liouville. Blaschke, a. a. 0. 
8. 126, 4. 
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gente und die Kriimmung sich stetig anschlieBen. Man iiberzeugt sich 
leicht, daB die so entstehende Kurve alle 
verlangten Eigenschaften besitzt (Fig. 8). 
Eine Reumkurve, die diese Kurve zum 
ace Tangentenbild besitzt, la8t sich folgender- 
maBen charakterisieren: Sie besteht aus 
zwei kongruenten Halbkreisen, deren Ebenen 
gegeneinander gedreht sind. Die auf den 
Fig. 9. die Halbkreise begrenzenden Durchmessern 
senkrechten Radien liegen in einer Geraden. 
Die Endpunkte der Halbkreise sind paarweise durch zwei kongruente, nicht 
negativ gewundene Kurvenstiicke verbunden (Fig. 9). 





~~ 





(Eingegangen am 5. 7. 1928.) 














Zu Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfliche. 


Von 
Wilhelm SiiB in Greifswald. 


1. In H. Minkowskis Theorie von Volumen und Oberfliche*) spielen 
die von ihm eingefiihrten gemischten Volumina V,,,=—V(r;,%,,2,) dreier 
Eiflachen r,, ,, x, eine beherrschende Rolle. Sie sind in den Indizes 
symmetrisch. Die allgemeinste Ungleichung, die Minkowski fiir sie gefunden 
hat, lautet 


(M) Vier > Vier Vers. 


Hierin ist meines Wissens der Fall des Gleichheitazeichens noch nicht auf- 
geklart. In dem besonderen Fall, daB x, die Einheitskugel ist, besagt die 
Ungleichung, daB die Wurzel aus der Oberfliche eines Eikérpers einer 
Linearschar (1 — ¢) r,-+¢x, von Eikérpern eine nach oben konvexe Funk- 
tion ist; M. Fujiwara*) hat diesen speziellen Satz mit Hilfe Hilbertscher 
Methoden*) bewiesen und dabei die Vermutung Brunns bestitigt, daB das 
Gleichheitszeichen in (M) dann nur fiir homothetische (einander dhnliche 
und gleichsinnig ahnlich gelegene) Eiflachen z,, x, gilt. W. Blaschke‘) hat 
darauf hingewiesen, daS man die Brunnsche Vermutung auch mit Hilfe 
einer Uberlegung von T. Bonnesen*) beweisen kann. 

Hier soll gezeigt werden, daB man auf diesem Wege mehr erreichen 
kann: Es lat sich (M) (mit Aufklarung des Gleichheitszeichens) beweisen, 
wenn man als dritte Flache die Oberfliche », des schon von Minkowski 


1) Volumen und Oberfliche, Math. Annalen 57, Ges. Abh. II, 8. 230 ff. 

2) Ein von Brunn vermuteter Satz iiber konvexe Flichen, Téhoku Math. Journ. 
18, S. 228 ff. Eine Verallgemeinerung fiir mehrdimensionale Raume gibt T. Kubota: 
Uber die Eibereiche im n-dimensionalen Raume, Téhoku Science Reports (1) 14, Nr. 4. 

8’) D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integraigleichungen, 
S. 242. Leipzig 1912. 

*) Eine Verschirfung von Minkowskis Ungleichheit fiir den gemischten Flichen- 
inhalt, Abhandlg. aus dem Math. Seminar Hamburg 1, 8. 209. 

5) Uber eine Verschirfung der isoperimetrischen Ungleichheit ..., Math. Annalen 
84, S. 216 ff. 
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eingefiihrten ,,.Kérpers der Projektionen“ der Eiflache r,*) (Satz 2), wozu 
die Kugel als spezieller Fall gehért, oder noch allgemeinere Mittelpunkts- 
eiflichen (Satz 4 und 5) wahit. Zunachst fiihre ich den Beweis der 
Brunnschen Vermutung nach dem Blaschkeschen Hinweis durch (Satz 1) 
und schicke einige Bemerkungen voraus (Nr. 2), die den Zusammenhang 
der Minkowskischen Theorie mit gewissen neueren Untersuchungen zu einer 
von E. Miiller begriindeten relativen Flichentheorie betonen’). Es sei noch 
bemerkt, da8 aus unseren Ergebnissen die Tatsache folgt, daB die Ober- 
fliche des ,,.Kérpers der Projektionen“ einer Eifliche keine Kappenflaiche 
einer anderen Eiflache ist (Satz 3). 

Wie in der grundlegenden Arbeit Minkowskis') setzen wir bei unseren 
Uberlegungen stets voraus, daB die betrachteten Flichen und Kérper nicht 
in einer Ebene enthalten sind, sondern innere Punkte besitzen. 

2. Es seien £,, L., I, drei stetig-gekriimmte Eiflachen, deren Punkte 
durch Parallelismus der auBeren Normalen (mit dem Einheitsvektor £) 
einander eindeutig zugeordnet seien. Das Volumen J, das von der durch 
positive Linearkombination aus ihnen gebildeten Eiflache 


(la) r=4,71,+424.+423, (4; > 0) 
umschlossen wird, ist ein homogener Ausdruck dritten Grades in den GréBen A; 
(1b) I(r) = a V,.34,4,4,, 
‘,k,i=1,2,8 
dessen in den Indizes symmetrischen Koeffizienten V;,, = V(r,, x,, 2,) 


Minkowski das gemischte Volumen der von den betreffenden Flachen be- 
grenzten Kérper (r;), (r,), (x,) genannt hat. Insbesondere sind 


(le) V... = 0. 


die Volumina von (r;) und 

(1d) 3Vi5,=90,= M; 

die Relativoberflache von x; beziiglich x, als Eichflache oder das Integral 
der mittleren Relativkriimmung von r, beziiglich x, als Eichflache (R. D. § 2); 
dies sieht man z. B. so ein, daB man in (1a) 4,=1,4—1, A, = 0 setzt 
und (1b) mit der a.a.O. durch ein J. Steiner nachgebildetes Verfahren 


*) Ges. Abhandlg. II, 8. 216; vgl. auch W. Blaschke, Kreis und Kugel, S. 148. 
Leipzig 1916. 

”) E. Miiller, Relative Minimalflichen, Monatshefte f. Math. u. Phys. 31, S. 3 ff.; 
A. Duschek, Uber relative Flichentheorie, Sitzungsber. der Akad. der Wiss., Wien 1926. 
Vgl. auch die Schrift des Verfassers: Zur relativen Differentialgeometrie I: Uber Ei- 
linien und Eiflachen in der elementaren und affinen Differentialgeometrie, Japanese 
Journ. of Math. 4, 8. 57 ff. Diese Schrift wird mit R. D. zitiert. Ihre Kenntnis ist zum 
Verstindnis des Textes nicht erforderlich. 
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bewiesenen Forme! fiir Relativparallelflachen r, +1y, im Relativabstand + 
vergleicht: 
(le) I(x, +tx,) = 1(x,) +10,, + 1° M,, + 1° 1 (x,). 


Fiir die GréBen O,,, M,, hatte sich dabei auf ganz elementare Weise ergeben: 
1 
| O1. = [p.do(z,) = 3 JP. (Ry + Ry),240(t,), 


(1f) 
1 
| My, = fr.do(x,) = 2 fr, (R, + Ry),g 40 (ry), 


worin do; = do(r,) das gewdhnliche Oberflachenelement von r;, ferner p,; 
der Stiitzabstand des Nullpunktes, den wir der Einfachheit wegen im 
Innern aller drei Flachen y; annehmen wollen, von der Stiitzebene an 1, 
und endlich (R;),, die Relativkriimmungsradien von r, beziiglich r, be- 
deuten. Alle Integrationen sind stets iiber die gesamte Oberfliche zu 
erstrecken. Wir wollen zunichst fiir V,,, eine (1f) entsprechende relativ- 
geometrische Darstellung angeben. 
Nach (le) ist 


I(g)=1( A 121 t+ Ag%3) +h, O | A it A, atq>Zs) +A, M(x, T Ag¥asE3) +451 (tq). 
Nun ist nach (1f) 


O(A, 2, + 4g Ze, Es) =f r,V[ (4 Sie TAs Tae) < (A, Tre + Anke, VP du dv. 
Sind hierin die Parameterkurven u, v die Relativkriimmungslinien beziig- 


lich x, als Eiflache, so folgt 


y ee aa oo CeO es ] 
fr. Vit Zi) L“1 T Re | 18 t Te, | jdudv. 
Man erhalt somit 
(1g) O(A, x, +4%q,25) A015 T A, dg J py (Ry + Ry). 404 + oa. 
Ferner ist nach (1 f) 
M (A, 2, + 4g %_sE3) = 4, My, + A, Ms - 
Berechnet man J(A, x, + A, r,) nach (le), so wird endlich 
I(x) = ap Ty +a dy yg + 4, Ag Mug + Ag Lg +f A, 0,4 + Ag Ay Ons 
+ Ay Ag Ag f py (By + Ry),9 20, + 4,45 M,, + 4, 4, M, Mg, + 45 Ig. 


Da dieser Ausdruck in den Indizes symmetrisch sein muB, so diirfen hierin 
die Indizes beliebig permutiert werden. Durch Vergleich je zweier solcher 
Darstellungen erhalt man dann wegen (1d), wenn noch o = R,+ R, ge- 
setzt. wird, 


(1) 6 Vies = = J 05 %1.d0, = J 05 %,40, = f p,oy3d0, =... . 











256 W. Sib. 


Man erkennt, da8 hieraus sowohl die Darstellungen (1f) wie die Formeln 
(1c) und (1d) hervorgehen, wenn man zwei oder alle drei Flachen r, 
einander gleich wahit und bedenkt, daB o,,—2 wird (Relativsphire). 
Statt (1g) kann man ferner jetzt schreiben 


: eee ,2 has , 
(2) * (A, Ey + Ag Eas Ey) = 4, Oy + 64, Ay Vigg + dy Oss oder 
V (A, Ey + Ag har Ay Ey + Ag Los 2s) = ay Vass + 24, Ag Vigg + ay Vogs- 

3. Jetzt wollen wir aus (2) die in Nr. 1 genannte Vermutung von 
Brunn beweisen. Wahlen wir als Flache x, die Einheitskugel f, so geht 
die linke Seite von (2) in die gewéhnliche Oberfliche 0 der Eifliche 
A,t, + 44%, tiber. Wir werden fiir den Koeffizienten V,,, = V(r,, x,, f) 
zunaichst noch eine andere Darstellung angeben, die unsere weitere Beweis- 


fiihrung von der bisherigen Voraussetzung der Stetigkeit der Kriimmungen 
der betrachteten Flichen unabhaingig macht. Nach Cauchy ist auch 


1 ‘ 
(2a) 0 = -fi,do,, 
a 


wenn #, der Flacheninhalt der senkrechten Projektion der betrachteten 
Flache in der Richtung (v) und d@, das zugehérige Flichenelement auf 
der Einheitskugel ist. Bezeichnet ferner (S,,), den doppelten gemischten 
Flaicheninhalt der Projektionen (r,), und (r,), in derselben Richtung (v) 
(,,.Relativumfang“ von (z;), beziiglich (r,), oder umgehrt nach R.D.), so ist 


(2b) #(4, 4, + 4,29), = Ar #(4,), + 4, dg (Sy), + Ay # (Es), 
und es folgt aus (2a), (1) und (2): 

(3) O(a, r, + 4,2.) = 42 0, + 64,4, V(x, ro, f) + 47 0,, 
worin 


6 V (z;; La, f)= : (Sia), 4%, = f(z, oY Rs), do, J, T Ry)q, 20, 


= fiz, 7" R,),, p,dw = fc, 7 R,);, p, do. 
Die Vermutung Brunns lautet dann: Es ist 
(4) 9(V(z,, fq, f)]* > 0, O, = 9V (x, 2, B) V (t_ 2 f) 


und hierin gilt nur fiir einander ahnliche und zueinander ahnlich gelegene 

(homothetische) Eiflachen r,, x, das Gleichheitszeichen’*). Nun laBt sich 

nach einem Verfahren von T. Bonnesen*) zeigen, da8 fiir alle Projektions- 
™) Aus (3) und (4) schlieBt man noch: Fiir die Oberfliche des Vektorenbereichs % 

eines Eikérpers x gilt die Ungleichheit 40(r)< O(%)<=60(r); hierin gilt das erste 

Gleichheitszeichen nur fiir Mittelpunktskérper x und das zweite nur fiir Dreiecke r. 

*) Siehe besonders Math. Annalen 84, S. 226f. und Math. Annalen 91, S. 256. 
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richtungen (») eine Zahl 4 >0 die Ungleichheit 
(5) A(S,), [4 (2,), +4°8(z4), 


erfiillt. Hierin gilt nur fiir homothetische (r,),, (r,), das Gleichheitszeichen. 
Dann folgt aus (2a), (3) und (5) durch Integration iiber f 


64 V(r, x,t) > 0, +4790,. 


Fiir : —A ist also in (3) O(4,r, +4,2,) <0; die quadratische Form 
(3) in A,, 4q hat also reelle Nullstellen, d.h. es ist (4) erfiillt. Und zwar 
gilt nur dann in (4) das Gleichheitszeichen, wenn es fiir alle Projektionen 
in (5) gilt, d.h. wenn alle Projektionspaare je homothetisch sind. Es 
bedeutet keine Einschrankung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, 
daB die Durchmesser (d. h. Maxima der Entfernungen zweier Punkte) von 
r, und x, einander gleich sind. Dann aber miissen die beiden Flachen yz, 
und x, selbst durch eine Parallelverschiebung ineinander iiberfiihrbar sein. 
Lassen wir namlich diese zwei Durchmesser von x, und x, durch Parallel- 
verschiebung von x, miteinander zusammenfallen, so haben die Stiitzebenen 
in den Endpunkten A und B dieser Durchmesser, welche auf AB senk- 
recht stehen, mit xy, und yr, keime weiteren Punkte gemein. Betrachtet 
man nun eine Projektion von 1,, %, im irgendeiner zu AB senkrechten 
Richtung, so miissen die Projektionsbereiche von ry, und yx, in jeder dieser 
Richtungen miteinander zusammenfallen, da sie einen Durchmesser gemein- 
sam haben und homothetisch sein sollen. Dann aber miissen iiberhaupt 
die Flachen x, und x, sich decken, w. z. b. w. 

Wir haben hiermit ohne Benutzung der Ungleichheiten von H. Minkowskis 
Theorie von Volumen und Oberfliche bewiesen: 


Satz 1. Die Quadratwurzel aus der Oberjldche einer geschlossenen 
konvexen Fidche einer linearen Schar (1 —t)x, +txr, (0 <t<1) ist eine 
nach oben konvexe Funktion: 
> (1— +t) VO(r,) +#10(x,); 
hierin gilt das Gleichheitszeichen nur fiir homothetische Flachen x, und x;. 

Wahit man in (4) als Flache rx, gleichfalls die Einheitskugel f, so 
geht daraus die von Minkowski bewiesene Ungleichung 

M*>420 
hervor, worin M das Integral der mittleren Kriimmung Minkowskis oder 
wegen (3) das (von Voraussetzungen iiber Kriimmungsverhiltnisse freie 
»Konturintegral* Bonnesens [loc. cit.°)] und O die Oberfliche der Flache r, 
ist. Nach unserem Beweis gilt das Gleichheitszeichen nur im Falle der 
Kugel. 
Mathematische Annalen. 
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4. Wir fiigen eine Verallgemeinerung von (4) hinzu. Fiir die in den 
beiden ersten Indizes symmetrischen GréBen 


(6a) Yin = Y(d; t,t) = J 8, do, 


die eine Erweiterung von (3) darstellen, lat sich ganz entsprechend wie 
oben im AnschluB an (5) zeigen, daB 


(6b) Yirr = Vain Vani 


ist und hierin das Gleichheitszeichen wieder homothetische Flachen r,, r, 
kennzeichnet. Die- GréBen Y;,, sind nun nicht nur formale Weiter- 
bildungen der fritheren V(r,, x,, £), sondern sie stellen selbst solche GréBen 
dar; ich behaupte namlich: Fiir eine durch rz, bis auf Translationen ein- 


deutig bestimmte Eiflache py, ist 
(6c) Yin, = 5V (2,2, 0,). 


Um dies zu beweisen, bediirfen wir folgender Verallgemeinerung der 
Cauchyschen Gleichung (2a) 


(6d) J, (x,), do, (x,) = fi, (ry) do, (x,); 

es ist namlich, wenn durch » und 9 wieder Richtungen bezeichnet werden, 
bekanntlich 

(6e) 2(i(r,)), = J |cosx o|do, (r,), 

also : 


2 fi, (r,) do, (r5) Ss cos o»| do, (r,)] do, (r4) Sf |coser| do, (r,)]do, tr), 
somit (6d) giiltig Nach (1g) und (6d) aber ist, wenn wir die betrach- 
teten Flachen zunichst als stetig gekriimmt ansehen, 
Si,e,+ray) do, (t) = fi, (g,) do, (x, +1x,) = Slit) +18 ,.+ #4 (G)], do, (Z) 

= fi, (z,) (do(r,;) +1(R, + R,),,do0(r,) +12*%do(z,)],, 
also wegen (6d) 
(6f) Y¥,.= J 8,40,= fi(z,) (R, + R,),d0,. *) 

Nun ist bekanntlich*) durch alle die Ebenen, die von einem festen 
Punkt in der Richtung (v) den Abstand i, (r,) haben, eine Mittelpunkts- 
eiflache y,, nach Minkowski die Oberflaiche des ,,.Kérpers der Projektionen“, 
bestimmt. Fiir diese Flache y, ist somit die Formel (1) anwendbar und 
es folgt die obige Behauptung (6c). Nachtriglich kénnen wir uns aber 
wieder von der Annahme der stetigen Kriimmung der Flachen x, durch 
die Bemerkung befreien, daB die Y;,, wie die V;,, stetige Funktionale sind. 
Wir haben also das Resultat: 


*) Hiernach lautet fir i= k=1, 1=2 (6d) Y,,9 = Yoq,- Es wird also nach (6c) 
fiir die im Text definierten Eiflachen »,: V(r, r, 9.) = V (rq 20; )- 
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Satz 2. Fiir je drei Hiflichen r,,%,, 1%, gilt stets die Ungleichung 
(6) [V (x5 5s) ]° > V (a, £1 Os) V (Lae Ds), 


worin 1), dte zuvor x, eindeutig zugeordnete Mittelpunktseiflache ist; in (6) 
gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn x, und {, zueinander homothetisch 
sind. Diese Kennzeichnung der Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in (6) 
bei beliebiger Hiflache y, gilt stets dann, wenn , durch zweimal stetig 
differenzierbare positive Linearkombination aus Strecken aufgebaut wer- 
den kann. 

Aus diesem Satz lat sich fur die Projektionsflache y eine interessante 
Folgerung ableiten. Minkowski hat schon (loc. cit.")) darauf hingewiesen, 
daB in der Ungleichung 

Vise = Vixe Voss 
dann und nur dann das Gleichheitszeichen gilt, wenn (r,) mit (r,) oder 
mit einem Kappenkérper von (r,) homothetisch ist. Es ist also nur dann 


(6g) (V(t Do Yo))”° = V(r, 21 Ye) V (YD Ny), 
wenn 4, mit xz, oder einem Kappenkérper von rz, homothetisch ist. 
Andererseits gilt nach Satz 2 die Gleichung (6g) nur, wenn x, und py, 
homothetisch sind. Daraus folgt aber: 

Satz 3. Die Projektionseiflache y, einer Hiflache ist keine Kappenflache. 

Andernfalis gabe es eine von y, verschiedene Eiflache x,, zu der y, 
eine Kappenflache wire, so daB also im Widerspruch zu Satz 2 Gleichung (6g) 
bestehen miiBte. 

5. Nach (6e) ist 

Y (Xj. Ly» Tp + TE) SS, [do, + t(R, + R,),,d0, + t* do,} 
Slé(n,) +18, +1*8(z,)] (BR, 4 Ry); 40, ; 

also 


- Ifg lf, 
(7a) Zy= 5) Sin (Rs + Ry), do, xf (R, + Ry )ix Sy, dO, = Zy4y- 


Nach (5) ist nun fiir diese neuen in den beiden ersten Indizes symmetri- 
schen GréBen 
AJ 8, (Ri 4 R,),, 40, > J i(x, (R, + Ry), 40, + A* fi(e,) (R, + Ry), 20,» 
also nach (6f) und (7a): 
24 Zi, => Vere th” Vern 
somit gelten die Ungleichungen 
Zak => Vrs Var = Yoni Yann 
3 2 . , 
Zizi = Lit = Yaar Yuin Y, 


ikl 


(7b) 


y 


ikk? 
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hierin sind die Gleichheitszeichen fiir homothetische r;, 1, bzw. x,, 2, kenn- 
zeichnend. Die GréBen Z;,, sind nun ihrerseits nicht nur formale Weiter- 
bildungen der friiheren Y,,,, sondern lassen sich wie jene als gemischte 
Volumina darstellen. Dazu brauchen wir nach (1) und (7a) nur einzu- 
sehen, daB die GréBe S;, gleichfalls Stiitzebenenabstand einer Mittelpunkts- 
eiflache 4,, ist; dann ist namlich 


(7¢) Zinn = 3V (Ly Lar Bin) = 3V (Ej Ee dre): 
Die Konstruktion von 4,, ergibt sich aber aus (6e); es ist namlich 
t(2, tr TXq) +, (2) T t(S8,,), t t*4, (Xs) 


1 , 
x | cos |» o| (do, + +(R, + Ry),940, + t* dog} 


e’ 


also 


m . 1 ' 
(7d (8, ). =3 [ cos vo|(R,+ R,);,do,; 


hieraus ergibt sich wie loc. cit.*) der auch an sich bemerkenswerte 

Satz 4. EHrrichtet man senkrecht auf den Erzeugenden jedes einer 
Eiflache x, umschriebenen Zylinders Ebenen, deren Entfernung von einem 
festen Punkt gleich dem doppelten gemischten Flacheninhalt S,, des 
Zylinderquerschnitts und des entsprechenden Querschnitts bei einer zwetten 
Eiflache x, ist, so ist das Hiillgebilde dieser Ebenen eine Hiflache 4,,, die 
den festen Punkt zum Mittelpunkt hat. j 

Wir kénnen hiermit das Ergebnis von Nr. 5 auch so formulieren: 


Satz 5. Fiir je drei Hiflachen x,,1%,,%, gilt stets die Ungleichung 
, : £V(x;, Uy. 0.) V (Xi Le Dx), 
(7) (V(x; Eden) = (V (Le Les di r=} age peal 
vs aes (43 XE. 0;) VUE Vy): 
hierin gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn x, und x, bzw. x, und x, 
homothetisch sind*®). 


1°) Analog (7) gelten auch fiir die GréBen 
Uy254 = Usare = Vais4 Ss. J S12 53,40, =6V (z,, Ya> ds4) = 6V (zg, Ig, dre 
die Ungleichungen 


4V(x,, Ser Ye) V (E> Fer Ve)> 
Vin, Te, J 24 , angie le we 
4V (x55 Lao 01) V (E55 Las Dg) 


worin die Gleichheitszeichen nur gelten, wenn x, und x, bzw. r, und x, homothetisch sind. 


(Eingegangen am 31. 1. 1928.) 














Zur Kriimmungstheorie der Integralkurven 
der Pfaffschen Gleichung. 


Von 
D. Sintzow in Charkow. 


1. Die Eigenschaften des Systems der Integralkurven der Pfafischen 
Gleichung 
(1) Pdz + Qdy+ Rdz=0 
haben mehrmals die Aufmerksamkeit ausgezeichneter Forscher auf sich 
gelenkt. Nach den grundlegenden Arbeiten von A. Vo8 (Math. Annalen 
16, 23, 25), S. Lie (Geometrie der Beriihrungstransformationen, Bd. I), 
R. v. Lilienthal (Grundlagen der Kriimmungslehre der Kurvenscharen 1896 
und Math. Annalen 32 u. 38) folgten spater Rogers (Proc. of the 
R. Irish Ac. (A) 29 n° 6 (1912) und G. Darboux (Bull. Sc. Math. 1912 und 
Théorie des Surfaces, vol. II, 2° éd. 1915). Die Analogie mit der Flachen- 
theorie veranlaBte Abbé Issaly, in zahlreichen Veréffentlichungen den Namen 
,»pseudo-surfaces“ zu wahlen. 

Ich méchte aber nicht nur Analogien, sondern auch Abweichungen 
hervorheben. Mir scheint, diese Untersuchung gibt einen Einblick in die 
innere Struktur des Flachenelements, da die Integralkurven von (1), welche 
durch den Punkt (z, y,z) hindurchgehen, ebenso wie die Flachenkurven 
simtliche Tangenten in einer Ebene 


(2) P(X—2z)+Q(¥—y)+R(Z—2z)=0 
haben und doch, wenn die Integrabilitatsbedingung 
(3) G = P(R — Q!) + Q( Pi — Bi) + R(Qi — Pj) =0 


nicht erfiillt ist, kein Flachenelement um (2, y, z) bilden. 
Deshalb ist es bequem, auch im Falle G = 0 nicht die einzige Flache 
F = 0 zu betrachten, sondern saimtliche Integralflachen F = konst. von (1). 
2. Haupttangenten. Dem Punkte (z+ dz, y+dy,z-+dz) ent- 
spricht die Ebene 
(2”) (P+4P)(X—2—dz)+(Q+4Q)(Y—y—dy) 
+(R+dR)(Z—z—dz)=0. 
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Die darauf aus dem Punkte (2, y,z) gefillte Senkrechte hat die Lange 
dPdz+dQdy + + aR dz 


VP*+Q*+ 


wenn nur die Glieder zweiter Ordnung beibehalten werden. Nur in den 
Richtungen (dz, dy, dz), welche der Gleichung 
(5) dP-dz-+dQ-dy+dR-dz=0 
geniigen, wird 6 von dritter Ordnung. Es sind die Haupttangentenrichtungen. 
Dieselbe Gleichung (5) bekommt man, indem man solche Integralkurven 
von (1) sucht, deren Schmiegungsebenen mit den entsprechenden Ebenen 
(2) zusammenfallen. Diese zwei Erklarungen sind im Grunde genommen 
gleichbedeutend. 

3. Singulare Punkte und Minimalgeraden. Sind im Punkte 
(x, y, 2) zugleich 


(4) é= 





(6) P=0, Q@=0, R=0O, 
so wird die Ebene (2) unbestimmt. Die Tangenten liegen auf der Kegelflache 
(7) Pa(X—2z)*+Q,(¥ — y)*+ Bi(Z—2z)" (Py + Q:)(X—2x)(¥—y) 


Liki eae) (Z—2z)+(Q z . + Ry) (Y¥—y)(Z—2)=9, 
welche in gewissen Fallen in eine Gerade als Achse des Ebenenbiischels, 
in zwei Ebenen (biplanarer Punkt), oder gar in eine Doppelebene (uni- 
planarer Punkt) ausarten kann. — Im weiteren wird von solchen Punkten 
abgesehen. Auch werden die Minimallinien ausgeschlossen, deren Tangenten 
imaginare Richtungen 
(8) (P*+ R*)dz* + 2PQdzxdy + (Q*+ R*)dy*’=0 
besitzen. Die Eigenschaften solcher Linien sind ganz analog den Eigen- 
schaften der Minimallinien der Flachen. 

4. Kriimmungsradius. Der Kreis von Meusnier. Nehmen wir 
(Fig. 1) in der Ebene (2’) einen 
zweiten Punkt M, und ziehen von 
M=(z, y,z) die Senkrechten MP 
zur Ebene (2’) und MQ zur Ge- 
raden M,M,. Es sei y der Winkel 
der Ebenen N,M, M, und MM, YM, 
(N,M,-Normale von (2’)). Da 
MP\|M,N,, 80 ist auch 
(9) XK PUQ=-¢ 
-und also 
MP = MQ-cos o. 


















ee, EY 
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In der Ebene MQM, seien MC | MM, und M,C | M,Q gezogen, C sei 


ihr Schnittpunkt (Fig. 2). Dann wird ve i ee sine 
1 MQ _—sMP 





ed h 9). 
M0 ~ Way ~ cooy-eay ‘78% (9) 


Wird MM,—0, dann wird M,C zu dem dem Winkel @ entsprechenden 
Kriimmungsradius r,, und nach (4): 











1 dPdz+dQdy+dRdz 
"> — cos:ds*. J P?+Q*+ R* 
Wird g= 0, dann wird 
3 1 dPdz+dQdy+dRdz 
(10) Tr => ee ~* 
ds* VP*+Q°+R 
Somit ist der Satz von Meusnier erbracht: 
» 


r, =1- COS. Fig. 2. 
Andert sich y von 0 bis 22, so durchlauft der Kriimmungsmittelpunkt 
einen Kreis, den Kreis von Meusnier. 
5. Nabelpunkte. Wir eliminieren dz mit Hilfe von (1) und schreiben 
zur Abkiirzung 


(1) = RP, — PP,, (2)=RP,-QP:, (3) = (RQ: — PQ:), 
(4) =(RQ, — QQz), (5)=—RR,— PR}, (6) = RR; — QR. 
(10) nimmt dann die Form an 


(10") 1 (R(1)— P(5))dx*+(R(2+ 3) —P(6) —Q(5)) dady+(R(4) —Q(6)) dy 
\ a — = a — ee eee — — — - . 


[((R*+ P*)dz*+2PQdzdy +(R°+Q*)dy*] )P*+Q*+ R* 
r wird also nur dann von der Richtung dy/dz unabhangig, wenn 
R(1)—P(5) _ R(2+8)—P(6)—Q(5)_ R(4)—Q(6) 


R*+P* 2PQ R*i@Q* 


Solche Punkte werden Nabelpunkte (Umbilica) genannt. Sie fiillen im all- 
gemeinen eine Kurve, die Kreispunktlinie. 


(11) 


6. Indikatrix. Wir tragen auf jeder Richtung in der Ebene (2) von 
M aus Strecken gleich y|r| ab. Wird M zum Koordinatenanfang und (2) 
zur X Y-Ebene, so wird 


(12) ~ = P, cos*« + (Py + Q,) sine cosa + Q) sin* a, 
und die Endpunkte der genannten Strecken haben die Koordinaten 


(18) =Virl-, n=Vir]- 5. 
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Also 


(14’) 


sich 


also 


(15) 


und 
(12 ) 


negativ, positiv oder Null wird. Die betreffenden Raumpunkte heiBen dann 
elliptisch, hyperbolisch resp. parabolisch. Im ersten Falle sind die Haupt- 
tangenten imaginar, im zweiten reell und verschieden, im dritten fallen sie I 
zusammen. Auch wird die projektive Verwandtschaft zwischen den Rich- 
tungen MM, = (dx, dy, dz) und M, M’ =(d'z, d’y, d’z) (d. h. dem Schnitt ( 
der Tangentialebenen (2) und (2’) in den Punkten M und M,) (Fig. 1)?) 


Die Summe gibt also: 






D. Sintzow 


ist deren Ort durch die Gleichung 


m 

(14) PoE? + (Py + Q2)En+ Qyn°=1 

bestimmt. Er ist eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel (= Paar paralleler 

Geraden), je nachdem . 
(Py+Q:)°—4 PQ, = 7G*4+4=74' 


J 
d’x d'y Peete 3 ; 
QdR—RdQ RdP—PdR PdQ-—QdP 
im ersten Falle elliptisch, im zweiten hyperbolisch, im dritten parabolisch, 
involutorisch aber nur, wenn G = 0. 
Die Achsen der Indikatrix sind, durch den Winkel a, bestimmt, ; 
Pp’ - , 
tg 2a, — te, 7 
Fo Y, 
Nimmt man sie zu Koordinatenachsen, so wird die Gleichung (14): , 


(Pz)-€" + (Qy)-9*? =1. 


Die Haupttangentenrichtungen fallen mit denen der Asymptoten der Indi- ( 
katrix zusammen. 


7. Hauptkriimmungsrichtungen. Bei Anderung von «, dndert 

der Radius r (12) und wird den extremalen Wert annehmen, wenn 
(Q; — Pz) cosa sina + (Pj + Q2) (cos*a — sin*a)=0, 

fiir die Richtungen der Achsen der Indikatrix. 

Wird in (12) statt @ der Winkel « + ; eingesetzt, so wird 


1 r_. 9 , a, - ' ’ 3 
= = P, sin’ « — (P, + Q;) sine cosa + Q, cos’ a. 


1 1 ’ ’ os 5 ’ 
sta =Pst QQ =(Ps) + (Q) 
ist von der Richtung unabhangig. 


Da aber, wenn die Achsen der Indikatrix Koordinatenachsen sind, 
die Form 


a 3 r\ 9 1 
(Pz) cos” « + (Qy) sin” « = — 


*) Die Bezeichnung M’ fehlt in der Fig. 1. 
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annimmt, so sind die extremalen Radien r, und r, 


(Pz) = T1> (Qy) Tq 


und also erhalten die Formeln (12) und (14) die Form 


1 1 ‘ Ds 
(12”) = cos? a + — sin*a, 
r r T? 
rie > 2s 
(14” g4—y°=+1 
'; r. 


Die Gleichung (15) aber wird 
15’) 1 4 
(15 ) _ ; a 
Die halbe Summe der Hauptkriimmungen kann man auch hier mittlere 
Kriimmung nennen. 

Der Ort der Kriimmungskreise wird nun 


r2 72 
1g?) (X41 Y\4 og x24 y*)=0, 


ry T,/ 


> 2 


(X°+Y 


hat die Z-Achse (Normale zu (2)) als Doppellinie, und enthalt die beiden 


. ‘ 72 72 
isotropen Geraden X° + Y°=0, Z=0. 
8. Totale Kriimmung. Um zu ailgemeinen Formeln zu gelangen, 
bestimmen wir die extremalen Werte von 
) P* 1 Q* +. R? 


r 


(16) Pza* + Qyb° + Rie” + (Py + Qz)ab 
+ (P+ Rz)jac+(Q:+ R,)be 
unter den Bedingungen 
Pa+Qb+ Re=0, a® + b*°+c*=1. 


Man kommt zu den Gleichungen: 


2Pia+(Py+Q:)b+(P+ Ri)e+iP—Sa=0, 
(17) (Py+Q:)a+2Q,b+(Q:+ Ry)e+4Q— Sb=0, 
(Pi + Rz)a+(Q:+ Ry)b+2Rc+i1R—Se=0 

und 

P-a+Q-b+ R-c=0. 

Fir S erhalt man daraus die quadratische Gleichung 
\2Pe—-S Pyt+Qe Pe+Re P 
| Pe+Q: 2Q;-8 Q:4+R Q 
| Pe+Re Q:+Ry 2R—-S R 
ee. Q oe 


(18) 
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*, nn? Pp? 2 
Die GréBe S ist gleich 2- yp +9 2. wie sich ergibt, wenn man (17) 


mit a, b,c respektive multipliziert und summiert. 
Bezeichnen wir noch 


| 2Q, Q@+R, Q| | 2P2 P+ P 
(19) 4H=|Q7+R, 2R; RI+|\P+R 2h R 
| @Q R o| | P R 0 | 


oP, Pi@i P| 
+e te. eS. 


| P Q 0 
so nimmt (18) die Form an: 
(18’) S*.(P*+ Q°+ R*) —4H-S—A’=0. 
Also 
a 2H 
n° tea 
(20) (P*+Q°+R a 
er” Ae 
T% (P*+Q*+R*)* 


Im elliptischen Punkte haben beide Hauptkriimmungsradien dasselbe Vor- 
zeichen, also : > 0, im hyperbolischen verschiedene, also 8 <0, im 
,% 1% 


parabolischen wird — 1 _0. Die GroBe K = . F. charakterisiert den Raum- 


1% 
punkt in derselben Weise, wie die totale Kriimmung in der Flachentheorie. 
Man kann daher auch hier dieser GréBe dieselbe Bezeichnung beilegen. 


9. Kriimmungslinien (erster Art) als Umhiillende der Haupt- 
krimmungsrichtungen. Eliminiert man aus (17) statt a,b,c die A 
und S, so kommt man zur quadratischen Form in dz, dy, dz: 

og (Pi + Q:)dy + (P+ Rz)dz, P, dz 
(21) (Py + Q:)dxz+2Qjdy+(Qi+ R,)dz, Q, dy| = 
( P; + Rz)dz+(Q:+ R,)dy+2Ridz, R, dz| 

Fiir das spezielle Koordinatensystem mit M als Koordinatenanfang 
und (2) als XY-Ebene nimmt sie die einfachere Gestalt an 
(21’) 0 =(P, + Qz) (dy*® — dz*) + 2(P, — Q,)dady. 

Die zwei Richtungen sind zueinander perpendikular und fallen mit den 


Achsen der betreffenden Indikatrix zusammen. Da die Asymptotenlinien 
durch die Gleichung 


(5’) Pda +(P,-+ Q.)éedy + Qsay"=0 























Zur Kriimmungstheorie der Integralkurven der Pfaffschen Gleichung. 267 





bestimmt werden, so haben sie die Kriimmungslinien zu Winkelhalbierenden. 
Fallen die Achsen der Koordinaten mit denen der Indikatrix zusammen, 
so wird (5’) zu 
1 1 
r, dz? -s Ts dy? == ( 
und (21) zu 
wee - 
10. Kriimmungslinien zweiter Art. Fragen wir jetzt nach den 
Richtungen in (2), langs deren unendlich benachbarte Normalen zu (2) 
sich schneiden. Die Bedingung, daB 


x — 8 gE og 28 *.. 2-3. 
Yo a . P+dP Q+dQ #3£éR+dR 


sich schneiden, ist 








dx dy dz | 
(22) 0=|P Q R e 
dP dQ dR| 


Wird M der Koordinatenanfang und (2) die X Y-Ebene, so heiBbt die 
Gleichung 
dQdz—dPdy=0 
oder 


(22’) Q: dx* + (Q, — Pz) dx dy — P,dy*® =0. 
Da in diesem Fall 


, 1 , 1 , , , , 
P, = , w= 7 P,+Q:=9 und P,—Q:. =G, 


r; 


so nimmt (22’) die Form 


(22”) — 5G (dx*+ dy*) +(——=)dxdy=0 
an, und es ist klar, daB fiir G@—0 beide Systeme (22”) und (21’) zu- 


sammenfallen. 


Der Winkel der Richtungen (22”) fiir G +0 ist von 3 verschieden. 


dz . 
= = sina, so kommt 


Dividieren wir namlich mit ds* und setzen 7 


= COS &, > 
—36+(5 — ;-) sin @ cosa = 0, 
also (= — ~) sin2a —@. 
Wird aber G =0, 80 ist sin2a—0, «=O oder 5. 
11. GauBische Kriimmung. Wir wollen jetzt das Produkt der 
Kriimmungsradien rj und rj ausrechnen, welche den eben gefundenen 
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Richtungen entsprechen. Um die Rechnungen kiirzer zu machen, nehme 
ich R ——1 und bezeichne 

P, + PP; =(1), Pi + QP; = (Il), 

Q:+ PQ:=(IIl), Q@+2Q: =(IV). 





Dann wird 
1 dPdz+dQdy __ (I) dx*+ (IL + Il) dedy+(IV) dy® 


rf de* Yi+ P*+ Q* ds* V1+ P*+Q* 


und die Gleichung (22): 


dP P dx 
24 ) 0=\|dQ Q dy 
0 —1 Pdx+Qdy 


adP(PQdz + (1+ Q*)dy) — dQ(dz(1+ P*)+ PQdy). 


Wir kénnen also auch schreiben 


dP dQ 
dz(1+P*)+PQdy PQdzx+(1+Q*)dy 

also 

>5 j@dP=A(dz(1 } P*) + dy-PQ), 

€ |\dQ=4(PQdz+ (1+ Q*)dy) 

oder 

sain { (Idx+ (Il)dy=a(PQdy + (1+ P*)dz), 


| (IIL) dx + (IV) dy = ’(PQdz + (14+ Q*)dy). 
Multiplizieren wir (25) mit dz und dy respektive und addieren, so kommt: 
dPdz+dQdy =A(dz*(1+ P*)+2PQdzrdy+ (1+ Q*)dy*) =Ads’, 
also 


, dPdz+dQdy Y1+P*+Q? 
A= — =— : : 
ds* r 


Man mu8 also nur / berechnen. Elimination von dz und dy aus (25’) 
gibt die quadratische Gleichung in A: 
(I)—a(i+P*) (Il)—iPQ 
(Il) —aP@ (IV) —4(1 + Q*) 
oder ausgerechnet: 
(26°) 4°(+ P*+ Q*) —2{(1+ Q*) (I) — (I+ Il) PQ + (1+ P*)(IV)} 
+(1)(1V) — (IL) (111) = 0. 


(26) = @ 


Demnach wird 
, _ (I) (1V)~ (11) (I) 
(1+ P*+Q*) 


Ay 





> 
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— 


also 


im %& & 
1 _ (1) (IV)- (1) (mt) _ | Q@ Qa @ Q@| 1 


ring = (14 P*+Q%)? 0 0 oO —1| (+P*+Q*)*" 
ae ae 


Kehren wir zum allgemeineren Fall zuriick, d. h. fiihren wir —? und 





R 
-_ . an Stelle von P und Q ein, so wird nach leichter Rechnung 
E A 
gf ee (P*+Q*+ R*)*- 


Dieser GréBe werden wir den Namen GauBische Kriimmung geben. Die 


. , Te 5 4 * « oe ees 1 
Summe der Wurzeln von (26) ist 4, + 4, = Vi+P + Q* (= + 5); also: 
1 2 


1, 1 _ (1+Q*)(1)— (1+ IM) PQ+(1+ P*)(IV) 


(14+ P*+Q%)4 





Die rechte Seite ist gleich der Summe der Hauptkriimmungen, also 


Nach (15’) ist aber 
1 l l 1 
r, ls r{ ed 
wo rj’ der Kriimmungsradius in der zur r{-Richtung senkrechten Richtung 
ist. Demnach wird 
” , 
fs = 11. 


Infolge der Symmetrie der Indikatrix in bezug auf ihre Achsen werden 
die Winkel der einen Kriimmungslinie 
zweiter Art mit der einen erster Art 
und der zweiten erster Art mit der 
zweiten zweiter Art einander gleich. 
Die Kriimmungslinien erster und die 
zweiter Art haben also dieselbe Winkel- 
halbierende (vgl. Fig. 3). 

12. Erweiterung des Satzes 
von Gau8. Wir nehmen in der Ebene 
(2), welche dem Punkte M(x yz) ent- ! | 

} 





spricht, zwei unendlich nahe Punkte 
M’ =(x2+dz, y+dy,z+dz) und Fig. 3. 
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M” =(z+d'x, y+d'y,z+d'z). (Fig. 4.) Zu ihnen gehéren drei 
Ebenen (2) mit den Normalen MN, M’'N’, M”N”. Wir konstruieren die 
sphirische Abbildung des Dreiecks MM'M"”: M, mit den Koordinaten 
c= 7%, n=%, c=-+ (V= N14 P*+Q), also OM,|MN usw; 
M; =(é | dé, ») + dy, ¢+d¢), My’ =(é+d’E, » +d'n, ¢+d’C). 

Der Flacheninhalt des Dreiecks MM’ M” ist gleich 


§ = ; V(dxd'y —dyd'y), 


der des Dreiecks M, Mj M,’: 


S' =<. (dPd'Q— dQa'P). 
Also 
8’ dPdQ -dQdP 


S  V*(dxd'y—dyd’z) 
Aber ; 
dP d'Q—dQd'P 
= ((I) (IV) — (II) (IM) (da d’y — dyd'z). 
Also 





Fig. 4. 


Ss’ (I)(IV)—(M)(m) 1 
s (1+ P*+Q*)* rirl 
Wir erhalten somit den Satz: Der Quotient der Flacheninhalte der 
sphdrischen Abbildung eines Dreiecks und des Dreiecks selbst hat zum 
Limes das Produkt der Kriimmungsmafe nach den Kriimmungsrichtungen 
zweiter Art, also der Gaufischen Kriimmung, wie im bekannten GauBischen 
Satze. 
Die GréBe 
Ss’ ] 4 
S rr4 (P* + Q*+ R*)* 
haben wir aiso mit Recht ,GauBische Kriimmung“ genannt. Da 


1 G’+-44, 


, . f 1’ a 
so fallen die GréBen — und ———_ — fir G=0 


P* + Q?+ R*)? 4(P*+Q?+R 
zusammen. 


Die Kriimmungslinien zweiter Art sind also mit der GauBischen 
Kriimmung ebenso verbunden, wie die der ersten Art mit der totalen, und 
die Eigenschaften der Kriimmungslinien der Flache sind auf die beiden Arten 
von Kriimmungslinien verteilt. 


13. Analogon der Enneper-Beltramischen Beziehung. Wir 
haben oben zwei quadratische Formen betrachtet: 








di 
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i, Quadrat des Linienelements: ds* = dz* + dy* + dz’. 
If. Linke Seite der Gleichung der Asymptotenlinien: 
dPdz+dQdy+dRdz. 


Dazu kommt 


III. das Quadrat des Linienelements der sphirischen Abbildung 
sP 3 Q\? R 
a(y) +4(y) +4(7) 
Wird der Koordinatenanfang in den Punkt selbst verlegt und werden 
die Achsen der Indikatrix zu Achsen OX, OY genommen, so wird 


I = dzx* + dy’, 
1 1 
II = 7, dzx* so rs dy’, 


Ill = dP* + dQ? = Gs + 70°) dex" + 
1 1 1 1 
+@ = 2 ,,) de dy v (a + 4 @*) dy’. 


Diese drei Formen geniigen aber nicht zur Aufstellung einer der 
Enneper-Beltramischen Beziehung analogen Relation. Man muB8 noch eine 
vierte Form verwenden: die linke Seite der Gleichung der Kriimmungslinien 
erster oder zweiter Art. Sie lauten jetzt: 

, ‘ys 1 
IV = . 7) au dy 
und 


, 1 ,  . 
V = 5 G(dx*+ dy*)+ { r, 


Die Form III kann man also schreiben: 


1) dedy=iG.1+ IV. 
T,/ é 


l 2 1 ' 1 3 a 
I = 7,d2* + A dy*+7@°1+4@-1N 
oder 
l Q 1 q 1 +2 Y W 
I = dz" + dy? —7G°.1+6-V. 


Elimination von dz* und dy?* aus den drei Gleichungen ergibt 


I L J 
l l 
i f, %%| =U. 
lat = eee 
| Tii— 7@ -I—@G@-IV and 
. . . , 1 l 
Wenn wir entwickeln und den gemeinsamen Faktor ~ ~ weglassen, 


es . cS 1 
kommen wir zur gewiinschten Beziehung 


(kK —7@°).1—2H-1 i Ill ~g-IV=—0 
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oder 


(Kx + —@*).I—38-ll+ Hi—@-V =0. 


je nachdem wir die Form IV oder V benutzen. Fiir G = 0 erscheint wieder 
die Enneper-Beltramische Formel. Dieselbe Formel gilt auch bei beliebiger 
Koordinatenwahl, falls P* + Q* + R* =1. 


Wird dagegen P* + Q*-+ R*+1, dann ist G durch —_° ___ zy 
p?+qQ? 4 R? 

ersetzen, und es kommt: 

me eae) 1- 2a + m-——9 IV =0 

\ 4 (Pt4 Q? 1 R2)2 Pru Q? 1 R* 
oder 

‘ l G? G , 
[B+2-5 a LE — SOLA 4 Rn eetienins ST an Wl 
4 (P?+Q?+ R®)) P?+Q°+ R® 


Fiihrt man statt der totalen Kriimmung K die GauBische K’ ein, so 
nimmt die letzte Formel die Gestalt an: 
-t G y 
K -l—2H-i1+ Ill - -V=0. 
P? rn Q?*+ R? 


Ausfiihrlicher habe ich diesen Gegenstand in den Annalen der wissen- 


schaftlichen Lehrstitte der Ukraine 3 und den Mitteilungen der Mathe- 
matischen Gesellschaft Charkow (4) 1 behandelt. 


Eingegangen am 4. 4, 1928 














Uber dreifach-orthogonale Flichensysteme. 
Von 
Rudolf Rothe in Berlin. 


Im 157. Bande der Comptes rendus*) der Pariser Akademie findet sich 
folgender bemerkenswerter Satz von E. Keraval: 

Wenn eine Familie von oo’ Flachen F die Eigenschaft hat, daB die 
Asymptotenlinien jeder der beiden Scharen von je einer Flachenschar ortho- 
gonal geschnitten werden kénnen, so gehéren die Flachen F einem drei- 
fachen Orthogonalsysteme an. 

Der dort dafiir gegebene Beweis beruht darauf, daB fiir eine Flachen- 
familie der in Rede stehenden Eigenschaft das Bestehen der Cayley- 
Darbouxschen*) partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung nach- 
gewiesen wird, der alle Flachen eines dreifachen Orthogonalsystems und 
nur diese zu geniigen haben. Aber die zum Beweise erforderliche Rech- 
nung ist, obwohl sie nur in den Hauptziigen dargestellt wird, nicht einfach, 
da die erwahnte partielle Differentialgleichung das Ergebnis einer kunst- 
vollen, aber unsymmetrischen Elimination ist. Ich will im folgenden zu- 
nachst zeigen, da8 der oben ausgesprochene Satz unter Benutzung vektor- 
analytischer Methoden in recht einfacher Weise aus einer Formel folgt, der 
die Tangentenvektoren der Kriimmungslinien einer beliebigen Fliche zu 
geniigen haben, und die ich bei Gelegenheit eines vektoranalytischen Be- 
weises des Darboux-Dupinschen Satzes iiber dreifache Orthogonalsysteme 
angegeben habe*). Sodann stelle ich eine notwendige und hinreichende Be- 
dingung auf, die zwischen den Tangentenvektoren der Kriimmungslinien 


1) E. Keraval, Sur une famille de systémes triplement orthogonaux, C. R. 157 
(1918), p. 905—908. 

®) Vgl. G. Darboux, Lecgons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées 
curvilignes, I. Paris 1898, p. 20. 

8) R. Rothe, Anwendungen der Vektoranalysis auf Differentialgeometrie. Jahres- 
bericht der Deutschen Math.-Ver. 21 (1912), S, 249-274, 8.274, Note 35. 
Mathematische Annalen. 101. 18 
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und dem Winkel der Asymptotenkurven in jedem Punkte einer dem obigen 
Satze geniigenden Flache bestehen mu. Ich zeige ferner, daB der Satz 
dahin erweitert werden kann, daB an Stelle der Asymptotenkurven irgend 
zwei zu den Kriimmungslinien spiegelbildliche Kurvenscharen treten. SchlieB- 
lich gebe ich in (8) einen neuen Beweis der oben erwahntern Bedingung 
fiir die Tangentenvektoren der Kriimmungslinien. 


1. Diese Bedingung lautet folgendermaBen: 
Damit zwei aufeinander senkrechte Einheitsvektoren 2 und 8 die 


Tangentenvektoren*) der Kriimmungslinien einer beliebigen Schar von 
co? Flachen darstellen, ist notwendig und hinreichend: 


(1) Arot A — Brot B. 


Um daraus zunichst den Keravalschen Satz zu beweisen, seien mit 
T, und FT, die Tangentenvektoren der beiden Scharen der Asymptoten- 
linien bezeichnet. Nach Voraussetzung sollen diese je eine Schar von Ortho- 
gonalflachen zulassen; es miissen also T, und {, flichennormale Vektoren 
sein, mithin den Bedingungen 


(2) f, rot T, = 0, 
T, rot T, — 0 

geniigen. Setzt man nun 

: [2+ t-# 
t,—T,=8’, 


so folgt aus (2) 

W’ rot A’ = TF, rot T, + XT, rot T, — — B’ rot B’, 
also 
(4) W’ rot UW’ + B’ rot B’ = 0. 


Nach der Definition (3) von %’ und §%’ fallen aber die Richtungen dieser 
Vektoren in die Halbierungslinien des Winkels m der Asymptotenkurven, 
d.h. %’, B’ sind den Tangenten MU, 8 der Kriimmungslinien parallel. Wegen 


fT, I, = cosw 
folgt aus (3) 
YU’? — 2(1-+ cosw), 
B’* — 2(1 — cosa). 


*) Darunter sollen immer Einheitsvektoren verstanden werden; falls kein MiG- 
verstandnis zu befiirchten ist, werden sie schlechthin als Tangenten bezeichnet, ebenso 
sollen unter Flachennormale %, Binormale 6 usw. stets die betreffenden Einheitsvektoren 
verstanden werden. 
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Erteilt man also dem Winkel w den passenden Drehungssinn, so hat man 


Y’ = 2 cos UW, 
(4a) 


B’ — 2sin>-%. 


Aus der vektoranalytischen Identitat®) 


rot (4B) = Arot B + [grad iB] 
folgt 
Brot (4B) = AV rot B. 


Auf die Vektoren %’ und %’ angewendet ergibt diese Formel 


M’ rot A’ = 4 cos? = . A rot A, 


2 
B’ rot B’ = 4 sin® _ Brot B, 
also nach (4) 
(5) cos* 5 A rot U + sin? > Brot B= 0. 


Im Verein mit (1) hat man demnach 


A rot A— 0, 
uae 


d.h. & und % sind flachennormale Vektoren; es gibt also zwei Flachen- 
scharen, die die gegebene lings der Kriimmungslinien orthogonal schneiden. 
Damit ist der Keravalsche Satz schon bewiesen. 

2. Man kann in den Formeln (2) die Vektoren T, und T, durch W 
und $ ausdriicken, indem man 


(6) 


@ pl a 
: T, = cos g A+ sins B, 
(6a) 
T, = cos 5 — sin 73 
setzt und sich der schon oben benutzten Identitaét bedient. Man erhalt 


zunachst 


rot T, = cos © rot 2 + sin 5 rot B 


1 el 
+ 5 cos 5 [grad w B] — sin > [grad wm U] 





5) Ich bediene mich hinsichtlioh der Bezeichnungen der Vorschlige des ,,Aus- 
schusses fiir Einheiten und FormelgréBen‘. 


18* 
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und weiter mit Riicksicht auf (6) nach einfacher Zwischenrechnung 


fT, rot I, = + sin « (% rot 8 + Brot X) — ; grad wm (UB). 
Der Vektor 
[AB] — N 

ist mit der Flichennormalen identisch. Da nach (6a) T, aus T, durch 
Vertauschung von w mit —w hervorgeht, so ergibt sich fiir T, rot T, der 
negative Wert des vorstehenden Ausdruckes. Die beiden Gleichungen (2) 
sind also dann und nur dann erfiillt, wenn 
(7) A rot B + B rot A - 


ist. 


RN grad w 


sin @ 


Diese Bedingung (7) tritt mithin zu den Formeln (6) als notwendig 
hinzu, wenn die Flachenfamilie F nicht nur einem dreifach-orthogonalen 
Systeme angehéren, sondern iiberdies die Eigenschaft haben soll, daB ihre 
beiden Systeme von je co* Asymptotenlinien je eine Schar von Orthogonal- 
flachen zulassen. 

DaB die Bedingungen (6) und (7) auch dafiir ausreichend sind, falls 
nur W&,B,q@ die oben erklirte geometrische Bedeutung haben, laBt sich 
folgendermaBen einsehen. Man definiere T, und T, durch (6a), so sind 
Z; und T, die Tangentenvektoren der Asymptotenlinien, denn sie haben 
die Normen Eins und ihre Richtungen fallen mit den Schenkelrichtungen 
von w zusammen. Aus (6) folgt jetzt leicht 


f (&, 1 T,) rot (Z, t t,)= 0, 
\ (X,— F,) rot (T, — T,) = 0. 


(8) 


Ferner ist identisch 
W rot B + B rot W 


£ P ~~ ~~ dw! ] 
( (E+ E,) rot (T, — XT, ) + (X, — T,) rot (TZ, +T,) - 2: 1% %) , 


sin w 


l 
2 sin w 
also mit Benutzung von (7) wegen [T, T,] = — Nsinw 
(9) (£,+ T,) rot (T, — T,) + (TF, — T,) rot (FT, + T,)— 0. 
Aus (8) und (9) ergibt sich aber 
T,rovT,=—0, 
T, rot T,— 0, 
T,rot T, + I, rot T, —0, 
d. h. die Relationen (2), aus denen die Behauptung folgt. 


3. Wenn man die Voraussetzungen des Keravalschen Satzes mit den- 
jenigen vergleicht, die bei dem vorstehenden Beweise wirklich gebraucht 








‘oo. tf 2 @ 


-—- 
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werden, so findet man, daB an keiner Stelle die Eigenschaft der Vektoren 
T,, X,, die Tangenten der Asymptotenlinien zu sein, benutzt wird. Viel- 
mehr ist fiir das SchluBergebnis nur erforderlich und auch hinreichend, 
daB die den Winkel ({,, T,) halbierenden Richtungen die der Kriimmungs- 
linien sind, d.h. daB die Vektoren I,, I, spiegelbildlich unter demselben 
Winkel w gegen die Kriimmungslinien geneigt sind; denn aus (6a) folgt 
wegen AB=—0, A*—H*—1: 

UT,— AT,—coss, 
@ 


BVT, = — BT, = sin 


i) 


Um die aus dieser Bemerkung sich ergebenden Erweiterungen des Satzes 
in geniigender Allgemeinheit und in einer mehr geometrischen Form aus- 
sprechen zu kénnen, soll zunachst ein auch sonst brauchbarer Hilfssatz 
bewiesen werden. 

Sind U und B& irgend zwei so aufeinander senkrechte und zu den 
Flaichen einer Schar tangentiale Hinheitsvektoren, daB [US]=—=MN die 
Flichennormale ergibt, so gilt 


BY rot l= — n, 
(10) 
; U rot B= n’, 


wo n die Normalkriimmung der Flache in der tangentialen Richtung U, 
n’ die in der tangentialen Richtung ¥ bedeutet. 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachte man Ul als Tangentenvektor 
einer auf der Flache gelegenen gewundenen Kurve, deren Hauptnormale 
mit n, deren Binormale mit b bezeichnet werden mége. Ist « der Winkel 
zwischen Flachennormale % und Hauptnormale n, so schlieBen auch die 
Vektoren 8 und —b diesen Winkel ein, falls nur das Dreibein Ul, n, 6b 
denselben Windungssinn wie das Dreibein 11,%,n hat, und es ist 


n= Necosa + Vsine, 
b= MNsina — Beosa. 
Nun gelten die Formeln 
nrotll=0, 
brotl=k, 
wo k die Kriimmung der betrachteten Kurve bedeutet*) demnach ergibt 


sich leicht 
B rot B = — kcose, 


*) Jahresbericht der Deutschen Math.-Ver., a. a. 0. 8. 267, Note 11. 
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woraus nach dem Meusnierschen Satze die erste der Formeln (10) folgt, 
und auch die zweite, die man daraus durch Vertauschung von ll mit & 
erhalt, wobei man nur zu beachten hat, daB der Vektor M, mithin auch 
cos @ das Vorzeichen wechselt. 

Aus (10) ergibt sich 


(11) Urot B + Vrot iu —n’—n. 


Nach dem Eulerschen Satze der Flachentheorie ist aber, wenn yw den 
Winkel zwischen dem Vektor Ul und dem Tangentenvektor & der Kriim- 
mungslinien mit der Hauptkriimmung n, bedeutet, wahrend n, die zu 8 
gehérige Hauptkriimmung sein soll, 

n =n, cos*y +-n,sin*y, 

n’ =n, sin* y + n, cos*y, 
mithin 

n’—n =(n,—n,)cos2y, 
so daB schlieBlich 
(12) Urot S + Vrot Ul —(n, — n,) cos 2p 
herauskommt. Ubrigens folgt aus (10) auch leicht die bekannte Formel ’) 

— div =n,+n,, 


weil je. identisch Urot 8 — Vrot U = — div(UB] ist. Fir U—A, S=—H 
hat man also 
(13) ress —;; 


W rot B = n,, 
A rot B + Brot A —n, —n,, 
und hiermit geht die Formel (7) in die einfachere Gestalt 
(14) (n, — n,) sin wm = RN grad w 
liber. 
4. Zu den beiden flaichentangentialen und aufeinander senkrechten 
Einheitsvektoren U1, 8 werde jetzt ein dritter ebensolcher Vektor T hinzu- 


genommen, und es sei }m der Winkel, den er mit dem Vektor WU so ein- 
schlieBt, daB 


@ . @ 
T =U cos 5 + B sin = 


ist. Nach der schon in 1. benutzten vektoranalytischen Identitaét hat man 
wegen [US] = 


”) J. Spielrein, Lehrbuch der Vektorrechnung, 2. Aufl., Stuttgart 1926, 8.177, FuB- 
note, fiihrt diese Formel auf G. Green (1828) zuriick. 
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Trot F = cos? 5 U rot U + sin? > Brot B 


7 + (sin @-(Urot B + Brot Ul) — grad w ®), 
also im Hinblick auf (11) 


(15) Trot T = cos* FU rot U + sin* 5 Brot ¥ 
- 5 (sin w-(n’ —n) — grad wm). 


Sind nun wieder im besondern U1 =W, B= die Tangenten der 
Kriimmungslinien, so gilt (1), ferner ist n =n,, n’=mn,, und man hat 


(16 ) Trot T = Arot H+ 5 (sinw-(n,— m,) — grad). 


Aus dieser Formel lassen sich nun nachstehende Folgerungen ziehen. 
Ist w ein der Differentialgleichung (14) geniigender Winkel, so gilt 
fiir jeden Vektor 


XT = A cos 5 + Bsin 5 
die Beziehung 
Trot T = ArotA — Brot. 
Wenn daher & flachennormal ist, so ist es auch T (und natiirlich auch B, 
was ja schon aus (1) folgt), und umgekehrt. Daher gilt der Satz: 

I. Ist w ein der Differentialgleichung (14) gentigender Winkel, und 
gehért die Flache einem dreifachen Orthogonalsystem an, so ist jede gegen 
die eine oder die andere Schar der Kriimmungslinien unter dem Winkel } w 
geneigte Kurvenschar flachennormal. 

II. Umgekehrt: Ist irgendeine unter einem solchen Winkel 4 gegen 
die eine oder die andere Schar von Kriimmungslinien geneigte Kurven- 
schar flachennormal, so gehért die Flache einem dreifach-orthogonalen 
Systeme an. 


Fiir 
X’ = cos > — Bsin > 
gilt die Formel 
(16’) LT’ rot T’ = A rot H — } (sin -(n, —n,) — grad@®), 
und man hat daher 
Trot T + CF’ rot FT’ = 2A rot A — 2B rot B. 


Daraus folgt: Ist sowohl T als auch T’ flachennormal, oder ist auch nur 
Trot TF + CT’ rot T’—0, so ist auch WM und % flachennormal. Mithin gilt 
der Satz: 
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IIT. Sind zwet gegen die eine oder die andere Schar der Kriimmungs- 
linien spiegelbildliche Kurvenscharen fldchennormal, so gehért die zu- 
gehorige Flachenschar einem dreifachen Orthogonalsysteme an. 


Dies ist die oben angedeutete Erweiterung des Satzes von Keraval. 
Man sieht leicht ein, daB im Falle des Satzes III der Winkel w ebenfalls 
der Differentialgleichung (14) geniigen mu. Wenn jedoch nur Trott 
| $’ rot T’ = 0 ist, dann ist w ganz willkiirlich, und es gilt 


1, . , , 
FT rot T 5 (sin w-(n, —n,) — gradw®) = — FT rot e’. 
5. Es seien wm und mw’ zwei modulo 22 verschiedene Lésungen der 
Differentialgleichung 
(14a) sin w-(n’-—n) = gradw®, 


wobei n,n’ die in 3, erklarten Normalkriimmungen bedeuten, und jetzt sei 


T =Ucos = +- ¥ sin = : 
‘ a’ . w’ 
T= Ucos— + Bsin = ; 


dann folgt aus (15) 


X rot FT = cos* > Yi rot U + sin? Brot B, 
2 2 

Trot T’— cos* > UW rot U + sin? BVrot¥B. 
2 2 


Da die Determinante der rechten Seiten von Null verschieden ist, so 
schlie8t man daraus: Sind & und fT’ flichennormal, so ist auch ll 
und % flachennormal, also, da sie aufeinander senkrecht stehen, sind 
sie mit den Tangentenvektoren & und $ der Kriimmungslinien identisch. 
Mithin gilt: 

IV. Sind auf einer Flachenschar irgend zwei nicht zusammenfallende 
Kurvenscharen vorhanden, von denen man weif, daB thre Netgungswinkel 
gegen eine dritte, von der winkelhalbierenden verschiedene Kurvenschar der 
Differentialgleichung (14) geniigen, so ist die Flachenschar einem drei- 
fachen Orthogonalsystem zugehérig, und die dritte Kurvenschar fallt mit 
einer der beiden Scharen der Kriimmungslinien zusammen. 


6. Die Differentialgleichung (14a) laBt sich in der Form 
(17) N grad In tg-> = n’—n 


schreiben. Hieraus erkennt man, daB wenn @ eine Lésung ist, auch jede 
durch die Formel 











ee ee 
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@’ 


(18) N grad —= —0 
te S 
bestimmte Funktion m’ diese Eigenschaft hat, und in dieser Beziehung 
stehen offenbar irgend zwei Lésungen von (17). Setzt man also 
tg : = vtg 3 ; 
so ist 


N grad y = 0, 


d. h. falls nicht » schon selbst eine Konstante ist, die Flachen » = konst. 
schneiden die gegebene Flaichenschar senkrecht. 

7. Wenn im besondern T= fT, und T’=T, die Tangentenvektoren 
der Asymptotenlinien sind, so geniigt der Asymptotenwinkel w der Gleichung 


P 
19) te>=/- — 
2 


In diesem Falle kann die Differentiaigleichung (14) auf eine besonders 
einfache und geometrisch interessante Form gebracht werden. Man hat 
nimlich einerseits 


jn 
(20 RN grad In | +=, —N,, 
: he 
andererseits wegen 
@ 
2tg - - 
‘ 2 — N,N, 
sin w =2 r 5% : 
@ = 
1+ tg? 5 ath <. 
21) N gradw = 2) — n, n,. 


Dieser Zusammenhang des Asymptotenwinkels mit dem GauBischen Kriim- 
mungsmaB der betrachteten Flachenschar scheint besonders bemerkenswert 
zu sein; denn die linke Seite der vorstehenden Gleichung bedeutet nichts 
anderes als die Anderung des Asymptotenwinkels w mit der Bogenlange 
der Feldlinien des Normalenvektors %. Natiirlich kann man die Formel (20) 
auch auf die Gestalt 


F nh, r - 
® grad arc tg ) —-2 > I-a% 
bringen. Diese Beziehung hat also in dem von Keraval betrachteten Falle 
Giiltigkeit. 
8. Ich werde nun einen neuen Beweis der Formel 


(1) A rot A = Brot B 
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geben, die notwendig und hinreichend dafiir ist, da8 auf einer Flachen- 
schar die beiden aufeinander senkrechten Einheitsvektoren YM und B die 
Tangentenvektoren der Kriimmungslinien darstellen. Diese werden bekannt- 
lich durch das Verschwinden der geoditischen Windung y erklart. Ist « 
der Winkel, den die Hauptnormale n einer Flachenkurve mit der Flachen- 
normale ® einschlieBt, und ist x die gewohnliche Windung (zweite Kriim- 
mung) der Kurve, so besteht die Beziehung 


ras de 
(22) 7 * as’ 
falls unter : 

at da = 

(23) i t grad « 


die Differentiation in Richtung des Tangentenvektors t der Kurve ver- 
standen wird, und die Windung durch die Frenetsche Formel 


. aa 

ie? 

bestimmt wird, wobei b =(tn] die Binormale der Kurve bedeutet*). 
Man hat dann, wenn man mit T die Tangentiainormale*) der Kurve 


bezeichnet, so daB 
T= (tN 
ist, 
(24) B= Zane + Rowe, 
b = Tceosa — Nsine. 
Nun gilt fiir die Windung einer jeden Kurvenschar die Formel*®) 
(25) 2% = trott — nrotn — brotb. 


Aus (24) ergibt sich aber leicht 


rotn = sin « rot T + cos arot N+ cos « [grad a T] — sina [grad aM}, 
rot b = cosarot T — sine«rot R — sina[ grad « T] — cosa[ grad a RN]; 


hieraus im Hinblick auf [%&]—t und — da ja der Vektor der Flachen- 
normale immer flachennormal ist — rot —0 


nrotn = sin’ « Trot T + cosasina(T rot R + Nrot T) — t grade, 
b rot b = cos*« Trot T — cosasina(T rot N + Nrot T) — t grad «, 


*) Ich bediene mich der Bezeichnung meiner oben angefiihrten Abhandlung, je- 
doch ist x durch —x ersetzt worden; die Bezeichnungen sind oben dieselben wie in 
dem Spielreinschen Buche. 

*) Diese sehr treffende Benennung stammt von J. Knoblauch. 

%) Jahresbericht der Deutschen Math.-Ver. a. a. 0. S. 257, (11); Spielrein, a. a.0. 
8. 182, Aufgabe 116. 

















Dreifach-orthogonale Flichensysteme. 
und weiter wegen (22), (23) und (25) 
(26) trott — Trot T = 2y. 


Da t und & irgend zwei aufeinander senkrechte flaichentangentiale Einheits- 
vektoren darstellen, und das Ergebnis iiberdies ungeindert bleibt, wenn 
z.B. © mit —T vertauscht wird, so bedeutet es nur eine Anderung der 
Bezeichnung, wenn man fiir (26) 


(27) UrotU — Vrot B= 2y 
schreibt und, wie in 3. [U%]—® waht. 


Langs der Kriimmungslinien ist nun U = U, = B, y = 0, und damit 
ist die Formel (1) bewiesen. Auch die Umkehrung ist einleuchtend. 


Berlin, den 10. Mai 1928. 


(Eingegangen am 15. 5. 1928.) 











Uber algebraische Gebilde. 
Von 
P. Finsler in Ziirich. 


Eine Fragestellung der Variationsrechnung’) gab den Anla8, nach den 
Bedingungen zu suchen, unter denen in einer mehrparametrigen linearen 
Schar von quadratischen Formen eine definite Form enthalten ist. Diese 
Bedingungen stehen in engem Zusammenhang mit einer bestimmten Klasse 
von algebraischen Gebilden. Bei der Untersuchung dieser Gebilde stellte 
es sich als zweckmaBig heraus, in einigen Punkten von der iiblichen 
Behandlungsweise abzuweichen. Insbesondere muBten die Gebilde ,all- 
gemeiner Lage“ urd die ,Mehrfachzihlung“ von Gebilden méglichst ver- 
mieden werden. Die Siatze miissen ihre Giiltigkeit auch fiir jede spezielle 
Lage der Elemente beibehalten; bei den Anwendungen sind die speziellsten 
Lagen oft die wichtigsten. Wenn ferner eine irreduzible Flache zweiter 
Ordnung durch eine Gleichung g = 0 gegeben wird, so stellt die Gleichung 
q?=0 rein geometrisch dieselbe Flache dar und nicht eine reduzible 
Flache vierter Ordnung. Die mehr algebraische Behandlungsweise ist also 
durch eine mehr geometrische zu ersetzen; sie diirfte dadurch auch etwas 
elementarer werden. 


In diesem Sinne sollen hier zunachst beliebige algebraische Gebilde 
untersucht werden. Da sich jedes Gebilde in irreduzible Teile zerlegen 
laBt, so werden gewdhnlich nur diese Teile fiir sich naher betrachtet. 
Dabei geht aber manches verloren; man hat nur die Bausteine und nicht 
das Gebaude. Besonders auch im Hinblick auf die oben erwahnten An- 
wendungen betrachten wir die Gebilde, die aus Teilen verschiedener Ord- 
nung und Dimension zusammengesetzt sein kénnen, als Ganzes. Von 


1) J. Hadamard, Sur une question de calcul des variations, Bull. Soc. Math. de 
France 80 (1902), p. 253—256. 
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Wichtigkeit ist aber der Satz*), daB ein Gebilde reduzibel ist, wenn ein 
anderes Gebilde derselben Dimension in ihm enthalten ist. Wir versuchen, 
diesen Satz auf méglichst elementarem Wege abzuleiten. 


Um eine feste Grundlage zu erhalten, werden zu Anfang auch einige 
sehr bekannte Dinge mit zusammengestellt. 


1. Die Punkte eines n-dimensionalen projektiven Raumes ft, seien 
durch die Verhaltnisse der n +- 1 homogenen Koordinaten # = (x,:2,:...:2,) 
festgelegt, die beliebige komplexe Werte annehmen, aber nicht alle gleich- 
zeitig verschwinden diirfen. 


Ein algebraisches Gebilde G in diesem Raum besteht aus der Gesamt- 
heit der Punkte, deren Koordinaten einem System von homogenen alge- 
braischen Gleichungen (g,(a)=0, g,(#)=0,...,9,(")=0) geniigen’). 
Eine Mehrfachzéhlung von Punkten oder andern Gebilden wird nicht ein- 
gefiihrt. Wenn die Gleichungen keine gemeinsame Liésung a + 0 besitzen, 
so liefern sie das Nullgebilde 0, das keinen Punkt enthalt; wenn sie iden- 
tisch erfiillt sind, so liefern sie den Raum {R,, der alle Punkte enthalt. 


Die Vereinigung von zwei Gebilden G und H, die durch die Glei- 
chungen (g, = 0,...,g9, = 0) baw. (h, =0,...,h4, = 0) dargestellt seien, 
besteht aus der Gesamtheit der Punkte, die zu G@ oder zu H gehdoren, 
und wird mit G+ H bezeichnet. Sie ist selbst ein algebraisches Gebilde 
und kann durch (g,h, =0, *=1,2,...,p, k=1,2,...,q) dargestellt 
werden. Es ist stets G+0=—G. 

Der Durchschnitt oder Schnitt der Gebilde G und H besteht aus 
den Punkten, die gleichzeitig zu G und zu H gehéren, und wird mit GH 
bezeichnet. Er ist wieder ein algebraisches Gebilde und kann durch 
(9, =0,...,9,=0, h, =0,...,4,=0) dargestellt werden. Es ist stets 
GO0=0 und G(A+ B)=GA+GB. 

Die Gebilde G und H treffen sich, wenn GH+ 0 ist; sie sind ge- 
trennt fir GH—0; G ist in H enthalten, wenn GH=@ ist. 

Das Gebilde G heiBt reduzibel, wenn es als Vereinigung von zwei 
algebraischen Gebilden A und B dargestellt werden kann, von denen keines 
mit G identisch ist, in Formeln: 


G=A+B, A+G, BG. 
Andernfalls heiBt G irreduzibel. 


*) Vgl. L. Kronecker, Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
GréBen, Berlin 1882, 8. 30; J. Kénig, Einleitung in die allgemeine Theorie der alge- 
braischen GréBen, Leipzig 1903, 8. 224. 

*) Man kénnte hier auch, bei einigen Anderungen in § 2, die Koeffizienten ge- 
wissen Einschrankungen unterwerfen, z. B. nur reelle oder nur rationale Zahlen zulassen. 
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A heiBt ein trreduzibler Teil von G, wenn A irreduzibel, G= A+B 
und B+G ist. Ein Teil von G ist die Vereinigung von beliebig vielen 
irreduziblen Teilen von G. 

Ein irreduzibler Teil von G ist in keinem andern irreduziblen Teil 
von G enthalten. Es sei namlich G = A+B, B+G; ferner sei A in A, 
und A, in @ enthalten, also AA,=A, A,@=A,. Dann ist 
A,G=4A,A+ A,B, also A,=A-+A,B. Nun ist A,B+A,; denn 
wenn A, und folglich Ain B enthalten ware, so miiBte wegen G=A+B 
auch G=B sein. Ist also noch A, + A, so ist A, reduzibel. 

Es folgt sofort, daB auch kein beliebiger Teil von G in einem andern 
irreduziblen Teil von G enthalten sein kann. 


2. Ein Gebilde, das durch ein System von linearen homogenen Glei- 
chungen dargestellt werden kann, heiBt ein linearer Raum L. Der 
Schnitt von zwei linearen Raumen ist wieder ein linearer Raum. 

Ein Punktsystem ist die Vereinigung von endlich vielen Punkten. 
Ein Punkt P heiBt von dem System der Punkte P,, P,,..., P, linear 
abhangig, wenn P = By A, P,; ist, d. h. wenn fiir die Koordinaten der Punkte 


i= 
die Gleichung a = 3'i,a, besteht. Alle diese Punkte P erfiillen zu- 
t=0 


sammen einen linearen Raum, welcher der zu dem Punktsystem gehorige 
Raum oder der Verbindungsraum heiBt. Es ist der kleinste lineare Raum, 
der das Punktsystem enthilt. 

Die Punkte P,, P,,..., P, heiBen linear unabhdngig, wenn keiner 
von dem System der iibrigen abhangig ist; andernfalls heiBen sie linear 
abhangig. 

Die Dimension y eines linearen Raumes L = L, ist um 1 geringer 
als die gréBte Anzahl der linear unabhangigen Punkte, die man beliebig 
in ihm auswiahlen kann; sie ist dadurch eindeutig bestimmt. Das Null- 
gebilde ist der einzige L_,, jeder Punkt ist ein L,, die L, heiSen Ge- 
raden, die L, Ebenen, die L, _, Hyperebenen, der L, fallt mit dem §, 
zusammen. 

Ist L,L,=L,, so ist c>[a+fh—n. Zu o-+1 unabhangigen 
Punkten in ZL, kann man namlich noch « —o Punkte in L, und f —o 
Punkte in L, so auswahlen, da8 alle voneinander unabhangig sind, wes- 
halb ihre Anzahl a+ 8 —o+1<n-+1 sein muB. 

Der Verbindungsraum L,“L, von L, und L, ist der zum Gebilde 
L,+L, gehérige Raum (s.u.) und gleichzeitig der zu dem eben aus- 
gewahlten Punktsystem gehérige Raum; er hat demnach die Dimension 
«-+-£8—o. Die Summe der Dimensioneh von zwei linearen Raéumen ist also 
gleich der Summe der Dimensionen ihres Schnitt- und Verbindungsraumes. 
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3. Der kleinste lineare Raum, der ein beliebiges Gebilde G enthilt, 
heiBt der zu G gehérige Raum. Er ist eindeutig bestimmt; denn der 
Schnitt von zwei verschiedenen solchen Raumen wiirde ebenfalls @ ent- 
halten und hatte geringere Dimension. Nennt man einen Punkt P von G 
abhingig, wenn er von einem in G enthaltenen Punktsystem abhingig ist, 
so besteht der zu G gehérige Raum aus den von G abhangigen Punkten. 

Das Gebilde G heiBt »-dimensional, G=G,, wenn es einen L, , ,, 
aber keinen L, _, gibt, der das Gebilde G nicht trifft. Dies gilt auch fiir 
G=TL.. 

Jeder Teil von G und allgemein jedes in G enthaltene Gebilde, also 
auch jeder Schnitt von G mit einem andern Gebilde, hat héchstens die- 
selbe Dimension wie G, denn ein L,_, ,, der G@ nicht trifft, kann auch 
kein in @ enthaltenes Gebilde treffen. 

Ist G=A-+-B, so ist die Dimension » von G@ gleich der gréBten 
der Dimensionen « und f von A bzw. B. Setzt man namlich «= Max(a, £), 
so gibt es einen L, _,_,, der A nicht trifft, und einen ae der B 
nicht trifft. Man nehme nun in diesen Riumen je » — yw linear unab- 
hangige Punkte P, bzw. Q, an und betrachte den zum System der Punkte 
P,+-4Q, gehérigen linearen Raum. Man kann die Zahl 4 stets so wihlen, 
daB dieser Raum weder A noch B trifft und wieder die Dimension n — u — 1 
besitzt; denn jede der drei Bedingungen ist héchstens fiir endlich viele 
Werte von 4 nicht erfiillt. Da dann dieser Raum auch G nicht trifit, 
so ist »< wu; da aber auch u <-» sein muB, so folgt y= wn. 

Die Dimension eines Gebildes ist also gleich dem Maximum der 
Dimensionen der einzelnen Teile; sie wird nicht geaindert, wenn man Teile 
geringerer Dimension hinzufiigt oder weglaBt. 

Die Punktsysteme sind die einzigen nulldimensionalen Gebilde; d. h. 
ein algebraisches Gebilde mit unendlich vielen Punkten mu8 von jeder 
Hyperebene getroffen werden. Es mu8 namlich mindestens eine Kurve 
2 =ac(t) enthalten, und ebenso bestehen die eindimensionalen Gebilde 
aus héchstens endlich vielen Punkten und Kurven usf. 

Das y-dimensionale Gebilde G sei in einem L,, enthalten. Jeder 
L,_,-1» der @ nicht trifft, schneidet dann (nach § 2) den LD, in einem 
Raum von wenigstens m—yv—1 Dimensionen, der ebenfalls G nicht 
trifit. Umgekehrt kann man jeden im L,, enthaltenen L,, der G nicht 
trifft, mit einem ZL verbinden, der den L,, nicht trifit, und man 
erhalt so einen L,,, ,, der @ nicht triffit. Daraus folgt aber, dab 
«<m—vy sein muf. Es gibt also in dem L,,, der G enthalt, einen 
L,,_,-,» sber-keinen L, _,, der @ nicht trifft, anders ausgedriickt: Die 
Dimension eines Gebildes ist von der Dimension des umgebenden Raumes 
unabhangtg. 


n—m—1 
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Ist daher L, ein beliebiger Raum, der G nicht trifit, so wird G von 
einem L,,,, der den DL, enthalt, héchstens in einem Punktsystem ge- 
troffen, und allgemein von einem L,, der den L, enthialt, in einem Ge- 
bilde von héchstens y — « — 1 Dimensionen. Weiter ergibt sich: Ein be- 
liebiger linearer Raum L, schneidet das Gebilde G, in einem Gebilde 
von mindestens «4 -+»—n Dimensionen, denn G, wird von jedem L, , 
getroffen, also insbesondere auch von jedem im L, enthaltenen L,,. 


(a+r —n)* 


4. Ist G ein v-dimensionales Gebilde, so geht durch jeden L,, der G 


nicht trifft, ein L, , ,, der G nicht trifft. 


a? 


Es sei namlich zunichst » = 0, so daB G ein Punktsystem darstellt. 
Durch einen L,, der G nicht trifft, gehen dann héchstens endlich viele 
L,,,, die einen Punkt mit G gemeinsam haben, Fiir «<n —1 gibt es 
aber unendlich viele L,,, durch den L, also auch mindestens einen, der 
G nicht trifft. Diesen Schlu8 kann man fiir «+1 usw. wiederholen, bis 
man zu einem L, , gelangt, der den L, enthalt und @ nicht trifft. 

Ist nun die Dimension y von @ beliebig, so gibt es einen ZL, . ,, 
der @ nicht trifft. Wenn dieser den gegebenen Raum JL, nicht schon 
enthalt, so verbinde man den Z, ,_, mit einem nicht in ihm enthaltenen 
Punkt von J, durch einen L, ,. Dieser kann @ héchstens in einem 
Punktsystem treffen, es gibt also einen in ihm enthaltenen L, , ,, der 
G nicht trifft und den Schnitt von LD, mit dem L,_, enthalt. Durch 
Wiederholung dieser Operation findet man schlieBlich einen L, , ,, der @ 
nicht trifft und den ganzen LD, enthalt. 


, 


Es folgt weiter, da8 fir »>0 durch jeden L,, der @ nicht trifit, 
ein L,_, geht, welcher G nur in endlich vielen Punkten trifft. 

5. Wir betrachten die linearen Raume, die das Gebilde G@ in end- 
lich vielen Punkten treffen; o sei die Anzahl der Schniitpunkte. Das 
(stets endliche) Maximum von o heiBt die Ordnung @ von G. Ein Ge- 
bilde von der Ordnung @ wird also von jedem linearen Raum entweder 
in unendlich vielen oder in héchstens @ Punkten getroffen und von min- 
destens einem linearen Raum in genau g Punkten. 

Das Nullgebilde ist das einzige Gebilde von der Ordnung 0. Ist 
G-+0 und die Dimension von G gleich y, so wird G von jedem L,_,, 
der einen G nicht treffenden L, _,_, enthalt, in mindestens einem und 
héchstens 9 Punkten getrofien. Man kann auch stets einen L,_, finden, 
der G in genau o Punkten trifft. 

Ist naémlich L, ein Raum, der G in o Punkten triffit, so gibt es in 
ihm einen L,_,, der G nicht trifft. Durch diesen laBt sich (nach § 4) 
ein L,_,_, legen, der G nicht trifft,; und wenn man den letzteren mit 
einem weiteren Punkt von L, verbindet, so erhalt man einen L, _,, der 
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den L, ganz enthalt und dessen Schnitt mit G aus endlich vielen, aber 
mindestens o Punkten besteht. Fiir o = ergibt sich die Behauptung. 


Man kann aber diesen Raum nicht stets durch einen vorgeschriebenen 
Punkt legen. So wird z. B. im , das Gebilde dritter Ordnung, das aus 
einer Geraden und zwei Punkten besteht, von jedem L,, der durch einen 
nicht auf G und nicht auf der Verbindungslinie der beiden Punkte liegenden 
Punkt geht, nur in héchstens zwei Punkten getroffen. Auch gibt es durch 
eine Spitze einer ebenen Kurve dritter Ordnung keine Gerade, die sie in 
drei Punkten trifft. 


Ein Gebilde dritter Ordnung im i, kann aus einer Geraden und be. 
liebig vielen einzelnen Punkten bestehen. Man kénnte, um dies zu ver- 
meiden, die gegebene Definition der Ordnung nur fiir irreduzible Gebilde 
beibehalten und die Ordnung eines beliebigen Gebildes gleich der Summe 
der Ordnungen seiner irreduziblen Teile setzen; doch erscheint diese Fest- 
setzung weniger zweckmabig. 

6. Es seien G und H zwei algebraische Gebilde ohne gemeinsamen 
Punkt. Die Projektion von G aus H, in Zeichen G°H, besteht aus allen 
Punkten P, welche von den Punkten Q und R linear abhangig sind, wenn 
Q auf G und R auf A beliebig variiert. Es ist also stets G°H= HG. 
Wird der Schnitt von G mit einem H enthaltenden linearen Raum L aus H 
projiziert, so erhalt man den Schnitt von LZ mit der Projektion von G 
aus H, d.h. fir LH=H ist (LG)"H= L(@°H)*). 

Sind g,(aw)=—0 (¢=1,2,...,p) und h,(w~)=—0 (k—1,2,...,q) 
die Gleichungen von @ bzw. H, so erhalt man die Projektion G°H durch 
Elimination der Parameter y, %, 4, u, aus den Gleichungen 


g9(y)=0, h(#)=0, w=dy+ pz. 


Dies ergibt ein System von homogenen Gleichungen in #; wenn sich 
aus einer Gleichung ein Parameter nicht entfernen laBt, so ist sie als 
identisch erfiillt zu betrachten, da sie als Gleichung zur Bestimmung des 
Parameters aufgefaBt werden kann: Es wire aber noch denkbar, daB 


*) Die Bedingung GH=0 bei der Definition der Projektion ist notwendig, da 
sonst die Punkte P kein algebraisches Gebilde zu erfiillen brauchen, so z. B. wenn man 
einen Kegelschnitt von einem seiner Punkte aus projiziert. Man kénnte, um den Fall 
GH+0 einzuschlieBen, die Projektion GH als das kleinste algebraische Gebilde de- 
finieren, das alle Punkte P enthialt. Die obige Beziehung fiir LH =H braucht dann 
aber nicht mehr zu gelten. 

Den Begriff der Projektion finde ich nirgends vollstiéndig erklirt. So ist es z. B. 
bei E. Bertini, Einfiihrung in die projektive Geometrie mehrdimensionaler Riume, 
Wien (1924), S. 208 unklar, ob das Gebilde (x? =x, 2,; 2? +2} =2z,2,) vom Punkt 
1, 0, 0 aus projiziert zwei oder drei Geraden ergibt. 
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dabei die Parameter 4 und y, die nicht homogen auftreten, durch “ und © 


zu ersetzen und 9 = 0 zugulassen wire; dies kann jedoch, wie aus den 
Gleichungen ersichtlich ist, nur dann eintreten, wenn Q und R zusammen- 
fallen, wenn also GH+ 0 ist, und dies war ausgeschlossen worden. Fiir 
GH=0 ist daher die Projektion G°H selbst wieder ein algebraisches 
Gebilde. 

Ist G = L, und H= Lg, so ist die Projektion L,°L, = L, mit dem 
Vesbindunggrenm identisch, und seine Dimension ergibt sich wegen GH = 0) 
zu y + B+1. 

Wird ein beliebiges Gebilde G, von einem linearen Raum L, aus 
projiziert, der G, nicht trifft, so erhilt man ein Gebilde K,, das einen 
allgemeinen Kegel darstellt. Die Dimension desselben ist wieder y = « +- 8 +-1, 
wie man in folgender Weise erkennen kann: 

Durch den L, la8t sich ein L, _,_, legen, der G, nicht trifft und 
also K, nur in Lz hatte In diesem L,_,_, gibteseinenL, , , »¢ 1 
der auch den L, al folglich auch die Projektion K, nicht trifft; daraus 
folgt aber » ySat+pti. 

moet ergibt sich fiir « >0 zunichst y > +1, da der Verbindungs- 
raum von L, mit einem beliebigen Punkt von G, in der Projektion ent- 
halten ist. 

Weiter ist zu zeigen, daB allgemein ein beliebiger L, , , , die 
Projektion K, trifit. Wenn dieser Raum nicht schon den Raum L, trifit, 
so betrachte man den Verbindungsraum L, _,_ ¢. , Ly = L,,_.» Welcher 
seiner Dimension wegen das Gebilde G, treffen mu8. Der Schnitt dieses 
L,_, mit K, ist gleich der Projektion des Schnitts mit G, aus L, und 
hat also wenigstens die Dimension §+1; daraus folgt aber, daB der 
L,,_,—g—1 diesen Schnitt mit K, und folglich K, selbst treffen muB. Da- 
mit ist aber y>a-+ +1 und folglich y—a-+ 6 +1 bewiesen. 

7. Ein Gebilde, das sich durch eine nicht identisch erfiillte Gleichung 
g = 0 darstellen 14Bt, heiBt eine Hyperflache. Jede Hyperfliche hat die 
Dimension n—1. Umgekehrt la8t sich zeigen: 

Jedes Gebilde von der Dimension n—1 enthdlt wenigstens eine 
Hyperflache. 

Es werde naimlich zunaichst angenommen, da6 das Gebilde G durch 
ein System von zwei Gleichungen g, = 0, g, = 0 gegeben sei. Dann lautet 
die Behauptung: Wenn die Polynome g, und g, keinen gemeinsamen 
(nicht konstanten) Faktor besitzen, so gibt es eine Gerade, welche G 
nicht trifft. 

Eine solche Gerade kann in folgender Weise gefunden werden: Man 
lege durch einen Punkt P,, der nicht auf g, = 0 liegt, eine zunichst be- 
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liebige Gerade. Wenn diese das Gebilde G in einem Punkt P, trifft, so 
laBt sie sich so verindern, da8 der Punkt P, in einen Punkt P; iibergeht, 
fiir den g, —0, aber g,+ 0 ist, und dadurch die Zahl der Punkte von 
dieser Eigenschaft auf der Geraden vergréBert wird. Es gibt namlich in 
jeder Umgebung von P, solche Punkte P{, denn sonst miiBten g, und g, 
einen gemeinsamen Faktor besitzen®), und man kann die Umgebung so 
klein wahlen, daB jeder andere Punkt mit g, = 0, g,+ 0 auf der Geraden 
in einen ebensolchen iibergeht. Man kann diese Operation wiederholen, 
bis kein Schnitt der Geraden mit g,—0 mehr auf g, = 0 liegt, so daB 
also die Gerade durch P, das Gebilde G@ nirgends trifft. 

Das Gebilde G sei jetzt durch p Gleichungen dargestellt: 9, =0,...,9, = 0. 
Wenn @ von der Dimension n — 1 ist, so mu wieder ein allen g, gemein- 
samer (nicht konstanter) Faktor vorhanden sein. Es sei dies namlich fiir 
r Gleichungen (r < p) bewiesen, und es sei m der gréBte gemeinsame 
Teiler von g,,...,g,, als0 g,=9gj,---.9,=99,- Waren nun » und 
g,,, teilerfremd, so kénnte nach dem vorher Bewiesenen der Schnitt von 
g =0 mit g,,, = 0 und damit auch das in der Vereinigung dieses Schnitts 
mit gi =0,...,g=0 enthaltene Gebiide G nicht die Dimension n — 1 
besitzen. Daraus folgt aber die Behauptung. 

Es ergibt sich weiter die Folgerung, daB jedes irreduzible (n —1)- 
dimensionale Gebilde eine Hyperjlache ist, d. hk. daB es sich durch eine 
Gleichung darstellen 1aBt. 

Es sei namlich G ein irreduzibles (n — 1)-dimensionales Gebilde, das 
durch die Gleichungen g,= 0, ..., g, = 0 dargestellt werde. q sei der groBte 
gemeinsame Teiler von g,,...,g,, und es sei g,—99,---,9,—=99,- 
Die durch » = 0 dargestellte Hyperfliche A mu8 mit @ identisch sein, 
denn das durch gi = 0, ..., g = 0 dargestellte Gebilde B ist nicht (n — 1)- 
dimensional und folglich von G verschieden, und wenn auch A + @ wire, 
so ware G — A+B reduzibel. 

Eine irreduzible Hyperfliche G 14Bt sich auch, wie leicht zu sehen, 
durch eine Gleichung g = 0 darstellen, bei der g ein algebraisch irredu- 
zibles Polynom bedeutet. Ist eine Hyperfliche g = 0 in der irreduziblen 
Hyperfliche g = 0 enthalten, so ist sie mit ihr identisch. 

8. Es soll nun der folgende Satz bewiesen werden: 

Hin Gebilde G, ist reduzibel, wenn ein anderes Gebilde A, von der- 
selben Dimension in ihm enthalten ist. Ist also 


G,A,=A, und A, +G,, 
so ist G, reduzibel. 








5) Vgl. M. Bécher, Einfiihrung in die héhere Algebra, Leipzig und Berlin 1910, 
8. 232, Satz 8. 
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Fiir yn —1 folgt der Satz direkt. Ware namlich A, , in der 
irreduziblen Hyperflache G,_, enthalten, so miiBte auch die nach §7 in 
A,_, enthaltene Hyperflache » = 0 in G,_, enthalten und daher mit G,_ 
identisch sein. Daraus wiirde aber A, ,—G,_, folgen. 

Der allgemeine Fall 148t sich nun auf diesen zuriickfiihren, wenn man 
die »-dimensionalen Gebilde passend projiziert. 

Es sei also G,A, = A, und 4,+G,. R sei ein Punkt von G,, der 
nicht zu A, gehért. Projiziert man den Punkt R aus einem L, , ,, der 
G, nicht trifft, so erhalt man einen L, ,, der das Gebilde A, héchstens 
in einzelnen Punkten trifft. Man kann also in diesem L,_, durch R einen 
L legen, der A, nirgends und den zuerst angenommenen L, , , 
in einem L, ,_, trifft. Projiziert man nun die Gebilde G, und A, aus 
diesem L, , ,, 80 erhalt man (nach §6) zwei (m —1)-dimensionale Ge- 


1 


n—v—1 


bilde G,_, und A,_,, wobei G, ,A,,—A,_, ist. Es ist aber 
A,_,+G,_,, da A,_, nach Konstruktion den Punkt R nicht enthalt; 
G,_, ist daher reduzibel und es kann G, ,—A’+ B’, A’ + ©. _.«s 


B' + G,_, gesetzt werden. 

Es seien nun P und Q zwei Punkte von G,_,, von denen P nicht 
zu A’ und Q nicht zu B’ gehdrt. Die Gerade PQ hat mit A’ und mit B’, 
daher auch mit G,_, nur endlich viele Punkte gemeinsam und kann des- 
halb die ,Spitze* DZ, , , des ,Kegels* G, , nicht treffen. Man kann 
daher durch PQ einen L, , , legen, der den L, _, , nicht trifft; er schneide 
die Gebilde G, _,, A’, B’ in @", A”, B”. Dabei ist G”= A” +B” 
und A” +@G”, B’ +@", da P nicht zu A” und Q nicht zu B” gehért. 
Die Projektion von G” aus dem L, _, , ist wieder mit G,_, identisch, 
denn jeder Verbindungsraum des L, , , mit einem Punkt von @ ist in 
G,_, enthalten und mu8 den L,,, treffen; insbesondere ist daher G, 
selbst in dieser Projektion enthalten. Projiziert man also die Gebilde A” 
und B” einzeln aus dem L, , , und bringt die Projektionen zum Schnitt 
mit G,, so erhalt man zwei Gebilde A und B, die zusammen G, ergeben, 
aber einzeln von G, verschieden sind. G@,—A-+ B ist daher reduzibel. 


Ziirich, den 5. Dezember 1927. 


(Eingegangen am 7. 12. 1927.) 

















Zur Produktzerlegung der Ideale 
in ganz-abgeschlossenen Ringen. 


Von 
Bartel L. van der Waerden in Groningen (Niederlande). 


g 1, 
Problemstellung. 


Nach E. Noether') ist fiir die Giiltigkeit des Satzes von der eindeutigen 
Zerlegung der Ideale eines (kommutativen) Ringes in Primfaktoren not- 
wendig und hinreichend, daB in diesem Ring folgende vier Axiome er- 
fillt sind: 

I. Der Teilerkettensaiz. Eine unendliche Kette von Idealen, in der 
jedes Ideal ein echter Teiler des vorangehenden ist, ist unmédglich. 

Il. Der eingeschrankte Vielfachenkettensatz. Eine unendliche Kette 
von Idealen, in der jedes Ideal ein echtes Vielfaches des vorangehenden 
ist und die aus lauter Teilern eines einzigen vom Nullideal verschiedenen 
Ideals besteht, ist unmédglich. 

Ill. Ring ohne Nullteiler, oder: der Ring laBt sich in einen Quotienten- 
kérper einbetten. 


IV. Ganze Abgeschlossenheit im Quotientenkérper, d. h. jedes Ele- 

h-1 A-1 . 

ment 6 des Quotientenkérpers, das einer Gleichung 6” = Sa,b' + 5 n,b* 
V0 1 


geniigt (wo die n, ganze Zahlen sind, die a; dem Ring angehéren), gehért 
dem Ring an’). 


*) E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und 
Funktionenkérpern, Math. Annalen 96 (1926), S. 26. 

*) Das bei E. Noether vorkommende ,Axiom III“ (Existenz des Einheits- 
elements) ist Folge der ganzen Abgeschlossenheit; denn das Einheiteelement des 
Quotientenkérpers ist vermége der Gleichung e* = ¢ immer ganz. 
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Nun ist leider Axiom II fiir die am haufigsten auftretenden Ringe 
nicht erfiillt. Trotzdem lassen sich oft gewisse Klassen von Idealen finden, 
fiir die eine eindeutige Faktorzerlegung gilt. Im Polynombereich von n Va- 
riablen sind es die Hauptideale. Aus den Hauptordnungen algebraischer 
Funktionenkérper lassen sich ,Funktionalbereiche“ bilden, in denen jedes 
Ideal Hauptideal ist und sich eindeutig in Primfaktoren zerlegen laBt, 
wahrend den Hauptidealen des Funktionalbereichs gewisse Ideale des ur- 
spriinglichen Bereiches (die Ideale ,héchster Dimension“) eineindeutig ent- 
sprechen. Es fragt sich demnach, ob man nicht allgemein unter Verzicht 
auf Axiom II eine Gruppe von Idealen auszeichnen kann, entsprechend 
den Idealen héchster Dimension, fiir die in einem gewissen (vielleicht 
modifizierten) Sinn die eindeutige Faktorzerlegung gilt. 

Das ist nun in der Tat méglich. Sogar wird Axiom III iiberfliissig; 
in der Formulierung von Axiom IV hat man dann den Quotientenkérper 
(der fir Ringe mit Nullteilern nicht existiert) zu ersetzen durch den 


, Quotientenring“, d. h. den Ring aller Briiche —- wo 6 nicht Nullteiler ist, 


mit den iiblichen Rechnungsregeln*). Vorausgesetzt werden demnach die 
folgenden Axiome: 

I. Der Teilerkettensatz, 

IIIa. Es gibt im Ring einen Nichtnullteiler, 

IVa. Ganze Abgeschlossenheit im Quotientenring. 

Fiir die Theorie werden die ,Nullteilerideale“, die aus lauter Null- 
teilern bestehen, auBer Betracht gelassen. Ein hdheres Primideal ist ein 
solches, das keine echten Primvielfachen auBer Nullteileridealen besitzt. 
Hoéhere Ideale sind die, welche durch mindestens ein héheres Primideal 
teilbar sind; alle sonstigen Nichtnullteilerideale heiBen niedere. (Vgl. die 
Ideale héchster und niedrigerer Dimension im Polynombereich.) Unsere 
Theorie ist nun eine Theorie der héheren Ideale. Damit die Faktor- 
zerlegung der hdheren Ideale in héhere Primfaktoren méglich wird, muB 
die Gleichheit durch eine ,Aquivalenzrelation“ ersetzt werden: zwei Ideale 
heiBen dquivalent, wenn sie sich in ihren Darstellungen durch Primarideale 
nur um niedere Komponenten unterscheiden. (Andere Definition siehe § 2.) 

Entsprechend dem von E. Noether a. a.O. gegebenen Aufbau soll in 
§ 3 bewiesen werden, da8 unter den Annahmen I, IIIa jedes Ideal einem 
eindeutig bestimmten Produkt von Primiridealen dquivalent ist, und in 
§ 5, da8 unter der weitern Annahme [Va diese Primirideale Primideal- 
potenzen Aquivalent sind. 


*) H. Grell, Beziehungen zwischen den Idealen verschiedener Ringe, Math. Annalen 
97 (1927), S. 490, $$ 1, 6. 
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Die Beweismethode ist mit unwesentlichen Abinderungen die von 
Krull‘) fiir den Fall der Axiome I bis 1V angegebene, welche sich auch in 
der hyperkomplexen Arithmetik schon so giinstig bewahrt hat. AnschlieBend 
wird die Theorie der gebrochenen Ideale in gewohnter Weise entwickelt (§ 7). 

Als Anwendung werden in § 8 die von H. W. E. Jung”®) in die Theorie 
der algebraischen Funktionen von mehreren Variablen eingefiihrten ,, Prim- 
teiler* eines Funktionenkérpers, die ich in ,,Primdivisoren* umtaufen 
méchte, idealtheoretisch eingeordnet in derselben Weise, wie Dedekind und 
Weber®) die Theorie der Stellen und Divisoren bei algebraischen Funktionen 
einer Variablen behandelt haben. 

Es scheint nicht ausgeschlossen, daB auch die Anwendung auf ganz- 
zahlige Polynombereiche und deren endliche Erweiterungsringe in Funktionen- 
kérpern zu brauchbaren Resultaten fiihren wird °*), 

§ 2. 


o 


Héhere und niedere Ideale. Aquivalenz. 


Es sei o ein Ring, in dem der Teilerkettensatz I und die Annahme IIIa gelten. 


Ein Nullteilerideal ist ein Ideal, das aus lauter Nullteilern besteht. 
Nullteilerideale werden von jetzt an von der Untersuchung ausgeschlossen, 
was um so leichter méglich ist, als alle zur Verwendung kommenden 
Operationen (Bildung von Produkt, Summe, Durchschnitt und Quotient) 
nicht aus dem Bereich der Nichtnullteilerideale hinausfiihren. Das Einheits- 
ideal 9 ist nach IIIa ein Nichtnullteilerideal. Die Nichtnullteilerideale 
werden folgendermaBen eingeteilt: 


Ein hdheres Primideal ist ein Primideal, das keine echten Primviel- 
fachen auBer Nullteileridealen besitzt. 


Ein hdheres Ideal ist ein Ideal, das durch mindestens ein héheres 
Primideal teilbar ist. 


Ein niederes Ideal ist ein solches, das durch kein héheres Primideal teilbar ist. 
Man sieht ohne weiteres: 


Ein hoheres Primideal ist nie durch ein ebensolches teilbar, auper 
durch sich selbst. 


*) W. Krull, Zur Theorie der allgemeinen Zahlringe, Math. Annalen 99 (1928), 8. 51. 
5) H. W. E. Jung, Primteiler und ihr Verhalten bei birationalen Transformationen, 
Rendicontidi Palermo 26 (1908),S. 113, sowie verschiedene spatere Arbeiten desselben Autors. 
®) R. Dedekind und H. Weber, Algebraische Funktionen einer Verianderlichen, 
Crelle 92 (1882), S. 181. 
**) Zusatz bei der Korrektur. Weitere idealtheoretische Eigenschaften der 
hier besprochenen Ringe werden in der anschlieBenden Arbeit des Verfassers: ,,Zur 
Idealtheorie der ganz-abgeschlossenen Ringe“ behandelt. 
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Daraus folgt: 


Alle echten Teiler eines héheren Primideals sind niedere Ideale. 
Ein hoéheres Ideal, das Primideal ist, ist héheres Primideal. 


In einer Ordnung eines Zahlkérpers ist (0) das einzige Nullteilerideal, 
o das einzige niedere Ideal. Alle iibrigen Ideale sind héhere. 

In Polynombereichen von n Variablen (Koeffizienten aus einem Kérper) 
ist (0) das einzige Nullteilerideal; alle (m —1)-dimensionalen Ideale sind 
hdhere Ideale; alle itibrigen niedere. 

Die folgenden Bemerkungen illustrieren die obigen Begriffe, ohne fiir 
das Folgende wesentlich zu sein: 

Ein Ideal ist Nullteilerideal, wenn mindestens ein zugehériges Prim- 
ideal es ist; es ist ein héheres, wenn mindestens ein zugehériges Primideal 
ein héheres ist; es ist ein niederes, wenn alle zugehérigen Primideale 
niedere sind. 

Jedes héhere Primideal p ist isoliertes zugehdriges Primideal eines 
Hauptideals (a), wo a ein Nichtnullteiler ist. (Beweis: Man wahle a beliebig 
in p.) Das Umgekehrte hat fiir Ringe ohne Nullteiler W. Krull bewiesen‘): 
Jedes isolierte zugehérige Primideal eines Hauptideals (a) ist ein hdheres. 

Wir nehmen an, daB es ein héheres Primideal +0 gibt, weil sonst alle 
Satze iiber héhere Ideale trivial werden. Unter dieser Annahme ist 0, als 
echter Teiler eines héheren Primideals, sicher ein niederes Primideal. 


Ein Produkt von niederen Idealen ist niederes Ideal; ein Produkt, 
in dem mindestens ein Faktor ein héheres Ideal ist, ist héheres Ideal. 

Zwei Ideale a, b heiBen dquivalent, wenn és zwei niedere Ideale c,, c, 
gibt, so daB 


c,a = 0(b), 
c,b6 =0(a). 


Zeichen: a ~ 6. Die Aquivalenzrelation ist reflexiv, symmetrisch und 
transitiv. 

Alle niederen Ideale, und nur diese, sind dem Einheitsideal 0 dquivalent. 

Ist a ~ b, so folgt daraus ac ~ be und (a,c) ~ (b,c). 

Unter allen Idealen, die einem Ideal a dquivalent sind, gibt es nach 
dem Teilerkettensatz ein umfassendstes Ideal a*, d. h. eines, das nicht mehr 
von einem anderen ebensolchen umfaBt (geteilt) wird. Dieses umfaBt (teilt) 
alle zu a aquivalenten Ideale; denn ist a ~ a’, so ist auch a ~ (a’,a*), 
also (a’,a*) = a*, also a’ Untermenge von a*. Das Ideal a* ist demnach 
einzig und kann auch charakterisiert werden als der gréBte gemeinsame 
Teiler aller zu a aquivalenten Ideale. _ 


*) W. Krull, Ober Primidealketten, Sitzungsber. Heidelb. Akademie 1928. 
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Ist nur die erste Relation von (1) erfiillt, so heiBt b ein Quasiteiler 
von a, a ein Quasivielfaches von b. Zeichen: a=>b oder b<a (das 
Dedekindsche Teilbarkeitszeichen ). 


§ 3. 
Darstellung durch héhere Primirideale. 


Auf Grund des Teilerkettensatzes ist jedes Ideal a darstellbar als 
Durchschnitt (K.G.V.) von Primaridealen: 


(2) a =([4q,,..-,q,]- 


Ist a Nichtnullteilerideal, so gilt dasselbe von den gq. Ist a ein 
héheres Ideal, so ist mindestens eines der Ideale q;, sowie das zugehérige 
Primideal p,, ein héheres. LaBt man aus (2) rechts alle etwaigen niederen 
Komponenten q,,,,---,q, weg, 80 erhalt man ein Ideal [q,,...,q7], das 
mit a aquivalent ist wegen 


Ces BL eee =0(a). 


(Wie leicht ersichtlich, ist [q,,...,q,] dasjenige Ideal, das wir friiher mit 
a* bezeichneten. ) 

Nennt man zwei Ideale fast-teilerfremd, wenn ihre Summe (G.G.T.) 
ein niederes Ideal ist, so ist in der Darstellung 


(3) a ~ [q,,--- 4,] 


jedes q, zum Durchschnitt der iibrigen fast-teilerfremd. (q, ist namlich 
durch kein anderes héheres Primideal als das zugehdrige p, teilbar; also 
ist der G.G.T. von gq; mit dem Durchschnitt der iibrigen durch kein 
hdéheres Primideal teilbar, also ein niederes Ideal. ) 

Sind zwei Ideale b,c fast-teilerfremd, so folgt aus den bekannten 
Relationen 

(b, c)-[b, c] = 0(b-c) = O[b, c} 
sofort 
[b,c] ~b-c, 


oder: Der Durchschnitt zweier fast-teilerfremden Ideale ist dquivalent dem 
Produkt*). 

Dasselbe folgt durch vollstandige Induktion fiir einen Durchschnitt 
von mehreren Idealen, von denen jeder zum Durchschnitt der iibrigen 
fast-teilerfremd ist. 


%) Auch die iibrigen Rechnungsregeln fiir teilerfremde Ideale iibertragen sich auf 
fast-teilerfremde, z. B. folgt aus (a,b) ~o stets (a, bc) ~~ (a,c). Beweis wie bei 
E. Noether, a. a. O. 
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Statt (3) kann man demnach auch schreiben: 


a~ 4,4, --- 4,, 


oder: Jedes héhere Ideal ist einem Produkt von paarweise fast -teiler- 
fremden Primdridealen, die zu héheren Primidealen gehéren, dquivalent. 


Die gq, sind isolierte Komponenten von a, also eindeutig bestimmt. 


§ 4. 
Gebrochene Ideale. 

Es sei Q der Quotientenring von o. 

Ein gebrochenes Ideal ist ein o-Modul in Q mit endlicher Modul- 
basis. Dafiir, daB eine endliche Basis fiir einen o-Modul a existiert, ist 
notwendig und hinreichend, daB alle Elemente von a sich durch Multi- 
plikation mit einem einzigen Nichtnullteiler aus 9 in Elemente von 0 ver- 
wandeln lassen. Ideale in 9 nennen wir fortan ganze Ideale. 

Die Definitionen von Aquivalenz und Quasiteilbarkeit gelten auch fiir 
gebrochene Ideale. Auch fiir diese folgt aus a ~ 5 stets ac ~ be und 
a,c) ~ (5, ¢). 

Ist p ein héheres Primideal und bezeichnet man den Modulquotienten 
o:p (in Q) mit p~', so ist p-* ein gebrochenes Ideal; denn wenn a ein 
Nichtnullteiler in p ist, so ist ap~’ in o enthalten. p~* umfaBt o. Aber 
weiter gilt: 

p~-! enthdlt wirklich-gebrochene Elemente, d. h. Elemente, die nicht 
zu o gehoren. 

Beweis‘). Es sei a ein Nichtnul!teiler in p. Dann ist p isoliertes zu- 
gehériges Primideal von (a), also (a):p + (a) (Idealquotient in 0). Ist 


. ' : ‘ ee 
dann b ein Element von (a):p, das nicht zu (a) gehdrt, so ist — das 
gesuchte wirklich-gebrochene Element. 


_ 


5 0. 
Idealtheorie bei Voraussetzung der ganzen Abgeschlossenheit. 
Der Ring o erfiille die Axiome I, IIIa, IVa. Ist 5 ein Nichtnullteiler 


in o, so enthalt Q ein Einheitselement e = welches auf Grund der 


b 
b’ 
Gleichung e*? =e ganz in bezug auf o ist, mithin schon zu o gehdért. 
Daher gilt fiir jedes (ganze oder gebrochene) Ideal a die Gleichung ao = a. 
Ist p ein héheres Primideal, so ist p-p-' ~ o. 
Beweis‘). p-p-! ist nach Definition von p~' ein ganzes Ideal; es 
teilt po := »; also muB es entweder p oder ein niederes Ideal sein. 
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Wire p-p-'= p, so wiirde folgen, wenn 4 irgendein Element von p-! 
und (a,,...,@,) eine Basis von p ist: 
~~ : 
(4 a,A= S'¢;,4,, c;, in o. 


Wir kénnen die a; so wahlen, da8 eines von ihnen, etwa a,, nicht 
Nullteiler ist. Durch Elimination der iibrigen a; aus dem linearen Glei- 
chungssystem (4) folgt: 


= 
| Cu A Cg 
a,- ae == ( 
a*| Ce ae ie ), 
also 
Cy, —4 Cio . 
aie 0 
Cay Cag — 4- 


Auf Grund der ganzen Abgeschlossenheit gehért mithin 4 immer zu op. 
Wir haben aber in § 4 gesehen, daB es in p~* Elemente gibt, die nicht 
zu o gehéren. Der Widerspruch beweist, daB p~-*p ein niederes Ideal, 
also ~ o ist. 


Jedes héhere Primdrideal ist dquivalent einer Primidealpotenz. 
Beweis‘). Es sei q ein héheres Primirideal, p das zugehérige (héhere ) 
Primideal, r der Exponent: p"=0(q), und p-'p=c. Dann ist (unter 
p~” verstanden (p~*)”): 
v=—p "yp" =O0(p "a); 
also ist p~”q nicht durch p teilbar. Es gibt also ein gréBtes 0, so dab 
p-°q =0(p) 
ist. Es folgt 
p-e-1q =0(p-'p) =0(0); 
also ist p~¢-*q ein ganzes Ideal. Es ist aber nicht durch p teilbar und 
als Teiler von q auch nicht durch ein anderes héheres Primideal teilbar; 
also ist es ein niederes Ideal: 
p-e-*q~o. 
Multiplikation mit pet! ergibt: 
cettg ~w peti, 
q~ pet!, ged. 
In Verbindung mit dem Satz von § 3 folgt: 
Jedes Ideal ist einem Produkt von Primidealen dquivalent. 
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In gewohnter Weise zeigt man nun: 


Ist Pp, Py---P,=PiP~,---P», 80 kommen alle hoheren Primfaktoren 
der rechten Seite auch links, und zwar mindestens ebensooft vor. 

Beweis. Der Satz ist fiir r’=—0 trivial; er sei fiir alle kleineren 
Werte von r’ schon bewiesen. Die linke Seite ist durch jedes héhere 
Primideal p’ der rechten Seite quasi-teilbar, also auch wirklich teilbar; 
also mu8 ein Faktor links durch dieses p’ teilbar, also ihm gleich sein. 
Multiplikation mit p’-' auf beiden Seiten fiihrt den Fall r’ auf den Fall 
r’—1 zuriick. 

Folgen. 1. Die Faktorzerlegung eines hoheren Ideals in hohere 
Primjaktoren ist eindeutig. 


2. Aus a=>b folgt a~ be. 


§ 6. 
Bemerkungen und Ergainzungen. 


1. Alle behandelten Satze behalten ihre Geltung, wenn man unter 
»héhere Primideale“ nur eine Teilmenge der in § 2 als solche definierten 
versteht und die iibrigen Ideale dieser Kategorie zu den niederen Idealen 
mitrechnet. Benutzt wurde namlich nur, da8 ein héheres Primideal nicht 
durch ein anderes ebensolches teilbar sein kann. Zu beachten ist dabei, 
daB, wenn die Klasse der héheren Primideale verengt, die der niederen 
Ideale erweitert wird, auch der Aquivalenzbegriff erweitert wird, mithin 
die Satze weniger aussagen. Man kann demnach unter ,,héhere Primideale“ 
irgendeine Kategorie von Primidealen verstehen, von denen man nach- 
weisen kann, daB sie keine echten Primvielfachen auBer Nullteileridealen 
besitzen, ohne die Umkehrung zu wissen. Zum Beispiel bilden in den 
Ringen, wo man einen Dimensionsbegriff definieren kann, die Primideale 
héchster Dimension (nach den Nullteileridealen) eine solche Kategorie, weil 
ein echter Teiler eines solchen notwendig eine niedrigere Dimension hat’). 


2. Es ist in unserm Fall nicht so wie in dem von E. Noether be- 
handelten Fall, daB aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung im Sinne von 
§ 5 umgekehrt die Axiome I, IIIa, [Va folgen. Das ist verstandlich, weil 


*) Ein Beispiel eines Ideals, das eine Dimension kleiner als n—1 hat und trotz- 
dem keine echten Primvielfachen auBer dem n-dimensionalen Nullideal besitzt, ist das 
folgende: Es sei o der Ring der fiir x =0 regularen Funktionen (Potenzreihen) des 
Kérpers K(z,e*) (K=Ké6rper der komplexen Zahlen). Das Nullideal hat die Di- 
mension 2, da e* eine transzendente Funktion ist, und das Ideal (zx) ist null-dimen- 
sional, da jedes Element von o modulo (x) einer Konstanten kongruent ist. Das Ideal 
hat aber keine echten Primvielfachen auBer dem Nullideal; denn aus p= 0 (zx) wiirde 
folgen p=az, also kénnte p kein Primideal sein. 
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die Zerlegungssatze iiber die niederen Ideale nichts aussagen, was die Axiome 
doch tun. Zum Beispiel ist der Ring 


o= K[u®, u*v, uv’, v*] 


im Kérper K(u,v), wo K ein Kérper und uw, v Unbestimmte sind, nicht 
ganz-abgeschlossen; denn (u*v")* liegt im Ring, dagegen nicht u?v?. 
Trotzdem gelten die Zerlegungssitze; denn wenn man zum ganz-abge- 
schlossenen Erweiterungsring 
o* = K[u‘, u®v, u*v’, uv*®, v4] 

iibergeht und alle Ideale von o zunichst in o* zerlegt, so sind die ent- 
stehenden Primfaktoren Primidealen aus o diquivalent, da jedes Ideal von o* 
nach Multiplikation mit dem niederen Ideal (u‘, u*v, wv*, v*) in ein Ideal 
von o iibergeht*®*). 

3. DaB die Einfiithrung der Aquivalenz statt der Gleichheit fiir die 
Faktorzerlegung notwendig war, ergibt sich aus dem folgenden Beispiel: 
z sei als algebraische Funktion von 2 und y definiert durch 2* — y* -+-z*?= 0, 
und es sei 0 = P(x, y,z| (P= Kérper der rationalen Zahlen). Der Ring o 
erfiillt unsere Axiome. Das Ideal (2) hat als héhere Primteiler die Ideale 
p,=(z,y—z) und p,=(z,y-+z) und ist deren kleinstes gemeinsames 
Vielfaches. Das Produkt der beiden Primideale aber ist 

pp, = (2°, ry, ez) = (x)-(2, y, z). 
Also folgt: 
P,P, ~ (x), aber nicht p, p, = (z). 

4. Wenn fiir die Teiler eines jeden Nichtnullteilerideals der Vielfachen- 
kettensatz gilt, so zeigt man in bekannter Weise*'), daB ein Nichtnull- 
teiler-Primideal keine echten Teiler +0 besitzt, woraus folgt, daB kein 
niederes Ideal auBer o existiert und die Aquivalenz in die Gleichheit iiber- 
geht. In diesem Fall ist also jedes Nichtnullteilerideal eindeutig als exaktes 
Primidealprodukt darstellbar. 

§ 7. 


Gebrochene Ideale bei ganzer Abgeschlossenheit. 


Ist a ein Nichtnullteilerideal und a ein Nichtnullteiler in a, so ist 
aa~* ganz, also a~* ein gebrochenes Ideal. (Dasselbe gilt fiir beliebige 
Modulquotienten a:b zweier ganzen Ideale, von denen das zweite kein 
Nullteilerideal ist. ) 


1) Zusatz bei der Korrektur. Man vergleiche indessen die anschlieBende 
Arbeit des Verfassers, wo die ganze Abgeschlossenheit noch weiter idealtheoretisch 
ausgebeutet wird und die Umkehrung gelingt. 

"%) E. Noether, a. a. O. § 7, 2. 
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Wir beschrinken uns wieder auf solche gebrochene Ideale, die nicht 
aus lauter Nullteilern bestehen. Dann gilt: 


Die gebrochenen Ideale bilden mit der Aquivalenz als Gleichheits- 
definition eine Abelsche Gruppe. 

Es geniigt, die Existenz des Inversen zu jedem ganzen Ideal a zu 
beweisen. Ist a~p,p,.--),, so ist py; so py,” das gesuchte 
Inverse. 

Jedes gebrochene Ideal ist einem Produkt pf’...p® mit positiven oder 
negativen Exponenten Aquivalent. 

Sind keine Nullteiler vorhanden, so gilt: 


Jedes ganze Ideal a laBt sich durch Multiplikation mit einem ganzen 
Ideal 0, welches durch vorgegebene hohere Primideale p,,...,p, nicht 
teilbar (also auch nicht quasi-teilbar) ist, in ein Hauptideal (a) oder in 
ein zu einem Hauptideal (a) dquivalentes Ideal verwandeln. 

Beweis. Die vorgegebenen Primideale p,,..., p, mégen voneinander 
verschieden sein und in a zu den Potenzen g,,..., 0, aufgehen. Es geniigt, 
a so zu bestimmen, daB a = 0 (a), aber niemals (d. h. fiir kein ¢ zwischen 
1 und r) a= 0 (ap,) ist. 


Wir wahlen zu dem Zweck fiir i=1,...,r ein a; so, daB 


ames, ...&_. Rs----B) 
aber 


a;= 0 ((ap,...p;---p,)"), 


wo der Stern die in § 2 erklarte Bedeutung hat. 
Das geht, weil sonst 


ee a, eee eee eee Se 
also 
OP, --- Py 1 Pin. --- Pp jap, .-- p;--- Pp, 


ware, was nach § 5 unméglich ist. Sodann setzen wir 


r 
— 12 
a= Sa,.*) 
1 


Wie iiblich folgt aus diesem Satz: 
Jede gebrochene GréBe « laft sich als Quotient zweier ganzer GroBen 


so darstellen, daB Zahler und Nenner endlichviele vorgegebene Primfakto- 
ren nicht gemein haben. 


12) Sind Nullteiler vorhanden, so kénnte a Nullteiler werden, und der Beweis 
wird hinfallig. Der Satz gilt auch in diesem Fall; es lohnt sich aber nicht, den (viel 
komplizierteren) Beweis anzufihren. 
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Beweis. Setzt man (a) ~ pe... perp ™... prs, so ist der gréBte 


Ny 
; 
{ 
p 


gemeinsame Teiler aller ganzen Ideale, die mit « multipliziert ein ganzes 
Ideal ergeben, ein Ideal b ~ per, .-. pee. Die Elemente von 6b sind die- 
jenigen Zahlen, die mit « multipliziert ein ganzes Ideal ergeben. Man 
bestimme nun in 6 ein b nach dem vorigen Satz so, daB (b) ~ bd ist und 


b die vorgegebenen Primfaktoren nicht enthalt. Setzt man a = «b, so ist 


* die gesuchte Darstellung. 


0 
« b 


§ 8. 
Anwendung: Die Primdivisoren algebraischer Funktionenkérper. 


Ist I’ ein algebraisch-abgeschlossener Kérper, 2 =I'(u,,..., u,) 


n 


der Ké6rper der rationalen Funktionen von mn Variablen w,,..., u,, 
Q = Z(v,,.-..,v,,) ein endlicher algebraischer Erweiterungskérper von = 
also v,,...,v,, algebraische Funktionen von u,,...,u,,), endlich o der 


Ring der in bezug auf I"[w,,...,u,] ganzen GréBen dieses Kérpers, so 
gilt bekanntlich in o der Teilerkettensatz**), sowie die ganze Abgeschlossen- 
heit in bezug auf 2. Ist p+o ein Primideal in 0, und ordnet man 
jedem Element von o ein Element einer neuen Menge 0 zu, die den Grund- 
kérper I” umfaBt, wobei zwei nach p kongruenten Elementen dasselbe, 
zwei inkongruenten aber verschiedene Elemente zugeordnet werden, und 
wobei die Elemente von I sich selbst zugeordnet werden, so entspricht 
jeder Restklasse aus o|p eineindeutig ein Element von 0. Definiert man 
schlieBlich noch die Addition und Multiplikation fiir die Elemente von 0 

genau so wie fiir die entsprechenden Restklassen, so wird 0 ein Ring, die 
| Zuordnung 0|p—+0 ein Isomorphismus, die Zuordnung 0-0 ein Meromor- 
| phismus (mehrstufiger Isomorphismus). 0 hat (wie o|p) keine Nullteiler 

und besitzt also einen Quotientenkérper 2. Der Transzendenzgrad d von 
2 (in bezug auf I") heiBt die Dimensionszahl von p; sie ist <n. Ist 
p= 0(p’), so ist die Dimension von p> der von p’, und das Gleichheits- 
| zeichen gilt nur dann, wenn p=p’**). Daraus folgt: Nur das Nullideal 
| hat die Dimension n, und die Primideale der Dimension n —1 haben 
keine echten Vielfachen auBer dem Nullideal. Nennen wir sie héhere Prim- 


48) Fiir den gewdhnlichen Fall der Erweiterungen erster Art siehe E. Noether, 
a. a. O. (Math. Annalen 96). Fiir Erweiterungen zweiter Art siehe E. Artin und 
B. L. van der Waerden, Die Erhaltung der Kettensiitze der Idealtheorie, Gétt. Nachr. 
1926, S. 23. 

4) B: L. van der Waerden, Zur Nullstellentheorie der Polynomideale, Math. 
Annalen 96 (1926), S. 183. 
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ideale und alle iibrigen niedere'**), so gilt die Theorie der vorhergehenden 
Paragraphen. 


Eine andere Wahl der unabhangigen Variablen w,,..., u, im Kérper Q 
bestimmt auch einen andern Ring o in diesem Ko6rper. 


Unter einem Primdivisor des Kérpers Q versteht man nach H. W. E. 
Jung**) (in Verallgemeinerung der bekannten Dedekind-Weberschen Defi- 
nition der Stellen bei algebraischen Funktionen einer Variablen) eine Zu- 
ordnung y—> @, die jeder Funktion gm des Kérpers Q entweder eine 
Funktion @ eines Kérpers 2 von héchstens n—1 Variablen oder das 
Symbol co zuordnet, derart, dab: 

1. fiir die Funktionen ¢, y,..., denen ein endlicher Wert zugeordnet 
wird, alle algebraischen Relationen F(g, y,...)=0 (wo F ein I’-Polynom 
ist) erhalten bleiben, 

4*) Zusatz bei der Korrektur. Eine solche Einschrinkung des Bereichs der 
héheren Ideale ist nach §6 erlaubt. In diesem Fall bedeutet jedoch die Beschrinkung 
auf (n — 1)-dimensionale Ideale in Wirklichkeit keine Einschrinkung, denn alle héheren 
Primideale sind (n — 1)-dimensional. 


Beweis. Gesetzt, ein Primideal p der Dimension d< n—1 wire cin hdheres. 


Modulo p sind u,,..., u, algebraisch abhingig; also gibt es ein unzerlegbares Poly- 
nom f(u,,..-,%,) mit der Eigenschaft f=0 (p). Wenn wir etwa annehmen, 
u, komme in f wirklich vor, so sind u,,..., u,—, unabhingig modulo (/); also besitzt 


{f) mindestens ein zugehdriges Primideal p’ der Dimension n—1. Da p und p’ beide 
héhere Primideale sind, miissen beide zu isolierten Primairkomponenten von (f) ge- 
héren. Die Tatsache, daB (f) zwei isolierte Komponenten von verschiedener Dimension 
besitzt, geht nicht verloren bei Ubergang zum Ring o der ganzen GréBen eines 
Galoisschen Erweiterungskérpers von 2. In einem Galoisschen Kérper ist das Produkt 


” 


aus einem Primideal p und dessen konjugierten p’, p”,... einem rationalen Ideal (das 
wir mit Np bezeichnen) fquivalent. Ist nimlich p ein rationales Polynom in p und 
q 80 gewahit, daB (p,q)=p wird, so haben die rationalen GréBen Np=p™ und 
Nq=qq'q"... als gemeinsame Primfaktoren nur p und seine Konjugierten, und 
zwar wird (Np, Nq)~pov'p”.... Sind nun p,,p,,... die zu (f) gehdrigen iso- 
lierten héheren Primideale, so ist (p,p,...)° >(f) fiir geniigend hohes r, mithin 
(Np, Np,.-.)” =(f)- Daf unzerlegbar ist, muB ein Faktor Np, >(f) sein; d. h. alle 
isolierten héheren Primideale von (f) sind p, und dessen Konjugierte. Daher kénnen 


unter diesen Primidealen keine zwei von verschiedener Dimension vorkommen. 


%) H.W. E. Jung, Primteiler und ihr Verhalten bei birationalen Transformationen, 
Rendiconti di Palermo 26 (1908), 8.113. An der Jungschen Formulierung ist auszusetzen, 
daB sie das mégliche Auftreten des Symbols « nicht erwahnt, was hier berichtigt 
wurde. Das Jungsche Wort ,Primteiler‘ wurde, um der médglichen Verwechslung 
mit Primidealteiler vorzubeugen (Divisoren sind namiich keine Ideale, kénnen aber, 
wie die Ideale, als Teiler von Funktionen des Kérpers auftreten), durch ,Primdivisor“ 
ersetzt. Mit den spiteren, zum Teil weniger verstindlichen Jungschen Definitionen 
(z. B. im Buch ,Theorie der algebraischen Flichen“) ist immer derselbe Begriff 
gemeint. 
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2. g —- co dann und nur dann, wenn y~* — 0. 


Aus der Bedingung 1 folgt, daB die Konstanten (d. h. die Elemente 
von I") sich selbst zugeordnet werden. 

| Eine etwas elegantere Definition, die das Symbol co vermeidet, ist die 
folgende: Jeder Funktion g von 2 soll ein Paar von Elementen 4,, A, von 
Q zugeordnet werden, die nicht beide Null sind (also ein Verhiltnis 4:4, 


definieren ), derart, daB, wenn F'(z,, 2; Y,, ¥,; ---) eine in jedem einzelnen 
Variablenpaar homogene Form mit Koeffizienten aus I. ist, aus 
Fi(g,1;y,1;...) =O 


immer folgt 
F(a, ag; fas Mei -»-) =O. 

Wir werden jedoch die erste Definition verwenden. 

Es ist denkbar, daB bei der Zuordnung nicht der ganze Kérper Q 
erschépft wird. Dann ist aber, wie leicht ersichtlich, die Gesamtheit der 
zugeordneten Elemente ein Unterkérper von 2, und man kann sich ganz 
auf diesen Unterkérper beschrinken und ihn selbst mit 2 bezeichnen. 

Der Kérper 2 hat nach Voraussetzung einen Transzendenzgrad 
<n—1. Ist der Transzendenzgrad genau n — 1, so heiBt die Zuordnung 
nach Jung) ein Primdivisor erster Stufe. Wenn im folgenden von Prim- 
divisoren die Rede ist, sind immer solche von erster Stufe gemeint. 

Die Primdivisoren erster Stufe stehen zu den hdheren Primidealen des 
anfangs definierten Ringes o in einer Beziehung, die durch die folgenden 
Satze gegeben wird. 

Es set » ein hoheres (d.h. (n —1)-dimensionales) Primideal in 0, 
0 wie oben konstruiert, und 2 der Quotientenkérper von 0. Stellt man 


jede Funktion f aus 2 in der Gestalt f A dar, wo g und h Elemente 


von o sind, die nicht beide durch » teilbar sind; sucht man zu g und h 
die ihnen im Meromorphismus 0 — 6 entsprechenden Elemente 9, h; 


setzt man schlieBlich f = :. falls h+0, und f =o, falls h=0, so ist 


ee 


die Zuordnung f—>f ein Primdivisor erster Stufe, der Q in Q iiberfihrt. 


Beweis. Zunichst ist die Zuordnung f — f eindeutig, wie man leicht 


feststellt. Sind nun /, = = ... Elemente, denen ein endlicher Wert zuge- 
ordnet ist, und ist ; 


——— 


(9s Ge Pte 
Puy hy’ J) =0, 


so folgt durch Multiplikation mit den Nennern eine Relation 


G(9,, 43 I hg; +) =0, 


Mathematische Annalen. 101. 20 
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daraus vermége des Meromorphismus 0 — 0: 


G (9,5 ys Jas hy; )=0, 
und daraus nach Division durch ein Potenzprodukt der nichtverschwin- 
denden h,: 


F(t D. ...jen@. 

a, & / 

DaB8 t > co dann und nur dann, wenn +0, ist ebenfalls klar. Also 
hat die Zuordnung f—+/ die Eigenschaften eines Primdivisors. Da weiter 


p die Dimension n —1 hat, so hat 2 den Transzendenzgrad n — 1. 


Ist umgekehrt Q—- Q ein Primdivisor erster Stufe des Korpers Q 
und sind U,,...,% in Q so gewahlt, daB i,,...,%,_, in Q ein 
System von n —1 algebraisch-unabhangigen GroBen bilden; ist weiter u, 
in Q algebraisch-unabhdngig von u,,...,u,_, und so gewdahlt, dap i, 
ebenfalls endlich bleibt; ist schlieBlich o der Ring der in bezug auf 
I'[u,,...,4,] ganzen GréBen von 2 und p die Gesamtheit der Gropen 
von 0, denen die Null in Q zugeordnet wird, so ist p ein (n — 1)-dimen- 
sionales Primideal, und die Beziehung von » zum Primdivisor ist dieselbe 
wie tm vorigen Satz. 


n—1 


Beweis. Wenn w,,...,u, bei der Zuordnung 2 — Q in endliche 
Werte iibergehen, so tun das auch alle GréBen, die von w,,..., u, ganz 
abhingen. Denn ist v eine solche GréSe und 


o* + 0*~*f(u,,..-,U) +--+ hy (ty, ---, &) = 0, 


so folgt daraus 


! . Bes 
DS fy (tys vey My) Hee FS fis (May 0 Me) = 9, 


1 " a ‘ . 
und wenn nun v — oo, also mo 0 wire, so wiirde aus dieser Gleichung 
folgen 1=0. . 


Dem Ring o der in bezug auf I'[u,,..., u,,] ganzen Gréfen entspricht 
demnach ein Ring 6 in 2, und zwar ist die Zuordnung ein Meromorphis- 
mus. Daraus folgt nach bekannten Satzen o0|p~5, wo p die Gesamtheit 
der GréBen ist, denen die Null in Q zugeordnet wird. Da 6 keine Null- 
teiler hat, so muB8 p prim sein. Da es in 5 die m —1 algebraisch-unab- 
hangigen GréBen #,,..., %, gibt, aber nicht mehr, so hat p die Dimension 
n—1. DaB schlieBlich, wenn f—/f und g—g, im Fall 9 +0 folgt 
f_. f, und im Fall 7=0,/ +0 folgt fo, ist klar auf Grund der 
Erhaltung aller algebraischen Relationen bei der Zuordnung Q-—+ 2. Da- 


mit ist alles bewiesen. 








- 
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Um nun weiter die Teilbarkeit durch einen Primdivisor und dessen 
Potenzen zu definieren, gehen wir von 0 zu einem umfassenderen Ring 0’ 


iiber, der bestehen soll aus allen Briichen z. wo f und g in o liegen und 
g = O(p) ist. : 

Dieser Ring 0’ laBt sich, wie sofort ersichtlich, auch kérperinvariant 
durch den Primdivisor allein bestimmen: 0’ ist der Ring aller Gréfen, 
denen bei der Zuordnung 2 —- Q ein endlicher Wert zugeordnet wird. 

Die Idealtheorie in 0’ ist in ganz einfacher Weise aus der in 0 giilti- 


gen abzuleiten: Jedes Ideal a in o erzeugt ein Ideal a’ in 0’, bestehend 


f 


aus allen GréBen os f=0(a),g = 0(p), und so entstehen alle Ideale a’ 


in o’ (jedes mindestens einmal); denn wenn a’ gegeben ist, so hat man 
blo8 fiir a die Gesamtheit der Elemente f, die als Ziahler in den 
f 


Elementen ~ von a’ vorkommen, zu wahlen. Produkte a-b gehen bei die- 


ser Zuordnung wieder in Produkte a’-b’ iiber; Teilbarkeit bleibt erhalten. 
Alle durch p nicht teilbaren Ideale von o gehen ins Einheitsideal o’ iiber; 
denn jedes solche Ideal enthalt eine GréBe g = 0(p), also enthalt das 


entsprechende Ideal in 0’ die GréBe [= 1. Insbesondere gehen alle nie- 


deren Ideale ins Einheitsideal iiber, also Aaquivalente Ideale in gleiche. 
Ist nun 


a~ pepe... per (Pg,---» PD, DP), 

so gehen p,,...,p, in das Einheitsideal tiber, sind somit fiir die Berech- 
nung von a’ zu vernachlassigen. Also wird 
on py’? / 


Damit ist bewiesen: 


Es gibt in o' keine anderen Ideale als (das Nullideal und) die Po- 
tenzen des Primideals p’, welches besteht aus denjenigen Elementen von 0’, 
denen in Q die Null zugeordnet wird. 

Dasselbe gilt auch fiir die gebrochenen Ideale von 0’, wenn man auch 
negative Potenzen von p’ zulaéBt. Die Potenzen von p’ sind alle von- 
einander verschieden; denn aus p’* = p’°** wiirde durch Multiplikation mit 
p’ ® folgen 0’ =p’, was unmdglich ist. 

Wir bezeichnen nun den Primdivisor Q-—+- Q mit % und definieren: 

Kine Funktion f +0 aus dem Korper Q heiBt teilbar durch B°, wenn 
f=O0(p"*) tm Sinne der gebrochenen Ideale von 0’. Ist auSerdem 
f= 0 (p’**), so sagt man, f enthalt genau die Potenz f°. 

Damit ist eine vollstindig kérperinvariante und von allen speziellen 
Entstehungsweisen von § (aus Idealen von o oder durch Reihenentwick- 
lungen) unabhingige Definition der Teilbarkeit durch 8° gewonnen. 

20* 
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Es gibt jetzt keinerlei Schwierigkeiten mehr, beliebige Divisoren 
Po Pe... BP’ einzufiihren. Es ist dabei oft zweckmaBig, sich unter 
Auszeichnung eines bestimmten Systems von unabhangigen Variablen 
u,,.-.,u, auf die von Jung so genannten ,,Primdivisoren erster Art“ zu 
beschrinken, die dadurch definiert sind, daB es unter den zugeordneten 
GréBen w,,...,%, genau n —1 algebraisch-unabhangige gibt. 

Um die Primdivisoren erster Art zu erhalten, hat man nur die 
héheren Primideale von endlichvielen Ringen 0, 0,,...,0, in Betracht zu 
ziehen: o = Ring der in bezug auf u,,...,u, ganzen GréBen, 0, = Ring 
der in bezug auf w,,..., U1, W © as onsen tie ganzen GréBen. Denn fiir 
einen Primdivisor erster Art kann héchstens ein u, unendlich werden, 
wihrend die iibrigen algebraisch-unabhingige Werte annehmen. Daraus 
folgt leicht, daB jede Funktion f +0 nur endlichviele Primdivisoren erster 
Art zu Potenzen mit von Null verschiedenen Exponenten enthalten kann. 
Denn in jedem der Ringe 0,0, gehen in f nur endlichviele Potenzen von 
héheren Primidealen mit Exponenten +0 auf. 


(Eingegangen am 12. 6. 1928.) 

















Zur Idealtheorie der ganz-abgeschlossenen Ringe. 
Von 
Bartel L. van der Waerden in Groningen (Niederlande). 


Die vorangehende Arbeit des Verfassers, ,Zur Produktzerlegung der 
Ideale in ganz-abgeschlossenen Ringen“, befaBte sich mit den ,,hdheren“ 
Primairkomponenten der Ideale in Ringen, die in ihrem Quotientenring 
ganz-abgeschlossen sind. Uber Existenz und Eigenschaften der niederen 
Primarkomponenten wurde nichts gesagt. Die folgende Note erginzt die 
Theorie, indem sie zeigt, daB es wenigstens bei Hauptidealen solche niederen 
Primairkomponenten gar nicht gibt’). Daraus folgt dann, da8 fiir Haupt- 
ideale (auch fiir gebrochene) die Aquivalenz mit Gleichheit, die Quasi- 
teilbarkeit mit Teilbarkeit gleichbedeutend ist. Der Zusammenhang dieser 
Saitze mit der ganzen Abgeschlossenheit l48t sich umkehren. 

Nach diesen Siatzen kann man die Teilbarkeit zweier Hauptideale 
schon aus ihren Primfaktorzerlegungen ablesen. Daraus ersieht man, dab 
die Primidealzerlegung in diesem allgemeinen Fall eine ebenso gute Uber- 
sicht iiber die Teilbarkeitsverhaltnisse der Hauptideale vermittelt, als sie 
es etwa im Fall der ganzen algebraischen Zahlen tut. 

Am Schlu8 wird eine Anwendung auf die Theorie der Primdivisoren 
algebraischer Funktionenkérper gegeben. 


Satz*). Unter den Voraussetzungen I, Illa, IVa (§1 der voraus- 
gehenden Arbeit) sind alle Primadrkomponenten eines Hauptideals (a), wo 
a ein Nichtnullteiler in o ist, héhere Ideale. 

Beweis. Gesetzt, es gabe eine niedere Primarkomponente q mit (nie- 
derem) zugehérigem Primideal p; dann ware also p Teiler eines anderen 
Primideals r. Wegen (a):p+(a@) gibt es in (a):p ein Element }, das 
nicht zu (a) gehért. Dann ist — ein wirklich-gebrochenes Element von o:p. 


Daraus folgt nach der SchluBweise von § 5 der vorangehenden Arbeit, daB 


1) Nach einer miindlichen Mitteilung hat Herr F. K. Schmidt (Erlangen) den- 
selben Satz schon vor Jahren gefunden. 
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tp’ ein echter Teiler von r ist. (Wire namlich rp~* —r, so hatte man 


o- . -1, 
fiir r= (a,,...,@,) und 4 in p: 


a,A= 3)¢;,4,, 
k 
usw.) Es gibt somit ein Element c, das zu tp™* 
Es folgt 


, aber nicht zu r gehért. 


cp=O0(rp*p)=0(r), c=0(r), 
also, da rt prim sein sollte, 
p = 0(r), 
was unméglich ist, da p ein echter Teiler von r sein sollte. 


Daraus folgt weiter, daB fiir Hawptideale die Gleichheit mit Aqui- 
valenz, die Teilbarkeit mit Quasiteilbarkeit gleichbedeutend ist. Das gilt 
auch fiir gebrochene Hauptideale, denn diese lassen sich durch Multipli- 
kation mit einer ganzen GréBe in ganze Ideale verwandeln, wobei weder 
Teilbarkeit noch Quasiteilbarkeit vorloren geht. 

Im Gegensatz zu friiher ist es bei diesen Satzen wesentlich, daB man 
alle héheren Primideale des Ringes 0 in Betracht zieht und sich nicht 
auf einen Teil davon beschrankt. 


Umkehrung. Wenn in einem Ring der Teilerkettensatz gilt, ein Hin- 
heitselemeni vorhanden ist, jedes Hauptideal einem Produkt von héheren 
Primidealen dquivalent ist und wenn fiir Hauptideale die Quastteilbarkett 
mit Teilbarkeit gleichbedeutend ist, so ist der Ring ganz-abgeschlossen in 
seinem Quotientenring. 

Beweis. Wie oben laBt sich die Beziehung zwischen Quasiteilbarkeit 
und Teilbarkeit sowie die Primfaktorzerlegung auf gebrochene Hauptideale 
ausdehnen. Das Einheitsideal o ist Hauptideal. Ware nun ein Element f 
des Quotientenrings ganz in bezug auf o und doch nicht teilbar durch 0, 
so wire (f) auch nicht quasiteilbar durch 0, mithin miiBten in der Prim- 
faktorzerlegung des Ideals (f) negative Exponenten vorkommen. Es sei 
etwa (f)~UB~*, wo U alle Primidealpotenzen mit positiven, 8~* die 
mit negativen Exponenten vereinigt. Ware nun 


f*=a,f*"*+...+a, 
die Gleichung, die die Ganzheit von f zum Ausdruck bringt, so wire die 
rechte Seite quasi-teilbar durch 8*~*, die linke aber nicht’). 
Anwendung auf die Theorie der Primdivisoren. 


Wir haben am SchluB der vorigen Arbeit gesehen, daB, wenn man 
unter Auszeichnung von u,,...,u, als unabhiangige Variable die Prim- 


*) Der Grundgedanke dieses Beweises stammt von E. Artin. 
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divisoren eines Funktionenkérpers in solche von erster und von zweiter 
Art trennt, jede Funktion f+0 nur durch endlichviele Potenzen “von 
Primdivisoren erster Art mit von Null verschiedenen Exponenten genau 
teilbar ist. Wir kénnen also der Funktion f einen Divisor 


’ D=—Fi,..., PY 
zuordnen (Zeichen: f ~ D). 
: Klar ist: Aus f, ~D, und f,~®, folgt f,f,~D,D,, wo D,D, 
einfach durch Addition der entsprechenden Exponenten berechnet wird. 
Ebenso: Aus f~ D folgt f~*~D~*. 

Nun soll als Anwendung der obigen Satze bewiesen werden, daB zwei 
Funktionen f,, f,, denen derselbe Divisor D zugeordnet ist, sich nur um 
einen konstanten Faktor unterschetden*). 

Beweis. Der Funktion f=f,f,* ist der Divisor DD™-*=—1 m- 
geordnet. Zu beweisen ist, daB f eine Konstante. Wir zeigen allgemeiner, 
daB jede Funktion f, deren zugeordneter Divisor keine negativen Expo- 
nenten enthdlt, eine Konstante ist. 

Im Bereich der gebrochenen Ideale des Ringes o der in bezug auf 
U,,--.,¥, ganzen GréBen ist (f) dquivalent einem Potenzprodukt von 
hdheren Primidealen ohne negative Exponenten, mithin (f)>o. Daraus 
folgt aber nach den obigen Saitzen f=0(0). Diese Ganzheitseigenschaft 
von f kann man auch so ausdriicken: In der Gleichung kleinsten Grades 
der Gestalt 

f*+a,(u)-f*"*+...+a,(u)=0, 


der das Element f geniigt, sind alle a;(w) ganzrationale Funktionen von 


, . 1 
u,,.-.,%,. Da die gemachten Voraussetzungen wu, nicht vor _,, bevorzugen, 
1 


schlieBt man ebenso, daB alle a; (u) ganzrational in =, U,,-..,uU, sind. Daraus 
folgt, daB in a,(w) die GréSe u, gar nicht vorkommen kann. Dasselbe 
gilt fiir w,,...,u,,, also sind die a; (u) Konstante. Mithin ist auch f eine 
Konstante. 

Bemerkung. Aus dem Beweis ergibt sich noch das folgende Ganz- 
heitskriterium: f ist Element von 0, wenn im zugeordneten Divisor keine 
anderen Primdivisoren mit negativen Exponenten vorkommen als solche 
fiir die ein u; den Wert co annimmt. 


’) H. W. E. Jung, Primteiler und ihr Verhalten bei birationalen Transformationen, 
Rendiconti di Palermo 26 (1908), S. 113 ff. 


(Eingegangen am 17. 11. 1928.) 








Uber einen Grenzwertsatz aus der Theorie der 
unendlichen Folgen. 


Von 


M. J. Belinfante in Amsterdam. 


Der bekannte Cauchysche Grenzwertsatz, welcher aus lim 2,.=2 
- Bt Myatt... t+ By . . 1\ : 
folgert, daB auch lim “= ¢, ist von Stolz') in folgender 
n - 


Weise verallgemeinert worden: 


Satz Il. Sind «,, @,,... positive Zahlen, fiir die die Summen 
A, = @,+4,-++...+-«, nach co streben, so folgt aus limz, = x, dap auch 
. G@, Z, + Aye t+... t+ ang 
lim ——1—_23 ae an 
li + Ge +..-+ Gy 


Gewissermafen eine Umkehrung dieses Satzes bietet der 
Satz Il. Sind «,,«,,... positive Zahlen, fiir die die Summen 


A, =, -+,-+...+ 4, nach co streben, und ist « eine positive Zahl, so 


so, i 
folgt aus 
+ kn Xm) 


Qe +...+ ay 


lim fax, + (1 — @) z, 


&, % + Hy 2, + 
a, 4 
dag auch limz, =z. 

Dieser Satz ist von Wichtigkeit als Hilfssatz fiir einen von Schur”) 
und Knopp*) gegebenen vereinfachten Beweis des sogenannten Knopp- 
Schneeschen Satzes, welcher die Aquivalenz der Cesaroschen und Hélder- 
schen Mittelwerte aussagt. Knopp beweist den Satz II fast ganz ohne 
Rechnung*‘); dadurch aber wird sein Beweis wegen der unerlaubten An- 
wendungen des Principium tertii exclusi fiir den Intuitionisten illusorisch °). 


Math. Annalen 33, S. 237. 
*) Math. Annalen 74, 8. 447—458. 
%) Math. Annalen 74, 8. 459—461. 
*) K. Knopp, Theorie und Anwendungen der unendlichen Reihen, 2. Aufl., 8. 96, 97. 
®) Fir den intuitionistischen Standpunkt vergleiche man L. E. J. Brouwer, Uber 
die Bedeutung des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten in der Mathematik, Journal 
fiir die reine und angewandte Mathematik 154, 8S. 1—7 
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Der Beweisgang nach Knopp ist namlich wie folgt: Man setze 


’ @, Ly + Ag Fat... + On, 


a) = , 8o ist 2,—+ co unméglich, da hieraus folgen 


@, + Og toes t Gy 
wide, da8 auch z,-—+0co, also az,+(1—a)a,-—-0co, entgegen der 
Voraussetzung. Also entweder x, konvergiert, etwa nach 2’, alsdann kon- 
vergiert auch z, nach 2’, mithin z’=~z, oder aber die Folge z, ist un- 
bestimmt divergent® was dann auch mit der Folge 2x, der Fall sein miiBte. 
Knopp weist nun nach, daS eine unbestimmte Divergenz der Folge 2, 
mit der Voraussetzung nicht vertriglich ist, und folgert hieraus die ver- 
langte Konvergenz. Hiermit ist nicht die von den Intuitionisten geforderte 
Konvergenz im positiven Sinne (s. unten) bewiesen; njchtsdestoweniger be- 
halt der Knopp-Schneesche Satz auch fiir den Intuitionisten seinen Wert, 
da fiir den Beweis dieses Satzes nur der besondere Fall «,—1 des Satzes II 
benutzt wird und fiir diese vereinfachte Form des Satzes II ein intui- 
tionistisch reiner Beweis existiert *). 

Der Satz II ist aber auch an sich interessant, und so habe ich ver- 
sucht, einen intuitionistischen Beweis (der meines Wissens noch nicht 
existiert) zu finden. Es stellte sich hierbei heraus, daB der Satz noch ein 
wenig verallgemeinert werden konnte, ohne daS der Beweisgang hinfillig 
wurde; ich beweise also den 

Satz III. Sind a,, a,,... positive Zahlen, fiir. die die Summen 
A, =«,-+-«,-+...+«, nach co streben, und sind p,, p,,... und q,, q,--- 
positive Zahlen, welche den Bedingungen lim p,= p+0 und limg,=q 
geniigen, so folgt aus 


ly Ly + Ag %y +--+ + An Zp 


=(p+q)z, 


lim p,, 2, + Gy" 


dap lim zx, =z. 


Ga + & +..-+ 


Der Beweis stiitzt sich auf Satz 1, dessen Beweis ich zur Vollstandig- 
keit vorausschicke. 

Es sei also gegeben lim z, = 2. Ich betone, daB hier ebenso wie im 
folgenden die Konvergenz im positiven Sinne (s. Brouwer, loc. cit. 8. 6) 
gemeint ist. Es liegt alsdann ein Gesetz vor, welches zu jeder positiven 
Zahl « eine ganze Zahl N= N(e) zu berechnen erlaubt, so daB die Un- 
gleichung |z,—2|<e fiir alle n>WN erfiillt ist. DaS die Summen 
A,=«,-+«,-+...+@, nach oo streben, besagt ebenso, daB zu jeder 
positiven Zahi G eine ganze Zahl N= N(@) existiert, so dab A, >G 
fir n> WN. 


®) Man vergleiche z. B. E. Landau, Darstellung und Begriindung einiger neuerer 
Ergebnisse der Funktionentheorie, 8. 30, 31. A fortiori folgt dieser vereinfachte Satz 
aus dem unten folgenden Satze III, der Satz II als Spezialfall (p, =o; g,=1—«) 
enthalt. 
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Fiir den Beweis, daB 





lim “171 + 2% +++ On hn 7 
@, + @ +..-+ Ge : 
brauchen wir nur zu einer beliebig gegebenen Zahl e eine ganze Zahl M@=M(e) | $ 
‘ . Oy Ly + Oy y+... + Kye, - 
zu berechnen mit der Eigenschaft to kn he <= —2|\<e firn>WM. 
| & t+ & +...+ @ | Vv 
Ist N, zunichst eine willkiirliche ganze Zahl zwischen i und n, so gilt: 
i ae 
Q, T+ By 
a 5 ed sd OF ere ¢ 
a, T — en a, T an 1 T &, 
A B _ C 
- . ” & * " 
Wir bestimmen daher zuerst N,(e), so daB |z,—2|< x fir n>WN,, 
dann N>N,, so dab 
QL. Pay Ty | Qt. et hy 
N,7N,|  # 1 N | é 
a3 tread toh und re- IY) 5 fiir n > N. : 
a, T++- + a, eT . T a, e 


Alsdann gilt fiir jedes n > N: | 


& 


|Al <3 |Bl <5 und |O|< 7 
also 
Sa <2 5 See) < 14] +13) + Ol ce. 
G+... +a, | = 


Beweis des Satzes III. Setzen wir: 


( - Lg . 2% t MMe t--- + enn 
1) Yn = Pat In @ + a +...+ ay ’ 
n 
/ a \ 

9 = — - ae AP = 
(2) C, IT a a)s O=l 
i=1 

und 

¢ &n 
(3) h,=O, 15.» 
so gilt nach Voraussetzung: 

(4) lim y, =(p+4q)2. 


Da C,=1, limp,=p und die Summen «,+a,+...+, nach oo 
streben, folgt leicht, daB auch die Summen h,+h,+...+h, nach co 
streben. Aus der Formel 


— Yn In hy t---+hayn (Pi +G%)+--.+ hn (Pa + Gn) 
" Pn Pn A, +...¢h, ~ A, +...t+h, 





(5) x, 











Grenzwerteatz iiber unendliche Folgen. 


(die wir sofort beweisen werden) folgt dann nach dem Satze I, daB 


lim z, —Pt0* _ 4. (y + q)2:(p+4q) 
oder 
lim x, = 2, 
womit der Satz bewiesen ist. 
Beweis der Formel (5). Aus (1) folgt leicht: 


Cn f ; &n Qn \ | \ i 
; %- (1+ pe” Ae) 1 Br +++ FMB) —(a,27,+...+@,_,2,_;) 


oder, da 1+ =. *#_0¢:C _,, nach Multiplikation mit C,_ 
Pn A, a " n 


nutzung von (3): 


, unter Be- 


(6) hy, =C,(a,27,+a,27, +...+4,2,)—C, 


n 


_3(@,2%,+...4 @,,_1%,_3): 


Aus (6) folgern wir 





(7) h,y,+..- thy, = C,(a,2,+..+4,2,) 
und hieraus, indem wir in (7) z,=1 mit y,=p,-+q, nach (1) setzen, 
(8) hy (Py +91) + +++ tg (Da + Gn) = On (Oy +--+ + HQ) 
(9) Ayn vst ha Yn — t+ + one 
- hy (Pp +) +--+ hn (Pat In) GQ +... + ay 


Substituiert man dies in (1), so erhalt man leicht die verlangte Formel. 


(Eingegangen am 30. 12. 1927.) 


Transformation der elliptischen Funktionen bei 
zusammengesetztem Transformationsgrade. 


Von 


Robert Fricke in Braunschweig. 


Die in der Transformationstheorie der elliptischen Funktionen auf- 
tretenden algebraischen Gleichungen zwischen Modulfunktionen (Modular- 
gleichungen, Multiplikatorgleichungen usw.) haben sowohl wegen ihrer alge- 
braischen Beschaffenheit als auch wegen ihrer arithmetischen Verwendungen 
zur Berechnung der Klasseninvarianten in der Theorie der ganzzahligen 
binéren quadratischen Formen vielfach Interesse erregt und besitzen eine 
héchst ausgedehnte Literatur. Trotz der vielfaltigsten Untersuchungen hat 
man aber bei Primzahlgraden erst sehr spit und bei zusammengesetzten 
Transformationsgraden tiberhaupt noch nicht die wahre Einfachheit jener 
algebraischen Gebilde und der Methoden ihrer Aufstellung erfaBt. 

Es ist ja hinreichend bekannt, daB die geometrisch-gruppentheoretischen 
Denkweisen der Kleinschen Theorie der Modulfunktionen den Ariadnefaden 
liefern, um sich zwischen den vielfialtigen bei rein analytischer Behandlung 
des einzelnen Transformationsgrades n auftretenden algebraischen Rela- 
tionen zurechtzufinden. Hier ist nun die Sachlage die, daB man diese 
Methoden bislang nicht bis zu ihrer naturgemaiBen Grenze hat entwickeln 
kénnen, woriiber sogleich Naheres ausgefiihrt werden soll. Auf der anderen 
Seite stehen die arithmetischen Anwendungen zur Aufstellung der Klassen- 
gleichung und ihrer Auflésung oder doch wenigstens ihrer Zerfallung ent- 
sprechend den Geschlechtern. Die allgemeine Theorie H. Webers macht 
hier einen durchaus reifen Eindruck. Aber seine ausgedehnten Einzel- 
untersuchungen, die er mangels einer ausreichenden Kenntnis der Theorie 
der Modulfunktionen an die vielfaltigen Modulargleichungen der 4lteren 
Theorie anschloB, werden systemlos und erkennen nicht die wahre Ein- 
fachheit des Gegenstandes. 

Als gruppentheoretische Grundlage fiir die Behandlung des n-ten 
Transformationsgrades benutzte bereits Klein denjenigen Teiler der Modul- 
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gruppe, der sich aus allen Substitutionen der Determinante 1: 


(1) ow’ = “ee «ad — Byn=1 
mit ganzzahligen a, f,y,6 zusammensetzt; dieser Teiler wird ,,Transfor- 
mationsgruppe“ oder genauer ,n-te Transformationsgruppe“ genannt und 
durch G, bezeichnet. Zum Prinzip wird nun gemacht, die umfassendste 
eigentlich diskontinuierliche Gruppe aufzusuchen, in der Gy als Teiler 
enthalien ist, um diese als ,,Hauptgruppe“ oder genauer als ,n-te Haupt- 
gruppe“ & der Behandlung der Transformation n-ten Grades zugrunde 
zu legen. DaB dies nicht friiher geschehen ist, hat seinen Grund darin, 
daB an dieser Stelle die Entwicklung aus dem Gebiete der Modulfunk- 
tionen in das allgemeinere der automorphen Funktionen hinausfiihrt. Die 
Theorie dieser Funktionen hat sich bei aller allgemeinen Bedeutung bisher 
als wenig fruchtbar fiir mehr ins einzelne gehenden Untersuchungen er- 
wiesen. Hier handelt es sich um eine erste bemerkenswerte Anwendung 
der Theorie der automorphen Funktionen. 

Ist n eine Primzahl, so ist die Hauptgruppe bereits mit der soge- 
nannten ,,Klassengruppe“ @, erreicht, die auBer den Substitutionen (1) 
alle Substitutionen der Determinante n: 


,  anoa+Bn 





{2) @ 


, adn — By =1 


“yo+ in 


mit ganzzahligen «, 8, y, 6 enthalt*). In G,g ist Gp ein Normalteiler des 
Index 2; der Name der Gruppe x riihrt von der nahen Beziehung her, 
in der diese Gruppe zu den Formklassen der Diskriminante D = — 4n 
steht. E. Bessel-Hagen hat zuerst bemerkt*), daB sich im Falle eines zu- 
sammengesetzten Grades n die eben vollzogene Erweiterung der Transforma- 
tionsgruppe &, zur Klassengruppe &,x in folgender Art verallgemeinern laBt: 

Ist n = 8-t irgendeine Zerlegung von n in das Produkt zweier teiler- 
fremden Faktoren s,t, so bilde man alle Substitutionen der Determinante ?: 


‘ ’ ato+ Bn 

(3) o => yore . adt — Bys — 1 

mit ganzzahligen a, 8, y,46. Da s und ¢ teilerfremd sind, gibt es solche 
Substituticnen. Eine Substitution (3) sei durch das Symbol S, bezeichnet. 
Dann gilt fiir die Zusammensetzung zweier Substitutionen S, und S/ die 
einfache Regel: 


(4) 8,-S,= 8",  t”-1%#=— 4-1’, 


1) Vgl. meine Notiz , Uber Transformations- und Klassenpolygone“ in den Géttinger 
Nachr. von 1919. 
*) In seiner Géttinger Habilitationsschrift, die m. W. nicht verdéffentlicht ist. 
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wo t der gréBte gemeinsame Teiler von ¢ und ¢’ ist. Hieraus geht un- 
mittelbar folgender Satz hervor: Ist » die Anzahl verschiedener Prim- 
teiler von n, 80 kommen 2” Teiler t, also, wie wir sagen wollen, 2” Typen 
von Substitutionen S, in Betracht. Die Substitutionen aller Typen bilden 
eine Gruppe G, in der die Transformationsgruppe Gy, ein Normalieiler 
des Index 2” ist; das zugehérige Komplement (die Quotientengruppe) ist 
eine endliche Abelsche Gruppe der Ordnung 2”, die auBer dem Einheits- 
elemente nur Elemente der Periode 2 besitzt. Die Gruppe © ist zwar 
noch nicht stets die Hauptgruppe im obigen Sinne, doch trifft dies bei 
den spiteren Einzelbetrachtungen zu: Die Gruppe G, die demnach wieder 
»Hauptgruppe“ heiBen soll, ist in diesen Fallen nicht einer nochmaligen 
Erweiterung zu einer gleichfalls noch eigentlich diskontinuierlichen Gruppe 
fahig. Hierbei ist abgesehen von der Erweiterung durch die Spiegelung 
an der imaginaéren w-Achse, die alle unsere Gruppen gestatten, und die 
weiterhin ein wertvolles Untersuchungsmittel abgeben wird. 

Allen echten Teilern der genannten Abelschen Gruppe, auSer dem 
Teiler, der nur aus dem Einheitselement besteht, entsprechen in © ent- 
haltene und Gy enthaltende Gruppen, die als ,,Zwischengruppen“ bezeichnet 
werden sollen. Stellt man insbesondere eine ,,Reihe der Zusammensetzung“ 
fiir die Abelsche Gruppe und eine aus » Gliedern 2 bestehende ,,Index- 
reihe“ auf, so entspricht dem der algebraische Ubergang von den Funk- 
tionen der Hauptgruppe G zu denen der Transformationsgruppe G7, der 
also durch » Quadratwurzelziehungen zu gewinnen ist. Am einfachsten ist 
es, mit geeigneten » Zwischengruppen zu arbeiten, die in der Hauptgruppe 
Normalteiler des Index 2 sind. Man hat dann » ,,nebeneinander gereihte“ 
einzeln unmittelbar an die Hauptgruppe @% angeschlossene Quadratwurzel- 
ziehungen nétig, wie dies an den Einzelausfiihrungen naher dargelegt wird. 

Die Beziehung zu der Geschlechtereinteilung der quadratischen Formen 
der Diskriminante D = —4n liegt hier nahe genug und wird weiter 
herausgearbeitet werden*). Allerdings ist nur fiir n=0 (mod 8) und 
n=1 (mod 4) die Anzahl der Geschlechter gleich 2”, sonst gleich 2”~’. 
Auch ist nicht zu vergessen, da8 wir hier zunachst mit funktionentheore- 
tischen Betrachtungen zu tun haben, die erst fiir den besonderen_,,singu- 
laren Modul“ wm =iyn spezialisiert zu den reellen Quadratwurzeln oder 
za einem Teile derselben fiihren werden, die zur Zerfillung der Klassen- 
gleichung entsprechend den Geschlechtern zu adjungieren sind. 

Die Klassenpolygone sind fiir die niederen Grade n im zweiten Bande 
meines Werkes ,,Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen“ ‘) 


*) Die ,Hauptgruppe“ trigt ihren Namen, -weil sie dem ,Hauptgeschlecht“ ent- 
spricht, bzw. demselben am nichsten steht, 


*) Dies Werk wird mit ,E. F.“ unter Angabe der Band- und Seitenzahl zitiert. 
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arithmetisch und funktionentheoretisch untersucht. Die Berechnung der 
Klasseninvarianten fiir die Diskriminante D = —168 habe ich in einer 
demnichst in den ,Acta mathematica“ erscheinenden Arbeit durchgefiihrt. 
Im folgenden soll die Brauchbarkeit der entwickelten Methode an den 
beiden Transformationsgraden n = 70 und n=105 dargetan werden, die 
hier zum ersten Male behandelt werden. Sie sind in arithmetischer Hin- 
sicht deshalb besonders einfach, weil beide Male alle Formklassen ambig 
sind und also jede Klasse fiir sich ein Geschlecht bildet. 


I. Transformationsgrad » = 70. 


1. Diskontinuitatsbereich*) der Hauptgruppe. Die Untersuchung 
eines einzelnen Transformationsgrades hat stets mit der Feststellung des 
»DB“ der Hauptgruppe @ zu beginnen. Man hat zu diesem Zwecke 
die Gruppe © durch Zusatz der Spiegelung an der imaginaren w-Achse 


zu erweitern. Diese symbolisch durch S zu bezeichnende Spiegelung ist 
durch : 


(8) o'’= —@ 


gegeben, unter @ den zu » konjugiert komplexen Wert verstanden; sie 
wird eine ,Substitution zweiter Art“ genannt und stellt eine konforme 
Abbildung mit Umlegung der Winkel dar. Der Zusatz von S liefert die 
»Hauptgruppe zweiter Art“ oder die ,erweiterte Hauptgruppe“: 


G=G+6-5, 
in der die bisherige Hauptgruppe ein Normalteiler des Index 2 ist*). 


Die Auffindung des ,DB“ der Gruppe © ist bei einiger Ubung nicht 
schwierig. Man hat dabei vornehmlich mit ,Spiegelungen“ der Gruppe zu 
arbeiten, die die Gestalt haben: 

? ato+ Bp n 


(5) @’ = ~ a*t — Bys =1, 


—yoa—at’ 





und elliptischen Substitutionen der Periode 2, die durch: 


> = atw+ Bn 2 = 
(6) oe Sa «*t— Bys+1=0 
gegeben sind. Setzt man unter Trennung des reellen und des imaginaren 


Bestandteiles wm —£-+-in, so ist der Symmetriekreis der Spiegelung (5) 


5) Weiterhin durch das Symbol ,DB“ abgekiirzt. 
*) Wenn oben gesagt wurde, & sei nicht einer nochmaligen Erweiterung zu einer 
gleichfalls noch eigentlich diskontinuierlichen Gruppe fahig, so ist damit gemeint, daB 
nur Substitutionen erster Art zur Erweiterung zugelassen werden sollen. 
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dargestellt durch: 
(7) »(€*#+n7)+2até+fn=0, 
waihrend der in der positiven 
w-Halbebene gelegene Fixpunkt 


der Substitution (6) der fol- 
gende ist: 


Der ,DB“ von © soll so ge- 
wahlt werden, daB er sich zur 
Linken an die imaginare w-Achse 
anschlieBt und sich nach dem un- 
endlich fernen Punkte, wir sagen 
dem Punkte mw =—1ioo, hinzieht. 
Der so hervorkommende ,DB*“ 
werde als das ,,Hauptpolygon* P 
des Transformationsgrades n_be- 
zeichnet. Um P aufzufinden, hat 
man die zweiten Gleichungen (5) 
und (6) in méglichst niedrigen 
ganzen positiven Zahlen «, 8, y fiir 
die einzelnen Zerlegungen n = 8-t 
zu lésen und die zugehérigen Sym- 
metriekreise (7) bzw. Fixpunkte 
(8) zu konstruieren. Das Haupt- 
polygon P des Transformations- 
grades n= 70 ist das in Fig. 1 
dargestellte Kreisbogenneuneck mit 
einem Winkel 0 (bei w= ico) 
und acht rechten Winkeln. Die 
»festen Seiten“ von P (Symmetrie- 
kreise von Spiegelungen der Haupt- 
gruppe @) sind mit s,, 8, ..., 8 
bezeichnet und in der Figur stark 
ausgezogen. Zu den Geraden 3, 
und s, gehéren die Spiegelungen 
wo’ = —@ und w’ = —@w—70. 
Die Gleichungen der vier anderen 


’ festen Seiten und die zugehérigen 


Spiegelungen sind: 











| 
| 
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pS —— = Qo \ Pe 70 
(8) +n 10=0, (8.4) a’ =—, 

(a) 3(é*+)+2-70€423-70=0, (By) a= RStB 
(4) + n+4-148411-70=0, (5) wo’ = EMOTE, 
‘ 9 c € - iy , 5@ . 0 
(4) + 9°+2-85E417-70—0, (By) oo’ = STUD | 
Die ,,festen Ecken“ sind (auBer ico) e,,¢,,...,¢,; ihre Lagen und die 

zugehérigen Substitutionen der Periode 2 sind gegeben durch: 
(é@,) & = iy70, (8.,) a’ = me 9 
a er Pp 3. 7( 
(e,) w= —14+7y714, (S,,) @ = eit. 
— 35 +4 785 , 85 @+49-70 
(€3 ) @ ee 2 inte . (S,, ) o = =e 9 
- fe ya 1 
(e, w= —25+1 V5, (S,) a’ = wore ; 
» ofan ’ 3-10 13-70 
\ @5 ) w= — 30+710, (Sy) @ — Sete, 
(_) = 854675, (8) = Bt 
Drei ,,bewegliche Seiten“ sind o,, 0,, 4,; sie haben die Gleichungen: 
(o,) 3(&*+ 9*) + 56€ + 210 = 0, (o,) &*+ 9*+ 30+ 210 = 0, 
(o,) 5(€*+ *) +196€-+ 1890 = 0. 
Die ,,beweglichen Ecken“ ¢,, ¢,,..., &, liegen bzw. bei: 
_ 1546755 — 21044 /T1-210 -—21044 911-210 -—420+4¢ 711-210 
re, 2 ; 17 ? 13 . 23 . 
— 85+ i ¥55 
——— 


Die Seite o, wird in o, durch die hyperbolische Substitution iibergefiihrt: 
oo! = 210 w+8-70 


—@—10 
Fiigt man dem Polygon P sein Spiegelbild lings der imaginiaren 
-Achse an, so entsteht ein ,DB“ der Hauptgruppe ©. Dabei erscheinen 
die Seiten s,, 8,,..., 8, ihren symmetrischen Seiten zugeordnet. Damit 
wird die grundlegende Tatsache evident, daf der ,DB“ und damit die 
Hauptgruppe © des Grades n= 70 das Geschlecht p= 0 hat"). 


*) Aus der Gestalt des Hauptpolygons P ist leicht erkennbar, daB @ in keiner 
noch umfassenderen eigentlich diskontinuierlichen Gruppe ,erster“ Art als Teiler ent- 
halten sein kann. 
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2. Zwischengruppen beim Grade n= 70. Den acht Teilern ‘—1, 
2, 5, 7, 10, 14, 35 und 70 der Zahl 70 entsprechend hat man acht 
Typen von Substitutionen S,, die sich auf Grund des Gesetzes (4) zur 
Abelschen Gruppe achter Ordnung beim Grade 70 zusammensetzen. Diese 
endliche Gruppe mége mit G, bezeichnet werden. Ihrem Teiler G, ent- 
spricht die aus allen Substitutionen S, bestehende Transformationsgruppe 7, 
wahrend die Gesamtgruppe G, natiirlich die Hauptgruppe & ergibt. Weiter 
hat man zwei Systeme von je sieben Zwischengruppen. Das erste wird von 
den Teilern der Ordnung 2 der G, geliefert; sie ergeben Teiler des Index 4 
der Hauptgruppe. Wir bezeichnen diese sieben Teiler durch G, ,, G, ,, 
G, ., G, o> G44, G45 und G,.,, womit gemeint ist, dab zB. G,, 
sich aus der Transformationsgruppe und allen Substitutionen S, zusammen- 
setzt. Natiirlich ist G, ., die Klassengruppe Gx. Die Zwischengruppen des 
zweiten Systems sind in sofort verstindlicher Weise durch: 

(9) G, 2.5, 10° G, 3,7, 14? G, » 35, 70° ©, 5.3. 38° & 

G,, 7, 10, 70° G, 10, 14,35 
gegeben; sie sind Normalteiler des Index 2 in © und entsprechen den 
Teilern der Ordnung 4 der Abelschen G,. 

Fiir die algebraische Theorie hat man die Kenntnis des Geschlechtes 
insbesondere der letzten sieben Gruppen nétig. Eine geeignet gewahlte ein- 
wertige Funktion der Hauptgruppe © soll ,Hauptfunktion“ genannt und 
durch h(@) bezeichnet werden. Der ,DB* der einzelnen Gruppe (9) wird 
dann durch h(o) auf eine zweiblittrige Riemannsche Flache iiber der 
h-Ebene abgebildet, die nur an denjenigen Stellen der h-Ebene verzweigt 
sein kann, die von den Punkten e,, e,, e,, € 


1,5, 14, 70? 


«> 5, & des Hauptpolygons P 
und den zu e, und e, beziiglich der imaginiren w-Achse symmetrischen 
Punkten @,, @, herriihren. Diese Stellen der h-Ebene sollen gleichfalls e,, 
€,,--+,@, genannt werden. An der einzelnen Stelle e ist aber die zwei- 
blattrige Flache stets und nur dann verzweigt, wenn die zugehdérige ellip- 
tische Substitution der Periode 2 nicht in der betreffenden Gruppe (9) 
enthalten ist. Da z. B. in G,, , ,. nur die zu e, und e, gehdrenden Sub- 
stitutionen S, und S,, enthalten sind, so hat die zugehérige Flache die 
sechs Verzweigungspunkte e,, €,, @, €,, @, €, und gehért zum Geschlechte 
p=2. Zu dem gleichen Geschlechte p=2 gehéren auch die beiden 
Gruppen G, , ; ,, mit den Verzweigungspunkten ¢,, ¢,, 5, €,, ,, & und 
&, - 10. 29 Mit den Verzweigungspunkten e,, 2, €,, @, €,, €,- Das Geschlecht 
p=1 haben drei Gruppen, namlich ©, , 5, .. mit den Verzweigungs- 
punkten ¢,, @, €,, &, ®, , ; 3, mit den Verzweigungspunkten e,, €,, @,, é, 
und , , 14 29 mit den Verzweigungspunkten ¢,, @,, €,, ¢,. Fiir die alge- 
braische Theorie ist besonders wichtig, da die Gruppe &, 1 14 3; nur die 
beiden Verzweigungspunkte e,, e, und also das Geschlecht P =0 hat. 
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Zur Klassengruppe &, -.. = Gx kann man iiber jede der drei Gruppen 
G, 2 s5,70° Gi,5, 14, 70° Gy, . 10,70 gelangen. Bevorzugt man die letzte, so 
sind zwei Exemplare der zweiblattrigen Flache mit je sechs Verzweigungs- 
punkten e,, @, €,, @, €,, & tibereinander zu lagern. Jedes Exemplar hat 
zwei Stellen e,, namlich eine in jedem Blatte. Diese vier Stellen liefern 
zu den zweimal sechs Verzweigungspunkten zwei neue zweiblattrige Punkte 
dieser Art. Man hat vier Blatter mit 14 zweiblittrigen Verzweigungs- 
punkten, mithin das Geschlecht p—4. In entsprechender Weise steigt 
man zur Gruppe &, = G, auf und gelangt zu einer achtbliattrigen Flaiche 
mit 2-14 + 4 = 32 zweiblattrigen Verzweigungspunkten, die also das Ge- 
schlecht p=9 hat. Die allgemeinen Regeln zur Bestimmung der Ge- 
schlechter der Gruppen G7 und Gx *) bestatigen diese Ergebnisse. 


8. Algebraische Behandlung des Grades n=70. Die Modul- 


form } A(w,, Wg) hat bekanntlich die Reihenentwicklung: 


(10) */4 (a, @,) -VPoa* (1 ee ieeel Me Mie led Gitieed fale ht) 


unter g die Jacobische EntwicklungsgréBe e**@ verstanden. Unter 4,(,, «,) 
oder kurz A, wird die folgende Modulform verstanden: 
4, = 4,(@,, ,) = 4 ( +, @, ). 

Man hat alsdann fiir die Transformationsgruppe % ; des Grades 70 die 
folgenden acht Modulformen 4, = 4, 4,, 4,;, 4;, 449, 444, 435, 479, die 
durch die Eigenschaft ausgezeichnet sind, im ,Innern“ der w-Halbebene 
iiberall endlich und von 0 verschieden zu sein. Die Substitutionen S,,, 
S,,, Ss5,--- Sollen homogen geschrieben werden, und zwar so, daB sie 
auch in dieser Gestalt die Periode 2 haben: 


(8,,) i ¥70m{ = 700,, i¥70 wo = —a,, 

(S,,) t¥14w{=—14 o, + 3-70 @,, t¥14@j= — w, — l4o,, 
(S,,) t735@{= 350, +9-70@,, i 735 wo, = — 2, — 35a,, 
(S,) ‘V5 wf =5-50,+9-200,, t¥5 wo =—o,—5-5o,, 


(8.5) ¢¥10@{=3-100,+13-70m,, «710 0,= —w, —3-100,, 
(Sj) #*735 wf = 35, + 18-70a,, i 735 wi = — aw, — 35a,. 
Gegeniiber diesen Substitutionen permutieren sich die sechs Modulformen 


*) Vgl. ,E. F.“ I, 8. 356 und 366. 
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A,, 4,, 4,,..-, abgesehen von konstanten Faktoren. Die Permutationen 
und die Faktoren werden tabellarisch zusammengestellt : 
Siro Bx Bes 8, Bro 
A, 70-* A, 14-*4,, | 85-* dy, 5-* A, 10-* 4,, 
As 2°.35-*4,, | 2°-7-* 4, 85~* 4,, 5-* Ai, 2°.5-* 4, ; 
A, 5°.14-* A,, | 14-* 4,, | 5°.7-* A, 5° A, 2-*.5° 4, 
4, | 7*-10-*4y | a-*.7°4, | 5-*.7%4, | 5-84, | 10-4, 
dy | 7-*-10°4, 2°.7-*4,, | 5*-7-*4,, 5° A, 10° 4, 
iil | : 
/. 5-*.14° 4, | 14° A, 5-*-7% 4,, 5-4, | 2°-5-*4,, 
ae 2-*.35° 4, | 2-*.7° dye | 85° 4, | 54, | 2 °.5° 4. 
Ano 70° A, 14°4, | 85°4, 5° A, | 10° A, 





Unter den Zwischengruppen verdient G, ,o ,, 3, den Vorrang, weil 
diese Gruppe zum Geschlechte p= 0 gehért. Wir schreiben die Haupt- 
gruppe in der Gestalt: 


G= 6, 10, 14, 35 G,, 10, 14, 35 ‘8, 
und stellen aus der Tabelle sofort fest, daB die beiden 4- Produkte: 
(11) 4, 4 4, i 4, 4, 4, 4,, 
gegeniiber der Zwischengruppe invariant sind und sich bei den Substitu- 
tionen der zugehérigen Nebengruppe austauschen. Teilt man das zweite 
Produkt (11) durch das erste, so stellt der Quotient eine automorphe 
Funktion der Zwischengruppe dar, die gegeniiber den Substitutionen der 
Nebengruppe in ihren reziproken Wert iibergeht. Der ,DB*“ der Zwischen- 
gruppe hat auBer der Spitze bei w —‘#oo nur eine einzige an die reelle 
«@-Achse heranragende Spitze. Aus der Reihenentwicklung stellt man fest, 
daB in der Spitze des ,DB“ bei wm —ioo ein Pol 24ster Ordnung des 
Quotienten liegt. Also findet sich, da im Innern des ,DB*“ Pole und 
Nullpunkte nicht auftreten, in der zweiten Spitze ein Nullpunkt der Ord- 
nung 24. Nun ist die Zwischengruppe vom Geschlechte p=0. Also ist 
die 24ste Wurzel jenes Quotienten: 


"/ A, 4, 4, 4, 
(12) (0) Yaa dade’ 


die auf der imaginaren w-Achse reell und positiv genommen werden soll, 
eine einwertige automorphe Funktion der Zwischengruppe. 
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Gegeniiber der Substitution S,, der Nebengruppe geht die Funktion ¢ («), 
abgesehen von einer multiplikativen 24sten Einheitswurzel, in ihren rezi- 
proken Wert iiber. Aber diese Einheitswurzel mu gleich +1 sein, da 
y(m) im Fixpunkte » =¢/70 von S., reell und positiv ist. Also gilt: 


und man findet fiir e, und e, die Eckenwerte: 

(13) p(t ¥70) = +1], gy (—25+7¢y5) = —1. 
Weiter hat man sofort in: 

(14) h(w)=o(w)+ 9 (=~ )=¢(@) + si 
die ,,Hauptfunktion“ des Transformationsgrades n= 70 mit dem Pole in 
der Spitze too, den ,,Eckenwerten“ : 


15) (e,) h(t¥70)=2, (e,) Ah(—25+¢75)=—2 

und der aus (10) zu entnehmenden Rethenentwicklung: 

(16) h(w)=2 7 (1—2#+a22?'+o+22'+4+ 225+ 2278422774382 
+2a°+47%+...) %, 


wo die EntwicklungsgréBe x erklart ist durch: 
1 axio 

17) 2=ge—e% | 

Es sind nun die sieben Quadratwurzeln zu bestimmen, die zur Haupt- 
funktion zu adjungieren sind, um zu den Teilern des Index 2 der Haupt- 
gruppe & zu gelangen. In dieser Hinsicht erledigt sich natiirlich sofort 
die Gruppe &, 9 44 35;- [Thre bisher »(m) genannte Funktion soll genauer 
p, (@) heiSen. Man hat dann: 

29, =h+ yA? —4 

mit der Bestimmung, daB die Quadratwurzel auf der imaginérén w-Achse 
reell und positiv genommen werden soll’). 

Fiir die an zweiter Stelle zu betrachtende Zwischengruppe & 


1, 2, 35, 70 
des Geschlechtes p = 1 hat man in: 


245 
45 4, Ayo Aig 
4, As Ass Ar 


eine dreiwertige Funktion mit einem Pole dritter Ordnung bei w = ico 
und einem Nullpunkte derselben Ordnung in der anderen Spitze des ,,D B“**). 


(18) P_(@) = 


®) Auf das Ausfallen des Gliedes mit x* in der Klammer ist durch das Zeichen o 
aufmerksam gemacht. 

) Die gleiche Bestimmung soll fiir alle weiter folgenden Quadratwurzeln gelten. 

1) Hier und weiterhin sollen auch Wurzeln dieser Art auf der imaginiren 
-Achse stets reell und positiv genommen werden. 
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Der SchluB, daB man auch hier die 24ste Wurzel ziehen darf, ohne eine 
mehrdeutige Funktion der Zwischengruppe zu erhalten, kann allerdings, da 
p = 1 vorliegt, nicht mehr unmittelbar vollzogen werden. Doch folgt diese 
Tatsache aus dem Umstande, da8 die 24ste Wurzel des Quotienten der 
beiden 4-Produkte eine Modulfunktion 35ster, mithin auch 70ster Stufe 
ist (vgl. ,E.F.“ I, 8.445). Gegeniiber einer Substitution der Nebengruppe 
geht die Funktion ,(m) wieder bis auf eine bestimmte 24 ste Einheits- 
wurzel als Faktor in ihren reziproken Wert iiber. Doch ist auch diese 
Einheitswurzel gleich 1, da g,(@) z. B. im Fixpunkte der Substitution 8, 
der Nebengruppe notwendig reell ist. Demnach ist (y, +g ;') eine Funk- 
tion der Hauptgruppe mit einem einzigen Pole dritter Ordnung in der 
Spitze w =too. Man hat also mit einer ganzen Funktion dritten Grades 
der Hauptfunktion h zu tun: 
1 


P, +— =ah* + bh® + ch +d. 
. Pe 
Die ersten Glieder der Reihe der links stehenden Funktion sind: 
P. + : z?(l1t+24+322+42%4 9a‘ +...). 
Pe 


Ordnet man auch die rechte Seite auf Grund von (16) nach ansteigenden 
Potenzen von z, so gewinnt man fiinf Gleichungen zur Bestimmung der 
Koeffizienten a, b, c, d und zur Kontrolle der Ergebnisse. Man findet: 
G+ =—h* + 4h" + 5A +4. 
7 2 
Eine weitere Kontrolle entnimmt man aus dem Umstande, daB die 
Diskriminante dieser fiir g~, quadratischen Gleichung, die in h zunichst 
vom sechsten Grade ist, nach Abspaltung des Quadrates eines linearen 
Faktors eine ganze Funktion vierten Grades mit dem Nullpunkte h = — 2 
(dem Eckpunkte e, entsprechend) liefern muB. Dies bestatigt sich; man findet: 


(19) 29, =h*+4h°+5h+4+(h4+1) V(h+2)(h+ 38) (A7+h+4 2). 


Damit ist die zur Zwischengruppe G, , ,, -. gehdrende Quadratwurzel ge- 
wonnen, und man findet fiir die Hauptfunktion die weiteren Eckenwerte: 





(20) (¢) k(# 14-8714) ——=*""*, (¢,) A(—30+4/10) = —3. 
Es fehlen jetzt noch die Werte der Hauptfunktion in den drei Ecken: 


ey . ar = 35 . 35 
\¢a) w= — 30 + #7389, (@, 3) o> dF) Le 


die zur Irrationalitat #35 gehdren. Zu ihrer Bestimmung kann man sich 
der Zwischengruppe G, , ,, -. bedienen,.die gleichfalls zum Geschlechte 
p = 1 gehért. Nach ,E. F. ‘Tl, 8. 392 ist die vierte Wurzel des Quotienten 
von 4, und 4, eine Funktion fiinfter Stufe, mithin 4, 4, eine Modul- 
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form zehnter Stufe, da yA, eine solche zweiter Stufe ist. Also ist: 
1/4: 440 1/42 4; Ayo Sas 
2410 2 Ain 135 
| rye und damit Vj “. yor 
eine Funktion der Stufe 70. Nach Gleichung (12) in ,E.F.* II, 8. 449 
ist auch die sechste Wurzel desselben 4-Quotienten eine Funktion der G7 
des Grades 70. Somit haben wir auch in: 
Kes : 
1 / A, A, Ayo 4s; 
21 » (ep) an W/ 0 SS 
F ¥3\%/ | A, 114 470 
eine Funktion dieser Gruppe. Man erkennt in ihr leicht eine dreiwertige 
Funktion der Zwischengruppe @, , ,, -9, die bei den Substitutionen der 
zugehérigen Nebengruppe wieder in ihren reziproken Wert  iibergeht. 
Daraus entspringt erneut der Ansatz: 
l ae 
9g, + —=ah*+ bh*+ch+d, 


Fs 


) 


dessen unbekannte Koeffizienten man wieder mit Hilfe der Reihenentwick- 


lungen bestimmt: 
Gy +i =—h?+5h°+7h4+5. 
Ps 
Die Diskriminante dieser fiir g, quadratischen Gleichung ist vom sechsten 
Grade. Man hat eine Kontrolle der Uberlegung in der Tatsache, daB diese 
Diskriminante nach Abspaltung eines Quadrates von einem linearen Faktor 
eine ganze Funktion vierten Grades mit der Wurzel h = — 3 (der Ecke e, 


entsprechend ) liefern muB. In der Tat findet man: 
(22) 2g, =h* + 5h°+7h4+5+4+(h+1) V(h+3) (9+ 5h2+ 7Th+7). 


1,5, 14,20 Behdrende Quadratwurzel be- 
stimmt, und die letzten noch unbekannten Eckenwerte der Hauptfunktion: 


Damit ist die zur Zwischengruppe © 


=. ae 85 +4 735) 
{ &, ) h(- 35 +2) 35), (€3, €g) a(= Se) 


sind erkannt als die reelle und die beiden konjugiert komplexen Wurzeln 
der im rationalen Kérper irreduziblen kubischen Gleichung: 
(23) (€4, €, &), A? 45h? 4+7h84+7=0. 

Fiir die vier letzten Zwischengruppen ©, , , 5,,-.- lassen sich jetzt 
die zu A zu adjungierenden Quadratwurzeln aus den Systemen der Ver- 
zweigungspunkte sofort angeben. Es handelt sich um die folgenden Wurzeln: 











G, s2,00° V2) (F438) AFR), 
eevee ACHR UREA OESIETITD, 
G, e210 V(h— 2) (h +2) (h+3) (h®+5h?+7h+2), 





G, », 10, 70? (A +2) (h?+h 4-2) (h? + - 5h? +7h+-7). 
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Wie es sein muB, laBt sich jede dieser Wurzeln rational in A und den 
drei ersten Wurzeln darstellen. Nennt man die Wurzeln in der Reihen- 
folge, wie sie soeben gewonnen wurden, w,, w,,..., w,, 80 lassen sich die 
letzten vier in A und den ersten drei Wurzeln so darstellen: 














si ae W,* We a om __ Wy Wy Ws 
1 h+2? s (h+2)(h+3)’ 
; Wy + Ws 
>] —_ i « ,) = 
We=U,W,, wW,=— PZ: 


Mit Riicksicht auf die weitere Entwicklung ist hier noch die Aufgabe 
zu lésen, die Modulfunktion erster Stufe j(m)—12*J(w) als Funktion 
der Transformationsgruppe darzustellen. Die Lésung dieser Aufgabe ist in 
der Gestalt, wie wir sie hier nétig haben, bereits durch friihere Entwick- 
lungen geleistet. Die Funktion: 

24 — 
(24) y,(@) = aa 
ist nach ,E.F.“ II, 8. 445 (daselbst + genannt) eine zweiwertige Funktion 
der Transformationsgruppe des Grades n = 35 und eine einwertige Funktion 
der zugehérigen Klassengruppe. In letzterer ist unsere hier vorliegende 
Zwischengruppe ©, ,, ein Teiler des Index 3. Nach (12) und (18) ist 
nun das Quadrat von y, einfach gleich dem Produkte von gy, und q,. 
Man hat also fiir y,(w) die Darstellung 





(25) 2y,(w) = V(h- w,) (h*+ 4h? +5hk +44 (h+1)w,), 


mit der Vorschrift, daS die Quadratwurzel auf der imaginiren w-Achse, 
wo der Radikand positiv ist, selbst positiv zu nehmen ist. Es existiert 
allerdings auch eine rationale Darstellung von y, in h, w, und w,; jedoch 
ist die Formel (25) mit der Vorzeichenfestsetzung fiir unseren Zweck aus- 
reichend. Nach ,E. F.“ II, 8.445 hat man eine zweite Funktion der Trans- 
formationsgruppe des Grades 35 (daselbst o genannt) in 

(26) (0) = YF — Avi — Ovy — Sol — Owl + el OE Pay, FI, 
die auf der imaginéren -Achse oberhalb des Punktes w =i 735 (wo ein 
Nullpunkt von y, liegt) reell und positiv genommen werden soll. Diese 
Funktion ist rational in h, w,, w,,w,; doch ist die Darstellung (26) brauch- 
barer. Die zinwertige Funktion: 

— 


? 


- — 4 
(27) 4(@) = = 
1 


der Transformationsgruppe des Grades 7 ist nach ,E. F.“ II, 8. 446: 


“oy i » F 
(28) 4(@) = oF (vi — Sur + Sy — Sy, —1+ vy (v7 — 3y, — 1). 
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Endlich aber hat man (vgl. ,E.F.“ II, 8.398) fiir j(m) in x die Dar- 
stellung : 


(29) j(@) = (4+ + 13) (x*+ 52 +1)". 

4. Berechnung der Klasseninvarianten der Diskriminante 
D = — 280. Nach der allgemeinen Theorie der Klassenpolygone werden 
die verschiedenen Klassen urspriinglicher positiver ganzzahliger quadratischer 
Formen der Diskriminante D = — 280 von den Verzweigungspunkten ge- 
liefert, die dem ,DB“ von Gr als zweiblattrige Uberlagerung des ,,.DB“ 
von @, zukommen. Es handelt sich um die gesamten mit w iy70. 
beziiglich der Hauptgruppe % dquivalenten Punkte im ,,DB“ der Trans- 
formationsgruppe G7. Da Gp als Teiler von @& den Index 8 hat, der 
einzelne der fraglichen Punkte aber beziiglich ©, imvariant ist, so hat 
man im ,,DB“ von G, vier solche Punkte, also vier Formklassen fiir die 
Diskriminante D = — 280. 


Man gelangt nun zu diesen vier Formklassen, indem man auf w = ¢ ) 70 


geeignete unter den erzeugenden Substitutionen S, der Hauptgruppe & 
ausiibt. Folgende vier Punkte geniigen unserem Zwecke: 

' : sox . - 
wo==-2ty70, o= S,,(# ¥ 70), wo = Si, 1y 7/0 ), wm =8,.(t 70), 
von denen die letzten drei sich berechnen zu 

__ —11-704+4 70 _ —4:270+4 970 _ — 42.7044 970 

@ = 43 ; @ 19 : o= 97 . 

Den vier Punkten entsprechen folgende vier quadratischen Formen: 
1,0, 70), (43, 22-70, 197-70), (19, 8-70, 59-70), (97, 84-70, 1273-70), 


die man als ,,beziiglich der Transformationsgruppe reduziert“ zu bezeichnen 
hat. Im gewéhnlichen Sinne, d.h. beziiglich der gesamten Modulgruppe, 
ist nur die erste Form reduziert; die drei anderen Formen sind bzw. mit 
den reduzierten Formen Aquivalent: 


(2,0,35), (5,0,14), (7,0, 10). 


Da alle Klassen ambig sind, so ist die Galoissche Gruppe der Klassen- 
gleichung bereits ohne Adjunktion von i 70 eine G, der Ordnung 4, die 
den ,,Vierertypus“ besitzt. Sie wird hier einfach geliefert von den Per- 
mutationen der vier Stellen m des ,,DB“ der Transformationsgruppe bei 
Ausiibung der Transformationen der obengenannten Abelschen Gruppe G,, 
die Stellen sind natiirlich invariant gegeniiber demjenigen Teiler G, der G;, 
der der Gruppe , ,, — Gx entspricht. 
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Da D=8 (mod 32) gilt und alle Klassen ambig sind, so sind nach 
der Weberschen Theorie die vier Klasseninvarianten: 


{14 


foe "a a. 
, poet sf 35 y a -/.3/10 
30 7(2 y @0), i(t} “SF i(t| it) >) 
-~ ‘ 
ganze Zahlen des durch Adjunktion von y2 und /5 zum rationalen 
Kérper $i entstehenden biquadratischen Kérpers: 
‘ l- 
31 R R, V2, yh 
Dies mu sich nun durch unsere obigen Rechnungen bestitigen lassen. 
Es ist dabei hinreichend, die erste Klasseninvariante (30) zu berechnen, 


da die iibrigen einfach durch Zeichenwechsel von 72 und 5 aus ihr 
hervorgehen. 


Zunachst bestatigt sich sofort der Kérper (31). Da namlich fiir 
w=—=ty70 die Hauptfunktion A =2 wird, so verschwindet fiir diesen 


Wert @ die erste unserer drei Quadratwurzeln w,,w,,w,, wahrend die 
beiden anderen die Werte annehmen: 
Ww, = 4] 10, Ws (yo. 


Weiter folgt aus (25) mit Riicksicht auf das vorgeschriebene Vorzeichen 


der Wurzel fiir w =i 70: 


f » of a r l . r l . 
y, = 19+6710=3-+4 10, =—3+/y10, y, a 6. 
; Vi VY) 
Die Gleichung (26) kann man so schreiben: 
1 \4 1 \8 1\2 l 
32) y, vi} y,— {i w,— -2iy,— 16 (yw 19, 
1 vs A ma V1 nm ¥1 a VY) m1 "1 


woraus (immer fiir wm —7)70) folgt: 
Wo 7 y5(3 } 10)* 
stets mit positiv genommenen Quadratwurzeln. Wie es sein mub, bringen 


die Quadratwurzeln (25) und (26) keine neuen Irrationalitaten. Die 
Formel (28) fiir die Funktion 7(@) lat sich in die Gestalt: 





1\8 1\? l 
33 2¥(a 2 ly } —S\y a i 
; =7\Q@ Wy y’, y, ) Y, y, ; YW, = ) 
l 
Wo |; = 5 
1 
setzen. Man findet fiir w —¢ y 70: 
es . 72875. . —.—/1+V5\* 
v4 7(3 + y10)? a ((3- y10)°\ I >) . 
= — 27-85 . _ ee 
~ —7(3— 10) , x4 7(133 + 90 72) 





Be 


sic 


di 
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Beachtenswert ist das Auftreten der Einheiten der quadratischen Kérper 
(R, ¥5) und (MR, y 10). Der Ausdruck der Klasseninvariante selbst setzt 
sich aus den drei Faktoren zusammen: 


49 : ret 
4+— +13 =—2 y2(1+4+ y2)*(5— 72)’, 


e\4 (57 \3 
y5\*, 54/21) 


9 T » 


a+ -5- 7(3+ yi0)* (44 


Im fertigen Ausdrucke tritt natiirlich 21 nicht mehr auf; doch hat 
dieser Ausdruck wegen seiner Kompliziertheit kein Interesse. 


II. Transformationsgrad m = 105. 


Die nahe Verwandtschaft des Grades 105 mit dem eben behandelten 
Grade 70 ist dadurch begriindet, daB auch bei der Diskriminante D = — 420 
nur ambige Formklassen existieren, und zwar acht, und da auch hier 
die Hauptgruppe zum Geschlechte p = 0 gehért. Aber allerdings sind dem 
héheren Grade entsprechend die Verhaltnisse im einzelnen komplizierter, 
und zwar namentlich deshalb, weil alle Zwischengruppen p> 0 haben. 
Der Gedankengang der Uberlegung gestaltet sich wie bei n = 70, so dab 
die Darstellung kiirzer gefaBt werden darf. 

1. Diskontinuitaétsbereich der Hauptgruppe. Der ,DB* der 
durch die Spiegelung an der imaginiren w-Achse erweiterten Hauptgruppe © 
des Grades 105 ist das in Fig. 2 (S. 332) dargestellte Elfeck mit zehn rechten 
Winkeln und einem Winkel 0. Neben den beiden geraden Seiten s, und s, 
sind auch die sechs Seiten s,, 8,,...,8, Symmetriekreise von Spiegelungen 
der &; die Gleichungen dieser Seiten und die Spiegelungen sind: 





(8) €é*+n?—105=0, (a) a =, 

(s,) &*+%9+21€+ 105 =0, (5.,) o's ee 
(s,) + %+2-15€+ 2-105 =0, (3,) o’ =, 
(,) &*+%+2-21¢+ 4-105 =0, (Ba) ow’ hy 
(s)  4(*+-9*)+18-214+85-105—0, (5x) wo’ = 22ST EE 
(s,) &*+n%+ 105¢ + 26-105 =0, (Sis) @’= thse 


»Feste Ecken“ des Hauptpolygons P (auBer der Spitze too) bei sind die 
acht mit ¢,, ¢,,...,€, bezeichneten Punkte; ihre Lagen und die zugehérigen 
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-_ aris En 
S elliptischen Substitutionen der Pe- 
riode 2 sind: 
(e, ) @ = ¥105, 
’ ’ 105 
(Sro5 ) 2S Di 
(e) w = —10+4 75, 
(g.) ,___ 2-5@+105 
“s/ ae * 
~35 +4 785 de 
(é, ) @ = rs 
. P 85 wm + 4-105 b 
\‘“a) © “““ie-8 
(e, ) o = — ad _— y35 u 
| 9 ? 
g/) P 35 w + 6-105 Q 
\ 38 - 2a —35 
as ; . 
(e, ) w= —35+¢735, ( 
i” , 85+ 12-105 | é 
ie ad - -oe-8 ’ 
sb | oarer 
& (e,) @w — 42+) 21, 
o. »  2-2L@+17-105 | 
(Sq) @ = oun | 
ge 5 EIT 
\é- D = 2 ; 
a P 19-5@+ 48-105 
Ss) «Saas | 
-~105 +4 ¥105 
(e,) w > 
(Big) qo! ax 105@+ 58-105 | 
105) @ = =te-u 
Die drei ,, beweglichen Seiten“ o,,0,,0, 
haben die Gleichungen: 
(o,) 11(€?+ *)+6-105é 
+ 82-105 =0, t 
(04) E+? +5-15¢ 
7 
+18-105 =0, : 
Ff ; i 
(o,) 26(€*-+ *) + 22-105é ' 


' + 487-105 = 0. 
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Endlich liegen die fiinf ,beweglichen Ecken“ ¢,, ¢,,..., 6, bzw. bei: 
—95+i75-43 — 427 +4 7-11-43 — 843+ 97-11-48 
@ @ eee, > ? 
4 13 9 
— 1043 +74 77-11-43 — 655+ 475-43 
24 . 14 P 


Die Seite o, wird in o, durch die hyperbolische Substitution iibergefiihrt: 
’ 3-15 w+ 13-105 
ee eae 
Aus der Gestalt des Hauptpolygons geht die wichtige Tatsache hervor, 
daB die Hauptgruppe G des Grades 105 wieder das Geschlecht p = 0 hat. 
2. Zwischengruppen beim Grade n=105. Wie beim Grade 70 
hat man zwei Systeme von je sieben Zwischengruppen, die durch: 


G, 5, G, 5; G,., G, as) G, a> G, 35> G, 105 


und 
G, 5,5,15> G, 52,01) G, 5 25, 100° G, 5, :,35> G, «21, 108° G, «15, 108° ©, 15,01,88 


zu bezeichnen sind. Die Gruppen des ersten Systems sind Normalteiler 
des Index 4 der Hauptgruppe, und unter ihnen ist die letzte die ,, Klassen- 
gruppe“. Die sieben Gruppen des letzten Systems sind Normalteiler des 
Index 2 von &. Die einzelne Gruppe ist an denjenigen unter den zehn 
Punkten ¢€,, €,, €,, €,, 5» @5» &» &_, > @ **) verzweigt, deren zugehdrige 
elliptische Substitutionen S, nicht in der Gruppe enthalten sind. Man 
stellt daraufhin fiir die einzelnen Gruppen des letzten Systems folgende 
Verzweigungspunkte fest: 


G, 55,15) C1, Cy, Cy, Cy, Cyr Cy, Cg, Cy, 
G. s201> ap Gay Cyn Mas Gee Ban Grr 
G, 5,35, 105° Cy, gs &g, &, 
G, 52,30 Cy» Cg» Sas Cys 
G, 5, 21,105: lg, Oy, Cy, Gy, 
G, +. 15,108 Cy Cg, Cy, Cy, Oy, Cys Og, Cr, 
©, 15,93,38° Cy, Og, C7, Oye 


Hieraus geht der Satz hervor: Zum Geschlechte p=1 gehdéren die vier 
Zwischengruppen G, s 35, 105+ Gs,5,2,35> G3,5,21,103> G1,15,91,258» Wahrend die 
anderen drei p = 3 haben. 

Der ,DB*“ jeder dieser sieben Gruppen ist wieder dadurch aus- 
gezeichnet, daB er auBer der Spitze bei w = ico nur mit einer Spitze die 


1%) Mit 2, und 4, sind wieder die zu ¢, und e, beziiglich der imaginiren w-Achse 
symmetrischen Punkte bezeichnet. 
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reelle w-Achse erreicht oder mit einem aus zwei Spitzen bestehenden 
Zyklus (was auf dasselbe hinauslauft). 

Der Aufstieg von der Hauptgruppe zur Transformationsgruppe ©, = Gp 
gestaltet sich genau wie bei n= 70, da das Komplement des Normal- 
teilers @, von & wieder eine Abelsche G, mit sieben Elementen der 
Periode 2 ist. Die Geschlechtszahlen fiir Gg und @, berechnen sich zu 
5 baw. 13. 

3. Algebraische Behandlung des Grades n=105. Die Sub- 
stitutionen S, eines und desselben Typus ¢ bewirken die gleiche Trans- 
formation der acht zum Grade 105 gehérenden Modulformen 4,, 4,, 4,, 
A, 4,3, 49,» 45, 495- Die vier Substitutionen S,,,, Sj,, S., und S, 
schreiben wir homogen von der Periode 2 so: 


(Sys ) t 7105 w{ = 105a,, i V¥105@; = — W,; 

( Sys) 1 35 w; = 35a, + 12-105a,, t y 35 Wy = —w, — 35 Wg, 
(S,,) #¥2lw{ =—2-21@,+17-105@,, iV~2las = —o, —2-2la,, 
(S,) tY5o{i =2-50,+105a,, ij5o, =—a@,—2-5a,. 


Thre Wirkung auf die 4, ist wieder tabellarisch zusammengestellt: 


















































rn % | & 
A, 105-* Ay, | 85-%4,, | 21-* dy, | 5-*4, 
A, 3°.35-* A,, | 85-*4,,, | 3%-7-°4, | 5-*4, 
A, 5°.21-* 4, | 5%.7-84, | 21-* Assy | 5° 4, 
A, 7°.15-*4,,| 5-*-7°4, | 3-8-7284, | 5-° dy, 
= ———E as | wall a 
i‘. 7-*.15°4, | 5°-7-*4,, | 3%-7-4,, | 5°4, 
As 5-*-21% Ay | 5-*7" As ata, | 58d 
4, | 8-*-35°4, | 35°4, | 8-*.7°4,,| 5°4, 
dn | 105°. 4, | 85° 4, | a1°4, | 5%4, 





Zur Gewinnung der Hauptfunktion h(w) des Grades 105 fiihrt folgen- 
des SchluBverfahren: Die beiden 4-Quotienten: 


4, 4, 4, Ayog 


Ay 4; Ais en 








4, Ais 4,, 45 F A; 4, Ass 410s 
erweisen sich zufolge der Tabelle als Funktionen der Gruppen @, ,, 4; 5 


und @, » 95,105: Sie haben zufolge der Anfangsglieder der Reihen Pole 
48ster bzw. 96 ster Ordnung in den Spitzen w — ico der mgehérigen ,,DB“. 





a 











~ ww CO St 
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Da diese ,DB*“ je nur noch eine weitere Spitze auf der reellen Achse 
haben, im Innern der ,DB*“ aber weder Pole noch Nullpunkte auftreten, 
so liegen je in der zweiten Spitze Nullpunkte der gleichen Ordnungen. 
Nun gehért die in (24) gegebene 24ste Wurzel auch der vorliegenden 
Gruppe G, an. Die Folge ist, da8 wir in: 
7 A, 4, 4, Aros y ly A, Ay 4g, 

1, Diy My, 4yn” = 78 = Ay Aas Aros 





(34) P,(@) = 


auch noch eindeutige Funktionen der beiden genannten Gruppen gewinnen, 
die dann zwei- bzw. vierwertig sind. 
Nun hat man fiir die Hauptgruppe*G die Darstellungen: 


G= G, 15, 21,35 + 6, 15, 91, 35° S05» 
G&G = & & -S;- 


1,3, 35,105 1 “1,3, 35, 105 


Bei den Substitutionen S,,, und S, gehen aber zufolge der Tabelle die 
Funktionen g,(@) und y,() bis auf multiplikative 24 ste Einheitswurzeln 
in ihre reziproken Werte iiber. Diese Einheitswurzeln sind aber einfach 
gleich 1. Es ist namlich my, im Punkte e, (Fixpunkt von S,,,) reell und 
positiv, und dasselbe gilt fiir m, im Punkte e, (Fixpunkt von S§,), da 
S,., zur Gruppe &, 5 5510; gehért und also gy, invariant laBt. Demnach 
hat man in: 





or ye. — ‘ 1 
(35) f(m) = f,(w) = y, (@) + te)? f,(@) = p(w) + a 
zwei Funktionen der Hauptgruppe G, die im ,,DB“ derselben zwei- bzw. 
vierwertig sind. An Stelle der zweiten Funktion benutzt man besser die 


Funktion: 
(36) g (w) = f,(w) — f,(@)’, 


weil diese nur dreiwertig im ,DB“ der Hauptgruppe ist. Benutzt man als 
EntwicklungsgroBe : 


2 222i 
105 105 
Zag =e 
so sind die Reihenentwicklungen von f(m) und g(w), wie man leicht aus 
(10) feststellt: 


97 {(w) =a *(1—a7—2*+ 2? +0+4 227°+ 32°+ 2'+32°+527"+---), 
(37 
g(m)=2 *(84+32+4+ 04+72%+ 621+ 1225+ 27274 272'+---). 
Als Funktionen der Gruppe © sind f und g durch eine algebraische 
Beziehung verbunden, die in f auf den dritten und in g auf den zweiten 
Grad ansteigt. Aus dem Zusammenfallen der Pole und deren Ordnungen 


setzt man die Gestalt dieser Relation mit nur noch sechs unbekannt 
bleibenden Koeffizienten an. Die sechs ersten Reihenglieder gestatten deren 
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Bestimmung; die folgenden auch noch zur Verfiigung stehenden Glieder 
liefern Bestatigungen des Ergebnisses: Die zweiwertige Funktion f(w) hangt 
mit der dreiwertigen g(w) der Hauptgruppe zusammen durch die algebra- 
ische Relation: 


(38) %— (15 f+ 26) g — (97° + 9f? — 42f— 52) =0. 
g ) 


Deutet man f und g als kartesische Koordinaten in der Ebene, so 
wird durch die Gleichung (38) eine Kurve dritten Grades dargestellt, die 
als zum Geschlechte p = 0 gehérig einen Doppelpunkt besitzt. Man stellt 
die Koordinaten dieses Doppelpunktes sofort zu f= —2, g=—2 fest. 
In der Tat lat sich die Gleichung (38) nach Zeichenwechsel in diese 
Gestalt kleiden: 


(39) 9(f+2)*— 45(f+ 2)*— (9+ 2)?+ 15(f+ 2) (g +2) =0. 
Auf einer Kurve unserer Art wird nun bekanntlich die einwertige Funktion 
durch das vom Doppelpunkt ausstrahlende Geradenbiischel ausgeschnitten. 
Man kann demnach die Hauptjunktion des Grades 105 durch: 

(40) 3h (w) = 975 

erkldren, wobei der Pol dieser Funktion in der Spitze w =ioco liegt und 
a~* das Anfangaglied der Reihenentwicklung ist. 

Um f und g als Funktionen zweiten und dritten Grades von h dar- 
zustellen, setze man in (39) fiir (g-+-2) das Produkt 3h(f+ 2) ein, 
worauf die Gleichung nach (f-++2) und damit nach f lésbar wird. Hat 
man den Ausdruck von (f+ 2) in h, so berechnet man den von (g + 2) 
aus (40). Die Funktionen f(w) und g(q) stellen sich in der Hauptfunktion 
h(@) so dar: 

f(w) =h*— 5h +38, 
(41) _ as8 2, ‘ 
g(w) = 3h°— 15h°+ 15h — 2. 


Fiir die Funktion f,(@) schlieBt sich die Darstellung an: 
(42) fy (wm) = h* — 7h* + 16h*°— 154 +7. 


Auf Grund von (35) sind nun sofort auch die Funktionen y,(w) und 
@.(@) bestimmbar, namlich durch Lésung der beiden quadratischen Glei- 
chungen : 

~; — (h°— 5h+3)9,+1=0, 
p, — (h*— 7h*®+ 16h*— 154+7)9,+1=0, 


womit dann zugleich die beiden Quadratwurzeln bekannt werden, deren 
Adjunktion zu h den Ubergang zu den Gruppen @, ,, 4, 5, und & 


1, 3,35, 105 


vermittelt. Dabei mu8 sich zeigen, daB die auf den achten Grad steigende 








Dis! 
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Diskriminante der Gleichung fiir g, die Abspaltung des Quadrates einer 
ganzen Funktion zweiten Grades gestattet, damit der Radikand auf den 
vierten Grad herabgeht. Man gelangt in der Tat zu den Ergebnissen: 








29, (w) =h*?— 5h +3 + V(h?— 5h +1) (h?— 5h+5), 
(43) | 2, (mw) =h* — 7h*+-16h°— 15h 4-7 
| (h—1)(h —3) V(A*"—A +1) (h° —5Ah +5) 


mit der iiblichen Festsetzung iiber das Vorzeichen der Quadratwurzeln. 
Durch Aufsuchung der Nullpunkte der Radikanden werden jetzt auch die 
meisten Eckenwerte der Hauptfunktion h(w) bekannt; wir finden fiir die 


Ecken ¢€,, €,, 3, €;, > & die Werte: 


— 105 + 6 9105 5 +Y2i 
= — . 9 ’ 


) 


hi(¢ 105), h 
A(—10+¢ V5), h fat Bias an 5 +1° , 


14:78 


h(—42+¢721), h(42+¢721) 


Um zur Transformationsgruppe @, zu gelangen, fehlt jetzt nur noch 
eine einzige Quadratwurzel, die dann auch die vier noch unbekannten, zur 





Irrationalitat ¥35 gehérenden Eckenwerte liefert. Um diese Quadratwurzel 
mi gewinnen, hat man sich zunachst mit einigen Anfangsgliedern der Reihen- 
entwicklung der Hauptfunktion zu versehen: 


2 


(44) h(w) =2-14(1+2274+272+27*'+0+04 2! 


fai +---). 


Es ist dann weiter die Gruppe @, , 4, 49; heranzuziehen, fiir die man nach 


den Formeln der Transformation 21 sten Grades eine sechswertige Funktion in: 
isfy 7, 
/ A, 4, Ay, Ay, 


—, (ow) = = = 
Ps A, As Ags 4105 


besitzt. Bei der Substitution S,, mit dem Fixpunkte e, geht diese Funktion 


in ihren reziproken Wert iiber, so daB (gy, +-pj;*) eine ganze Funktion 
sechsten Grades von fA ist. Als Reihenentwicklung dieser Funktion hat man: 


1 =i ‘ ‘ t "2.2 
My +—=2°(14+22+452°+ 82°+ 162+ 282°+ 482°+ 762 
Fs 


Man gewinnt daraus leicht als Ausdruck der ganzen Funktion sechsten 
Grades von h: 


9; + * = h°—10h°+ 39h‘ — 80h* + 99h? — 70h + 238. 

3 
Die Diskriminante der damit gewonnenen Gleichung zweiten Grades fiir y, 
ist demgemaB: 
Mathematische Annalen. 


101. 22 
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(h°—10h°+ 39h‘ — 80h*+ 99h*— 70h + 25) 
>< (h*°—10h°+ 39h‘ — 80h°+ 99h*— 70h + 21). 


Hier mu8 das Produkt des biquadratischen Radikanden der letzten ge- 
suchten Quadratwurzel mit dem Quadrat einer ganzen Funktion vierten 
Grades vorliegen. Dies bestatigt sich auch sofort; denn die Zerlegung des 
eben angegebenen Ausdrucks in seine im rationalen Kérper irreduziblen 
Faktoren ist: 
(45) (h —1)*(h®— 5h°+ 7h — 5)*(h — 8) (h* — 5h°+ 7h — 7). 
Fiir die letzten, bisher noch unbekannten Eckenwerte der Hauptfunktion 
aber findet man: 

(— 85+ 35 


(e,); h\ 9 —)=3, 


(€3,€,%), h®*—5hk°+7h—7=0. 
Die reelle Wurzel der kubischen Gleichung liefert den Wert h (—=+* = ), 
der Ecke e, entsprechend. Der Wert liegt zwischen 3,59 und 3,6, also 
dicht unterhalb des Wertes h(—10 + %75) = 3,6185---, dem Umstande 
entsprechend, daB die Seite s, des Hauptpolygons sehr klein . ist. 
Als SchluBergebnis notieren wir: Der Aufstieg von der Hauptgruppe & 
zur Transformationsgruppe Gy wird gewonnen, indem man zur Haupt- 
funktion h(w) die dret Quadratwurzeln adjungiert: 


[ (oe TTS, 
V(h?—h+1)(h?7—5h+5) , 
V(h—3)(h?- 549+ 7h—7). 
Die Herstellung der zu den iibrigen Zwischengruppen gehérenden Wurzeln 
hat natiirlich keine Schwierigkeit mehr. 

Die Darstellung von j(m) als Funktion der Transformationsgruppe G, 
ist durch die Formeln des Grades 70 unmittelbar mitgeleistet. Es gilt 
namlich zufolge (34) fiir die in (24) erklarte Funktion y,(w) die Dar- 
stellung: 

(47) Y (w) —_ Ve: Pe: 
Von y,(m) aber gelangt man zu j(m) durch die Formeln (25) bis (29). 


(46) 


4. Berechnung der Klasseninvarianten der Diskriminante 
D = — 420. Da von den Ecken des Hauptpolygons zwei zum Teiler ¢ = 105 
gehéren, nimlich e, und e,, so haben wir fiir die Diskriminante 


D =—420 zunachst die beiden reprisentierenden Punkte w =i 105 


und w= =" . Sie liefern die beiden beziiglich der G7 reduzierten 








—, 


@ 











ee 
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Formen (1, 0, 105) und (2, 2-105, 53-105). Die erste ist auch im ge- 
wohnlichen Sinne reduziert, wahrend die zweite mit der reduzierten Form 
(2, 2, 53) aquivalent ist, die wie die erste ambig ist. Um die iibrigen 
Formklassen zu gewinnen, iibe man zunichst auf = #7105 die Sub- 
stitutionen S,, S,, und S,,-S, aus. Man gewinnt, wenn man als Zeichen 
der Aquivalenz beziiglich der Modulgruppe ~ gebraucht: 





. pe SSE —4.105+iV105 i ¥105 
4678) - = .. SS 


41 . 
ee —7-105+iyi0s  iyi0s 
8,, (6 7108) = ~ 


— —3-105+4)105 iV¥105 
Sy, 8, (¢ 7105) =— "PP . 


Damit gelangen wir zu den drei weiteren reduzierten Formen (5, 0, 21), 
(3, 0, 35), (7,0, 15), die gleichfalls ambig sind. Sodann iibe man auf 
= 105 + 4 9105 

9 an 


w die Substitutionen S35, S., und S3,-S,, aus. Man erhalt: 





yw (—-105+4+89105\  —6- 105469105 —3+i9105 
ee pe eee 6 , 
g. (= 105+ 8105) _ — 5-105 467105 | —5 +8 105 
oo) i te 10 , 
wg (—105+if105\ —3-1054+i/105 -4-+4+¢9105 
S35 . Sa { 9 i= ll — — — oS - 


und damit die drei letzten reduzierten Formen (6, 6, 19), (10, 10, 13) 
und (11, 8, 11), die wieder durchweg ambig sind. 

Die drei nach der Weberschen Theorie zur vollstandigen Lésung der 
Klassengleichung achten Grades erforderlichen Irrationalitaten 73, 75, ¥7 
mu8 man nun bereits aus dem Werte der Hauptfunktion h(w) fiir 
w=#7105 und den Werten der drei Wurzeln (46), die wir wieder 
W,, Wy, W, nennen, fiir das gleiche Argument w bestitigen kénnen. Wir 
haben zunichst: 


(48) h(i ¥105) =>" 





20 

2 > 

womit #21 — 73-77 gewonnen ist. Da dieser Wert, der die Grundeinheit 
des reellen quadratischen Kérpers (R, /21) darstellt, der Gleichnng 
h*— 5h +1=0 geniigt, so berechnet man weiter leicht: 


| w, (¢ 7105) = 2(y77+ 73), 
(49) me —-1+VO 
| w, (¢ 7105) = f5-=F 
waihrend w,(i¥105)—=0 ist. Nachdem 21 mit h(i 105) bereits ad- 
29% 
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jungiert ist, ergibt w, die Wurzeln /7 und 3 einzeln, wahrend mit w, 
die dritte Irrationalitat 75 hinzukommt. 

Zu einer weiteren bemerkenswerten Rechnung fiihrt endlich die Be- 
stimmung der Klasseninvariante j(i 7105). Zunichst sind y,(m), ~,() 
nach (43) unmittelbar rational in h, w, und w,. Indem wir w, = 0 und 
die eben bestimmten Werte (48) und (49) eintragen, folgt: 


(50) p,(t¥105) =1, p, (#105) = (8 + 3/7) (2+ y3), 


wo in der letzten Gleichung rechts das Produkt der Grundeinheiten der 
beiden reellen quadratischen Kérper (Rt, /7) und (R, 7/3) steht. Zufolge 
(24) und (34) hat man jetzt weiter: 


v, (¢ 105) = », (¢ 7105) ep, (« 7105) = (8 + 8 77) (2 + 3). 
Die rechts stehende Quadratwurzel mu8 also ohne neue Adjunktion rational 
bekannt sein; in der Tat findet man sofort: 


aon S 2 rs\¢ Iz 
2y,(¢7105) = (3+ 77)(1+ 73), ~- ——— =(3 — y7)(1— y3), 
y, (+) 105) 
woraus sich weiter ergibt: 
se. ray 
‘105 =3+ 721. 
da wy, (i105) ry 


Nun berechne man y, (i105) auf Grund von (32); man findet zunichst: 
vy (i 7105) = (2 + 73) (8 +377) ¥5- V7 Pi9 +4721. 
Aber auch die letzte hier als Faktor auftretende Quadratwurzel mu 
rational bekannt sein; in der Tat ist sie gleich (23+ y7): 
v2 (#105) = 75-7 (2 + ¥3) (8 +377) (273 +77). 
Der nichste Schritt ist die Bestimmung von (i ¥105), auf Grund von (33), 


also durch ausschlieBlich rationale Rechnungen. Die Zwischenrechnung 
fiihrt zu: 


z(é ¥108) = 7 (2 +73) 4° (8 4.3 7) (21 +278), 


ein Ergebnis, das wieder dadurch bemerkenswert ist, dab, abgesehen vom 
ersten Faktor 7, lauter Einheiten als Faktoren entincten. Es ergibt sich 
demnach : 

49 


Zz 1(i¥105) 
und damit 


x(# 7105) + a — = 7 (349 + 90 y15 + 78 y21 + 60 735). 


—7(2 — 78) S—F (8 — 377) (v2 —2 78) 
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Erst der letzte Schritt zur Berechnung der Klasseninvariante fiihrt wieder 
zu einem uniibersichtlichen Ergebnis; der Wert j (#105) setzt sich aus 
folgenden drei Faktoren zusammen: 


2 (1228 + 315 715 + 273 y21 + 210 y35), 


+ 73) S4¥8 (9 +3 7) (V1 +2 ¥8) 4 


Bad Harzburg, den 9. September 1928. 


(Eingegangen am 17. 9. 1928.) 











Arithmetische Eigenschaften der Lisungen einer Klasse 
von Funktionalgleichungen. 


Von 


Kurt Mahler in Krefeld. 


Das Ziel dieser Arbeit ist der Nachweis einer allgemeinen Funktionen- 
klasse, bei der aus der funktionentheoretischen Transzendenz folgt, daB die 
Funktion an algebraischen Stellen gleich transzendenten Zahlen ist, wenn 
von gewissen ,singularen“ Punkten abgesehen wird. 

Das Hauptergebnis lautet: 

Die Matrix 

Q = (0,4) (a, 8 =1, 2, ..., 2) 

mit den Potenzen 
Q* = (0%) (a, B =1, 2,..., n) 
habe nichtnegative ganze rationale Elemente. Die charakteristische Gleichung 
(0) =|2—o0F|=0 (# = Einheitsmatrix ) 


sei im Kérper der rationalen Zahlen irreduzibel; sie habe eine positive 
Wurzel g,, die gréBer als Eins und der absolute Betrag der anderen 
Wurzeln ist. Mit A’; seien die Unterdeterminanten der obersten Horizon- 
talreihe der Matrix 2 — 0, E bezeichnet; dieselben haben alle das gleiche 
Vorzeichen. 

(z) = (z,,2,,...,%,) sei ein System von n komplexen Veranderlichen ; 
es bedeute z’ = Q*z die Transformation 


bas (k) 
= Iz? (a =1, 2,..., ”). 
s=1 


Die in der Umgebung des Nullpunktes konvergente Potenzreihe 


_, = h ha 
F(z)= ’ foe | wet wee 
A= hy=0 


=0 
besitze Koeffizienten A,, ..,, aus einem endlichen algebraischen Zahlkérper; sie 
stelle keine algebraische Funktion dar. F(z) geniige einer Funktionalgleichung 





s€ 


= 
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5 a, (2) F(z)! 
F(Qz2) = > — (1gm<g,), 
= bu (2) F(2 


wo die a,(z), b,(z) Polynome in den z, mit algebraischen Koeffizienten 
sind. Die beiden Polynome in den z, und in u 


v (2) a! Sr re\o,t 
aulz)u, = (2) u 
seien teilerfremd; mindestens eines besitze den genauen Grad m in u. Ihre 
Resultante in bezug auf wu sei gleich 4(z). 

Sind dann die z, gleich n algebraischen Zahlen und befriedigen sie 
die Ungleichungen 


R! 3 | 4% | log z, Ve 0, 2,2...2, +0, A(Q*z) +0 fiir k =0,1,2 
= B Bf 1 “2 n y 


so stellt F(z) eine transzendente Zahl dar. 

Der Sinn dieses Satzes liegt in der Verkniipfung zwischen der funk- 
tionentheoretischen und der zahlentheoretischen Transzendenz. Es gibt 
ganz einfache Funktionen, die Gleichungen der betrachteten Art geniigen, 
und von denen trotz ihrer Ahnlichkeit die eine eine algebraische, die andere 
eine transzendente Funktion ist, z. B. 


f, (2) =If() - 3%) =; f, (2*) =(1+2)7*f (2 
fy (2) = I (1 — 2%"), fy (2*) = (1—2)~* fy (z). 


Ferner kann von zwei Lésungen derselben Funktionalgleichung die eine 
algebraisch, die andere transzendent sein, z. B. 


. 4 ° a AL aS Ss z 
f(z)=1, f(z)=14+h, (2); fyale*)=(l—-2) hule)—p, 


In derartigen Fallen gibt es neben dem Unterschied des Funktionen- 
charakters also auch einen entsprechenden Unterschied im Charakter der 
Funktionswerte. 

Die einschrankenden Voraussetzungen des Satzes sind teilweise natiir- 
licher Art: 

Die Ungleichung 


R{ 214 {3 |logz, } <0 


gibt das gréBte Gebiet an, in dem alle Komponenten 2j, 23, ..., 2, Von 


‘— Q*: 
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mit wachsendem k gegen Null streben. Schon in ganz einfachen Fillen 
von Funktionen F(z) ist der Rand dieses Gebietes natiirliche Grenze. Viel- 
leicht 14Bt sich sogar zeigen, daB keine transzendente Lésung einer Glei- 
chung der betrachteten Art sich iiber jenes Gebiet hinaus fortsetzen laBt. 
Die beiden weiteren Einschrankungen 


Z,%,...3, #0, 1(Q*z)+0 fir k=0,1,2 


n My tee 


sind dadurch bedingt, daB ohne sie F(z) tatsichlich gar nicht transzendent 
sein braucht. Wenn eine der Komponenten z,, z,,...,z, verschwindet, so 
ist in der Tat F(z) fiir algebraische z, algebraisch. Es lassen sich ferner 
allgemeine Fille angeben, wo F(z) fiir algebraische z, algebraisch wird, 
sobald eine der Gleichungen 
4(Q*z)=0 (e=0,1,2,...) ] 
besteht. | 
Es bleiben die Annahmen iiber die Matrix 2. Diese sind durch die 
Beweismethode bedingt; in einer weiteren Arbeit hoffe ich Fille anderer 


Matrizen 2 zu behandeln. 


Der Beweis des Satzes verliuft folgendermaBen: 

Gegen den Satz sei F(z) algebraisch, ferner endlich. Dann existiert 
ein endlicher algebraischer Zahlkérper K(s), in dem liegen: 

a) die Zahlen z,, 

b) die Zahl F(z), 


c) die Koeffizienten der Polynome a,(z), b,(z), 


d) die Koeffizienten der Potenzreihe F(z). 
Zu jeder festen, geniigend groBen natiirlichen Zahl p gibt es p + 1 Polynome 
W, (z), (2), ..., UW, (z) 


vom Héchstgrad p in den z, mit ganzen Koeffizienten aus K(s), so dab 
alle Koeffizienten B,,.,, mit 


1 
1+ 


tht... +h Sop ” 
in 


, l . 
E(z)= > A, (z) F(z) =-_ > eS 


h hy 
F z hy 71 aa -2n 
i=0 h=0 hy=0 


= 
verschwinden, ohne daf EZ (z) identisch verschwindet. Vermége der Funk- 
tionalgleichung wird 


k 
m 
Sai” (z) F(z)! 
F(Q"s) —_ 
+ 2 (*) l 
Dy 6" (z) F(z) 
i=0 
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mit einfachen Majoranten in s und den z, fiir die Polynome a;” (2), bj” (z) 
vermége der Annahmen iiber 2. Das gleiche gilt also auch fiir die Polynome 
8" (z) in der Gleichung 


k - 1 1)" k Pon th 
G," (z) = ("Sp (2) F(2)') E, (Q°2)= SB (z) F(z)’. 
V=0 l=0 
Es wird fiir groBes k, nach Potenzen einer geeigneten erzeugenden Zahl s 
von K(s) entwickelt (die c sind positive Konstante, die von p und k 
nicht abhangen): 
ey pot) 


~(k 
Gi (z)= S g,8'; q, 


t=0 


Cy .¢ > 
(2%)? 2 | 


lA 


Die g, bedeuten dabei ganze rationale Zahlen. Weiter ist aber fiir ge- 
niigend groBes k 

E” (z) +0, 
denn einerseits folgt dann 
k 
m 
> bj" 


i=0 


= 
5 
+ 


vermége der Annahme 


A(Q*z)+0 fir k=0,1,2,... 
und andrerseits 
E, (Q*z) +0 
vermége 


2, Zy---2, #O. 
ms n 


Die vorige Majorante liefert daher auf elementare Art eine wuntere 
Schranke 
EM (2) | > e-euret, 
SchlieBlich ergibt sich aus der Potenzreihe fiir E,(z), wenn p und 
als Funktion hiervon k geniigend gro8 ist, unmittelbar eine obere Schranke 


i++ 
not 
“Ze 


| ES (z)| Se-e” 

Diese beiden Abschatzungen widersprechen einander aber, sobald p geniigend 

groB ist. Also kann F(z) keine endliche algebraische Zahl sein. Dab 

aber F(z) auch nicht unendlich grof ist, la8t sich dann leicht aus der 
Funktionalgleichung folgern. 

Das letzte Kapitel bringt eine Anwendung. sei eine positive quadra- 

tische Irrationalitét. Dann wird gezeigt, daB die transzendente Funktion 


hy=1 h,=1 
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einer Funktionalgleichung gerade von der betrachteten Art geniigt, so daB 8 
sich der Satz also auf sie anwenden laBt. Speziell ergibt sich so die . 
Transzendenz von 
x 
» (ho)z", 
h=1 
wenn 0 <|z| <1 und z algebraisch ist: Dies ist ein Analogon zu einem ‘ 
Satz von Béhmer’). 
I. 
. = 
1. Die Elemente der Matrix 
2 = (0, , «, 8 = 1, 2,..., 2) 
seien nichtnegative ganze rationale Zahlen. Die charakteristische Gleichung 
DP (o 22—oE e* — 8,0°-' +8,0°* — +... F 4, =O, 
wo 
. | ; - 
E 0.6 «,B =1,2,...,” 


die Eimheitsmatrix bedeutet, sei im Kérper der rationalen Zahlen irredu- 
zibel. Thre n Wurzeln 


’ gesey O 
-1’° 52 -n 


sind alle verschieden und algebraisch genau vom Grad n. 
Die Potenzen von 2 lassen sich nach den Grundlagen der Differenzen- 


rechnung in der Form 
k n k 
QW = So 1 
i=1 


i 


darstellen; die Matrizen I’, hangen dabei von & nicht ab. Aus dieser Dar- 
stellung folgt die bekannte Hamilton-Cayleysche Identitat? 


Q”" — 8, Q"-* + 8,Q""*—4+...$38 E=0, 


i “= 


und da die Potenzen von Q2 miteinander vertauschbar sind, so ist 


[I (2 — 0, £)=0. 


2. Die Faktoren 
Q—o,8 


der vorigen Gleichung besitzen alle den genauen Rang n — 1. 
DaB der Rang nicht gréBer ist, ist klar. Er ist auch nicht kleiner, 
denn die Hauptunterdeterminanten (nm — 1)-ten Grades von 2 — 0,E sind 


*) P.E. Béhmer, ,Uber die Transzendenz gewisser dyadischer Briiche“. Math 


Annalen 96. 


®) Siehe z. B. hierzu Cayley, Coll. math. papers II, p. 482. 





gewiB ungleich Null, weil g, einer Gleichung vom Grad n—1 nicht ge- 
niigen kann. 
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8. Es besteht keine Identitat 
¢E+¢,2+...+¢,_,2*°-*=0, 


wo die Konstanten ¢ nicht alle verschwinden’*), 
Nach der vorigen Gleichung ist 


ty Q* +, Q***4+...4¢,.,Q**"-*=0 (k=0,1,...,n—1) 


und also auch 


n 
D (Oo + Q+---+¢,_,0F)orl,=0 (k=0,1,...,n—1). 
i=1 
Da die Determinante 
| oF | 
nicht verschwindet, so muB entweder 
r, =1,=...=r,= 
sein; das ist wegen 
n 
E= ST, 
1=1 
unmdglich; oder es ist 
GC +6,0,+---+¢,_,0%-*=0 (? = 1, 2,..., 2) 
und daher 
Co= 6, =...=¢,_,=90 


Insbesondere ist 
= ]](2—o0,H#) +0. 
hel 
4. Die Matrizen 4, lassen sich durch die Gleichungen 
(2 — 0, E) 4,= 4,(2 — oe, £Z) =0 
bestimmen. Sei zur Abkiirzung 
2—o9E= (asp) = (0.8 —019.6)3 4,= (cap) (a, B, l= 1, 2,..., m) 


und Aj, die zu a’, gehérige Unterdeterminante (n —1)-ten Grades in 
2—o,E. Nach chen bestehen die linearen Gleichungen 


my)» Md) yn oO 
» Gay vB => Fa py =9 (a, B, t= 1,2, ..., %), 
y=1 y=1 


*) Dieser Satz folgt bereits daraus, daB die Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung alle verschieden sind. Siehe Frobenius, Journ. f. Math. 84, 8. 11. 
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die durch 
(il ~ (2) tl @. @. s @ ) 
Gig: S2p-----Sng ee RR (p,1 
el) . lb) el (). ). _— , 
Gal-Sa2-+++-San Aji: Aj2 ecceed 4 in (a,l 
befriedigt werden. Also ist 
+ (1) (D l l) f 
bap A Aia Az} (a, B, l 


Die Zahl A‘ hiangt von den Indizes a und f nicht ab; 
Null verschieden. 
Somit besteht die Darstellung 


1, = A® (Ay. Apt) 
5. Wenn h,, hy, .--, h,, 


n l 
= <tia h, 0 


oder 
> st 
’ \) 
> Ap hy U0, 
p=l 
wenn alle h, verschwinden. 
Denn sei etwa 


44la 


_ (Ll) 
b h 0; 
«=1 


nach bekannten Regeln gelten die weiteren Gleichungen 
~ gi 
, (4) i) 
BY Aja Gap 0 
a=1 


Der Rang der rechteckigen Matrix 


‘se 3k 
() (2) (d) 
Qi Giz -.-- An 
@ @ () 
Qni Ang --- nn 


ist folglich héchstens gleich n —1. 
in der Gleichung 


Sei jetzt 





h, h, rr 
ta) (2) ) 
a1 ai2 -++ Ain 
| . - 
| ° ° 
() @ () 
Qa—1,1 Q@a-1,2 . GQa-i,8 = 0, 
} @ (l) ) 
Ga+1,1 Ba+1,2 . Ga+i,n 
( ) @ 
Gani An 2 nn 


(a, Bl 


n ganze rationale Zahlen sind, so ist nur dann 


etwa h, + 0. 

















d 
i. oe 
ES. ...05 OH 

\ 
i ae 


sie ist gewiB von 


» nN). 


Dann kommt 
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die infolge des niederen Ranges gilt, die Potenz 9"~* wirklich vor, so daB 0, 
einer Gleichung (n — 1)-ten Grades geniigt; das ist aber unméglich. 
Es folgt insbesondere, daB keine der Zahlen 
Ava, Api 
verschwinden kann. 
6. Die Matrizen 4, sind im wesentlichen gleich den Matrizen I’. 
Denn sei zur Abkiirzung gesetzt: 


n-1l 
p ) Y sk 
P(e 4s of o-1-h (f= 1, 2,...,%). 
0 —0, _ , 
” h=0 
Offenbar ist 
Vv h (l) n-1-h ®'(0,) 4=l. 
Zn ' 1)" o,° 04 2s : 
Fear 0) A+l. 
Die linearen Gleichungen fiir I, 
n 
Q* oer, (k= 0,1,...,7 —1) 
i=1 
ergeben also 
, ay h_ i) —i~h . 
® (0,) 0, = S (— 1)", Q" IT (2 — 0,2) 
h=0 1 
Atl 
oder 
, 1 (2) (d) C 
N=-5 4 A,(At2.As1) (a, B,t=1,2,...,n). 
07) 


Ao : ; 

Die Zahl A, ra hangt von den Indizes @ und f nicht mehr ab und 
(@) 

ist von Null verschieden‘*). 


7. Sei von jetzt ab von den Wurzeln 


C,>'Ces +--+ 0 


=n 


eine, etwa 0,, positiv, gréBer als Eins und als der absolute Wert der 
anderen. Da keine der Zahlen 


(1) (1) 
Bas Aja; Ag; 


verschwindet, so sind die Elemente von I’, von Null verschieden, so daB 
fiir groBes k 

Q* ~ of T, 

*) Die hiermit explizit dargestellten Matrizen sind gleich den Frobeniusschen 

Kovarianten: ,Uber die schiefe Invariante einer bilinearen oder quadratischen Form“, 

Journ. f. Math. 86, S. 44. Die Darstellung von Q* durch dieselben entepricht der Dar- 

stellung quadratischer Formen durch Eigenwerte und Eigenfunktionen. 
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Elemente von I, positiv sind; die reellen Zahlen 


a) 4) (1) 
Ay; ; Ais ,** in 
haben also aile dasselbe Vorzeichen, ebenso die reellen Zahlen 
(1) (1) ei 
ll > Zl>*- v5 ae 


8. Z,, 2, ---»%, Seien m komplexe Verinderliche im Gebiet U: 


n 
R(A)< 0, 2,2,...%,40; « t= 2 |Aps| log z,. 
Wenn die k-te Potenz von Q gleich 
Q* — (o%}) («, B= 1,2,...,n) 
ist, so bezeichne 
z’=Q*:z 
die Transformation 
n (k) 
= [] 2374 (a =1, 2,...,n). 
f= 
Man hat 
Q**, — Qh (Q*2). 
Falls in 


2’= Q*: 
k ins Unendliche strebt, h,, h,, ..., h,, m Exponenten sind, so ist 


log | i" 23"... 24""| = 9 (A) of | A, | 14021 h, + o(of). 


Wenn speziell die h, gleich ganzen rationalen Zahlen sind, so kann der 


Faktor SAM a, nach 5. nicht verschwinden; folglich ist 


a=1 


rh, 2i* 


log | z{ 26 "| ~ R(A)|A,| Dd 4 A,,,|h,-o%- 
Man entnimmt hieraus, da fiir k—- oo die itis von z’ gegen 
Null streben, wenn z irgendwo in UW liegt. 


Seien ferner Bj, 2 + Ming cath Bj.,...i, 2f* athe irgend zwei ver- 
schiedene nichtverschwindende Potenzausdriicke mit ganzen rationalen Ex- 
ponenten. Fiir k—+oo konvergiert dann der absolute Betrag des Quotienten 


Bz — = 
Q(z’) = Ay... olin —~ 2 


— 1 
By, i. 


entweder gegen Null oder gegen Unendlich, denn es ist 


lim log | Q(z’) 
k>o ei 


= (A)|A, | = |Af2 | (h,—h,) s0 





wird. Hieraus folgt weiter, da 2* nichtnegative Elemente hat, daB die 
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9. Die, Potenzreihe 


, , = -4 rh, tha , k 
E(2’)= >... S Ba..mt---m 3s) ee Dz 
hj=0 —ha=0 
sei nicht identisch Null und konvergiere in der Umgebung des Nullpunktes; 
z sei ein beliebiger fester Punkt in Ut. Sobald & hinreichend grof ist, 
liegt z’ im Konvergenzgebiet der Reihe, so da8 dieselbe einen Sinn hat. 
Nach 8. hat sie genau einen Summanden 


th, thn 
|; oe oe) et 
von héchster GréBenordnung fiir k—+co; mit ihm besteht die Gleichung 


, th tha 
E(2') ~ Bh,..h 2% tem 


Also folgt 


Satz 1. z set ein fester Punkt in Ul; die Potenzrethe 


ssa = ~4 thy thn , 5 
E(z’) dons ee ee ale +t 6 > Se 
h,=0 hyn=0 
konvergiere in der Umgebung des Nullpunktes z'’=0 und set nicht iden- 
tisch gleich Null. Dann gibt es zwei positive Konstanten c und y, 80 dap 
fiir k—o 
|E(z’)|~ ye cof. 


Il. 


1. Fiir das Folgende bezeichnet s eine feste komplexe Zahl, tiber 
deren Eigenschaften spiter verfiigt wird. Der Kérper der rationalen 
Funktionen von s mit rationalen Koeffizienten werde K(s), der Ring 
der Polynome in s mit ganzen rationalen Koeffizienten werde I[(s) 
genannt. 


Satz 2. Die Potenzreihe mit endlichen Koeffizienten aus K(s) 


2 =, v] h 

7 ") ° 

F(z)= >... 3 An,...ta 21 +++ on 
h,=0 hy,=0 


besitze ein Konvergenzgebiet und stelle keine algebraische Funktion dar. 
Zu jeder geniigend grofen natiirlichen Zahl p gibt es p-+-1 Polynome 


UW, (z), UW (z), ..., UW (z) 


vom Héchstgrad p mit Koeffizienten aus I(s), so daB in der Entwicklung 
der Funktion 


7 26 f l = = h, ha 
E,(z)= J U,(z) F(z) = DS... DD Bry...tg 1) +++ en 
i=0 


h,=0 hy=O 











352 K. Mahler. 





alle Koeffizienten By... »,, mit 


h the t+...thssp ” 


1 


verschwinden, E,(z) selbst aber nicht identisch Null ist°). 

Denn die Polynome YU, (z) besitzen zusammen (p + 1) "+2 K oeffizienten. 
Nach bekannten Sitzen iiber lineare Gleichungen lassen sich dieselben so 
in I(s) wahlen, daB von den Zahlen B,,..,, irgendwelche bis zur Héchst- 
zahl (p-+1)"**—1 verschwinden, ohne da8 alle Polynome Y,(z) und 
damit E, (z) selbst identisch verschwinden. Insbesondere lassen sich daher 
alle By, ...», mit 


k,+4,+..-t+4&, Sap * 


zum Verschwinden bringen, denn ihre Anzahl ist fiir groBes p 


1 n 
<(37"* ; 1) <(p+1)"**—-1. 


2. Fiir das Folgende bedeuten c,,c,,... konstante positive Zahlen, 
die von p und & nicht abhingen; y,,7,,... und k,,k,,... konstante 
positive Zahlen, die von & unabhangig sind, aber noch Funktionen von p 
sein kénnen. 


Satz 3. F(z) und E,(z) seien die Funktionen des vorigen Satzes. 
z bedeute einen festen Punkt in Ul. Dann gilt die Abschdtzung 


1+ 142 
l n 


n 
Pp y,e8 7 —?p r,e?. 
x Yoe "1% S| £,(2’) e 1°1 


’ 


lA 


Yo 


‘’= Q*2, »,>¢, fir p2g, keh. 


Denn, da £,(z)==0, so besteht nach Satz 1 eine asymptotische 
Gleichung 
3 8o=— . 
| E, (2’)| am r Yoe v Mer 
Nach Satz 2 ist offenbar y,>c, fiir p> c,; somit folgt die verlangte 
Ungleichung. 


3. Die Funktion F(z) geniige von nun ab einer Funktionalgleichung 
der Form 


°) Th. Skolem in der Arbeit: ,Einige Sitze iiber ganzzahlige Lésungen gewisser 
Gleichungen und Ungleichungen“, Math, AnnaJen 95, S. 1 benutzt ahnliche Hilfssitze 
bei der Untersuchung diophantischer Gleichungen. — Es sei bemerkt, daB Satz 2 fiir 
algebraische Funktionen seine Giiltigkeit einbiibt. 
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m 
> a,(z) F(z)’ 
F(Q22z) =——__—_ : 
> by (z) F(z)! 
i=0 
wo die Funktionen 
a,(z), 5,(2) 


Polynome in den z mit endlichen Koeffizienten aus I(s) sind und 


lim<oa, 


+ 


angenommen wird. Ohne Einschrankung werden ferner die beiden Poly- 
nome in den z und in F(z): 


m m 
>a, (2) F(z)’, » b, (z) F(z)' 
l=0 i=0 


als teilerfremd hierin angenommen. Beide seien nicht identisch Null und 
mindestens eines vom genauen Grad m in der Funktion F(z). 


Aus der Funktionalgleichung ergibt sich die Fortsetzbarkeit von F(z) 
in das Innere von Ul. Aus ihr lassen sich ferner die folgenden Approxi- 
mationen herleiten. 


4. Um diese Entwicklungen méglichst einfach zu gestalten, benutzen 
wir an Stelle der einen Funktion F(z) zwei hypothetische Funktionen 


f(z), g(2), 


die den Funktionalgleichungen 


f(Q2) = Sa,(z) f(z)'g(z)"~', 
i=0 


g (2Qz) == b, (z) f(z)‘ g(2)”™ " 


in homogener Gestalt geniigen. Ob es zwei solche Funktionen analytischen 
Charakters gibt, sei dahingestellt und ist auch fiir die folgenden algebraischen 
Betrachtungen unwesentlich. Es sei F(z) = pe angenommen. 

Nach den vorigen Funktionalgleichungen lassen sich f(Q*z) und 


g(Q*z) durch f(z) und g(z) ausdriicken. Offenbar erhalt man 


m* 
f(Q*z) = &ai" (2) f(z)'g(z)™~', 


mk k 
g(Q*2) = 5 b}” (2) ¢(2)'g (2)™—', 
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a Ta :; : 
wobei a,"’(z) und 6,"’(z) wieder Polynome mit Koeffizienten aus J(s) 
sind. Um fiir diese Polynome Majoranten anzugeben, sei zur Abkiirzung 


gesetzt. Wenn die eckige Klammer das gréBte Ganze bedeutet, ist 
~ k ~ le, oF) - 
y (Q"2) E€ F(z)?” fir k>0. 
Es existieren drei natiirliche Zahlen M,, M,, M,, so da’ 
M. 
a,(z), b,(z)€ = (1+ 8) & (2) 
und daher in leichtverstandlicher Bezeichnung 
Q2) Q M, 1 ,\Ah > \ Mss hy .™ 
t | z), g(82z) <€ 2 ( 1 g) ay (Zz f(z) + 9(z)} 
ist. Allgemeiner gelten die Formeln 
f(Q*z), g(Q*z) 


wie man durch Schlu8 von k auf k +1 zeigt. Dabei bedeutet 


k-—1 
m,=1+m-+...+m 
Jetzt ist 
- ou k-1 fe, (o*-1+mok—-2 +...+m*-)) 
% (Q*-*2) %(Q*- 72)" ... %(z)™ € H(z)?! . 


Ferner besteht wegen der Annahme m < o, die Ungleichung 
M,(c, (o*-* + mo*-* +... + m*-1)] <[e, oF). 


Man gelangt also zu folgenden Majoranten: 





k k 1 ‘ ae Sy ay ee k 
f(Q*z), g(Q*z) <> Mi" (1 + 8) ™*™- F(z)! {F(z) +9(z)}” . 
Wegen 
mé 
> a; (z) F(z)! re 
F(Q*z) — = pratied f(2"z) 
Pe mk ; gq Q*z) 
> bf (z) F(z)! 
i=x0 


sind damit auch fiir Zahler und Nenner von F(Q*z) Majoranten bestimmt. 


e - 7 k , . : 
5. Auch fiir £,(2°z) als Funktion von F(z) lassen sich Majoranten 


angeben. Sei zur Abkiirzung 


k . k 

hel as (k) 2) P . Q* = (k) l 

€, (z) =| Sb, (z) F(z)’) EB, (2°2) = SB!" (z) F(z). 
‘7=0 i=0 











1 \M k-1 2 k-1) Mg > mk 
< - M;"*(1+- 8)" *™*{% (Q*~*2) F(Q*~*2)"... F(z)™ ¥" fF(z) +-g(z)}" , 
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Die Funktionen %,“)(z) sind Polynome in den z mit Koeffizienten aus 
I(s). Mit zwei allein von p abhangigen natiirlichen Zahlen M,, M, ist 


Y,(z) <M, (1-4 8)2 % (z)”, Y, (Q*z) —M, (1-4 8) 2% (z)? eer, 
































Folglich wird 
¢ (e M, ~ ple, e*) 
©, (z) & My, (1+ 8) 2 F(z)" "2" 
M okj k 
pm (] | gs)? 2 % (2)? “o% {1+ F(z)?" 
oder endlich 
p 


-) M + ok k 
E* (2) < + MP™(1- g) Ms PM %(z)P eet! fy | F(z)}?™ 
) 


6. Da nach friither die beiden Formen in uw und v 


m 

7 l 
P(uv|z) = Sa,(z)u'v™~', 

0 

m ’ 
Q(uv|z)= S b,(z)u v™ 


0 
keinen gemeinsamen Teiler besitzen, der « oder v enthialt, so ist ihre Re- 
sultante in bezug auf diese Verinderliche gewif nicht identisch Null und 
also gleich einem Polynom in den z: 
A(z). 
In jedem Punkt, wo 4(z) verschwindet, haben die beiden Formen 
P(uv|z), Q(uviz) 
einen Linearfaktor Uu+-Vv mit zwei von z abhiangigen Konstanten U 
und V gemein. 
Die Punkte, in denen eine der Gleichungen 
A(Q*z) =0 (b= 0,1, 2,...) 
erfiillt ist, seien singular, alle anderen regular genannt; u bedeute die 
Menge der reguliren Punkte in WU. 
7. Die zwei Transformationen 


r 
l I 
“= SAuv’ , 
0 


r 
v’ as >» B,u'v" l 
0 
und 


& 

l —l 

eo SE oe” ,” 
0 


8 
y” = D Buy’?! 
U 


23* 
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mégen, nacheinander angewandt, die Transformation 


re 
” 7 t_re—l 
u SA, ui v , 
0 


ra i 
re 
v= SB,u'v 
ergeben. 
Bei der ersten Transformation gehéren zu den Werten 


andere nur dann, wenn die Resultante der Formen 


r r 

’ tori 7 Pd 
eat? '; 2 Bue 
0 


gleich Null ist. 
Ebenso gehéren bei der zweiten Transformation zu 


in jedem Fall die Lésungen 
u’ = v’ == (), 
andere nur dann, wenn die Resultante der Formen 
~ 1 i ~ 1 I 
8-— s— 
zie", » B,u''v’ 
0 0 
verschwindet. 


Somit besitzen in der zusammengesetzten Transformation die Werte 
u” v” — 
auGer der trivialen Lésung 
E=mg =) 
eine weitere Lésung dann und nur dann, wenn entweder die Resultante 
der ersten oder die der zweiten Transformation oder beide verschwinden. 
Dies Ergebnis werde auf die Resultante der beiden Formen 


k 
, k_ 
P(wo|z) = Sa” (z)u'v™ . 


k 
. - a. 
Q® (uv|z) = 3b (z) u'o™ l 


0 
angewandt. Nach 4. entsteht die Transformation 


u” = P™ (ud|z), 


v” = Q™ (uv|z) 











ee 


ee 





di 


W 
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durch Zusammensetzung der beiden Transformationen 
u” — P& “) (u’ v’| Qz), 
py” ax Q* (u’v’ | Qz) 
und 
u’ = P™ (uviz), 


1)/ ' 
vo’ =Q™ (uv|z). 


Also folgt durch SchluB von k auf k+ 1, daB die Resultante der beiden 
Formen 
. " 
P™(u,v{z), Q(u, v|2z) 
allein die Faktoren 
—1 
4(z), 4(Qz), ..., 4(Q*-*z) 
zulaBt, und daraus weiter: 
Satz 4. In mindest einem (tatsdchlich in unendlich vielen) der Briiche 
mk 
BB a\* (z) F(z y! 
F(Q*2) a 
mk 
P b|* (2) F(z)! 
0 
verschwinden nur dann gleichzeitig Zahler und Nenner fiir einen geeig- 
neten Wert von F(z) oder tritt nur dann gleichzeitig Graderniedrigung 
in F(z) ein, wenn z ein singuldrer Punkt ist. Ist z ein reguldrer Punkt, 
so ist fiir jedes natiirliche k mindestens eines der Polynome 
k 
m 
1, tk) rl pk rl 
a (s)U', Sb" (z)U 
0 0 
immer von Null verschieden und auch mindestens eines genau vom 
Grad m in U. 

8. Der Punkt z liege von jetzt ab in u. Ferner sei der Funktions- 
wert F(z) endlich. Da die Komponenten von z’ = Q*z gegen Null streben, 
so ist von einem k ab gewiB F(Q*z) beschrinkt. In der Gleichung 

m* 
> a{* (z) F(z)! 
F(Q*z)=- — 


a = 


Tv’ 2n(h) = , l 
< >, (z) F(z) 


ist aber Zahler und Nenner der rechten Seite nicht gleichzeitig Null, folg- 
lich der Nenner 


(k) m* (k) l 
Gn" (z) = DS by" (z) F(z) 
Vv 
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endlich und von Null verschieden. Da z_, F(z), s endliche Konstante sina, 


a 


so ist nach den Majoranten in 4.: 
0<|@"(z)|\<e%*! fir k>k, 
und nach der Ungleichung in 3.: 
— (cap—y.p * Jet es 
0<|G"(z)isy,e°*" ” " tf éob, 


9 
oder fiir p > . 
: 


~~ 
(k 2 e1 - 
0 G,'(z)|\<e fir k=>k, 
Damit ist bewiesen: 
Satz 5. Die Funktion 
k 
pm 
~(k ~ (k) - . +) Z 
&," (z) = (q@ (z))” By (Q*z) = 5B} (z) F(z)’ 
i=0 
mit der Majorante 
, k-1 
= (i M ' M,+pM,m of k . 
GE,” (z) << 53 My" (1. 8) PF] (2) {1 + F(z)}?™, m= Sm 
- 0 
befriedigt in dem festen Punkt z in u die Ungleichung 
1 
(bk) ¥ p *s . oh ~ “ 
- = (HD Yq y. > - . 
0<|G"(z)|<e : %7% fir por, kobk,. 


IIL. 


1. Folgende Annahmen seien gemacht: 

a) Die Koeffizienten A,» liegen im gleichen endlichen algebraischen 
Zahlkérper. 

b) Die Koeffizienten der Polynome a,(z), 5,(z) sind algebraisch. 

c) Die Komponenten des Punktes z in u sind algebraisch. 

d) Der Funktionswert F(z) ist algebraisch und endlich. 


Indem man zu einem geeigneten Oberkérper iibergeht, laBt sich 
eine gebrochene algebraische Zahl s vom Grad » bestimmen, so daB die 
Ay,...r, in K(s8), die Koeffizienten der Polynome a,(z), b,(z) in I(s) 
hegen, ferner 


¥ , 
z,= Sd_.s", F(z)= de 
r=1 7=1 


wird, wo die d_, d, ganze rationale Zahlen absolut héchstens gleich der 
natiirlichen Zahl d sind. 








ee 


ee 














Infolgedessen ist 


ol 
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F(z)<€d(1+s)’, 


(z) <€(2d)"-(1+8)”", 


1+ F(z) €(2d)-(1+8)’, 


(2) Ms pm (agyralretltom (y 4. g)Met aatamateralegetl orm 


Dabei bedeutet 


daB sich Q in der Form 


q@ 


P 


= 5) 4,8", q, 


0 


<q, 


darstellen laBt, wo die g, ganze rationale Zahlen sind. 


Es ist folglich 


k) ot 
©, (z) | eres 


und erst recht 


Eg <é C,opor ‘, f. 
p z2)<qe” za; 


le. Po 


(1+ e8)'* * 


‘] fiir k> k, 


k ” - 
_ le * 
P=(c,,po,) fir k>k,. 
™=0 
2. In dem Ausdruck 
P 
(F TH’ o ‘2 —_ » | 
c= DC.8' +0, C= max (|C_]), 
t=0 rz, .. 5 P 
seien die C, ganze rationale Zahlen und es seien , 
3) eee 
die zu s Konjugierten. Die Zahl 
5.7 vo. 
E—€-]] 2 Or 80 5 
on (Se 


ist offenbar rational und von 


Null verschieden. Bedeutet S den Nenner 


von 8s, so besteht die Ungleichung 


Pp ens P 
|Gj>a-"-0-. fT ( Se 


mit emer Konstanten c 


12? 


o=l r=0 


1); > gen? Qe 


die allein von s abhangt°). 


*) Diese Abschiitzung ist eine triviale Verallgemeinerung der bekannten Un- 
gleichung von Liouville fiir algebraische Zahlen: ,Sur les classes trés-étendues de 
quantités dont la valeur n’est ni algébrique, ni méme réductible 4 des irrationnelles 


algébriques.“ Journ. de math. (1) 16, 133. 
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Die letzte Ungleichung auf 


P 
k 
0 + E" (z)< e°0Pes ys . Pans (c,, pe] 


u 


angewandt, ergibt die Ungleichung 
c of ~ 
|EP(z)|>e°"" fir k>k,. 


Andererseits ist aber 


|g " ~¢p* of fii 
* (z)|<e ir pac,, k=>k,, 
so da8 man fiir 


P=c.,, pS|—), kek 


zu einem Widerspruch gelangt. 


Man gelangt also zu der Alternative, daB entweder F(z) gleich einer 
transzendenten Zahl oder unendlich groB ist. Der zweite Teil dieser Alter- 
native ist aber ausgeschlossen. 

Denn offenbar geniigt 2*z den gleichen Bedingungen wie z selbst. 
Fiir geniigend groBes k ist aber F(Q*z) endlich und folglich gleich einer 
transzendenten Zahl. Bedeutet 34 einen veranderlichen Punkt, so besteht 
die Identitat 

oe 
S{aj” (3) — bf” (3) F(Q*3)} F(3)' =0. 
Uv 
Nach friiher verschwinden die beiden Zahlen 
a™ (2), b® (z) 
m m 
nicht gleichzeitig; sie haben einen algebraischen Wert. Daher ist 


a”, (z) b”) (z) F(Q*z) +0 


m 


und die Funktion 
a (3) — at t(3) F(Q*3) 


auch noch in einer i kleinen Umgebung von z von Null ver- 
schieden. Nach bekannten Sitzen iiber die Lésungen algebraischer Glei- 
chungen ist daher die Funktion F'(3) in dieser Umgebung beschrankt und 
speziell ist F(z) endlich. Die besondere Annahme der Endlichkeit von 
F(z) ist somit iiberfliissig. 

Damit hat man folgenden Satz bewiesen: 


Satz 6. Wenn die Koeffizienten Aj, », in einem endlichen algebraischen 
Zahlkorper liegen, wenn die Koeffizienten der Polynome a,(z), b,(z) alge- 
braisch sind und wenn z ein Punkt in u mit algebraischen Komponenten 
ist, so stellt F(z) eine endliche und transzendente Zahl dar. 
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Im Falle m=1 gelingt es leicht, genauere Eigenschaften dieser 
Zahl zu beweisen, z. B. daB sie nicht gleich einer Liouvilleschen Tran- 
szendenten ist. 

3. Der vorige Transzendenzsatz betrifft nur die Punkte im Innern 
von u. AuBerhalb dieser Punktmenge besteht auch kein allgemeiner Satz. 

Wenn erstens z auBerhalb von 


R(A) <0 


liegt, so braucht die Funktion F(z) nicht zu existieren, denn es gibt ein- 
fache Beispiele, die den Rand dieser Punktmenge zur natiirlichen Grenze 
haben. 

Wenn zweitens zwar 


R(A)< 0 


ist, aber mindestens eine der Komponenten von z verschwindet, so hat 
F(z) einen algebraischen Wert. Denn es existiert eine natiirliche Zahl k, 
so daB alle Komponenten von 2*z gleich Null sind. Also ist 


~ 
F(Q z)= ee 


und folglich F(z) als Wurzel einer algebraischen Gleichung mit algebraischen 
Koeffizienten selbst algebraisch. 

Wenn endlich drittens z ein singularer Punkt im Innern von UW ist, 
so scheint es schwierig, eine allgemeine Aussage zu machen. In folgendem 
Fall gelingt dies aber: 

Im Punkte z, der also in Ul und nicht in yw liegt, sei mindestens 
eines der Polynome a,(z), 6,(z) von Null verschieden. Ferner gelte die 
Identitat 

@, (2): @,(z):...2@,, (2) = by (z): b, (z):...: 6, (2), 


so daB die Polynome in u 


m m 
a a,(z)u', 5b, (2) u! 
i=@ l=0 


alle Wurzeln und nicht nur eine gemein haben. In diesem Fall ist F(z) 
gleich einer algebraischen Zahl. Denn da 4 (z) nicht identisch verschwindet, 
so gibt es eine natiirliche Zahl k, so daB 


4 (Q*z) +0 (K =k, &+-1,...) 


ist; nach Satz 6 ist daher F(Q*z) transzendent. Wenn jetzt aber F(z) 
nicht den Gleichungen 


~ ' 1 Me nt 
>» a, (2) F(z) >) b,(z) F(z)’ =90 
l=0 0 
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geniigte, so ware der Quotient I 
. m 

> a, (z) F(z)! ¢ 
F(Qz) = 


> b, (z) F(z)’ 
0 


und damit auch F(Q*z) algebraisch, was falsch ist. 
Der letzte Spezialfall tritt stets ein, wenn m =1 ist und mindestens 
eines der Polynome 
@,(z), @, (z), b,(z), 6, (2 


1 1 


im singularen Punkt z nicht verschwindet. Wenn endlich auch noch n=1 
ist, so wird auch die letzte Einschrankung iiberfliissig und also, falls z +0 
eine algebraische Zahl im Einheitskreis bedeutet, 


F(z) transzendent, wenn z regular, 


F(z) algebraisch, wenn z singular 
ist. 


IV. 
1. Aus Satz 6 laBt sich fiir beliebig viele Funktionen die Transzen- 
denz unmittelbar folgern. Sei z. B. jeder Koeffizient in der im Kérper der 
rationalen Zahlen irreduziblen Gleichung 


m ; n-—1 ' 
Qo +¢,0 foo TE 0 


— n 


auBer dem der Potenz go” nichtpositiv und ganz rational. Die positive 
Wurzel 0, der Gleichung sei gréBer als der absolute Betrag der anderen 
Wurzeln. Wenn dann durch 


a,=4, oa a 1; a Cc, a 


3 n n+h 1 n+h 
eine rekurrierende Reihe definiert wird, so geniigt die Funktion 
2 a a ap 
F(z) $1 gMgMes sf m= 
h=1 


den Anforderungen des Satzes 6. Denn mit 


C, :e...<8 8 
Cy it ee 
g2 ; 
—c, ,90 01 
C., ree 


besteht die Funktionalgleichung 
F(Q22z) = F(z) — 
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Ferner ist F(z) gewiB transzendent, ja sogar nicht iiber den Rand des 
Gebietes , 


R (log z, + oe, log z, + ...+ o?-1 log z,) << 0 


fortsetzbar. Wenn also der Punkt z im Innern dieses Gebietes nicht ver- 
schwindende algebraische Komponenten besitzt, so stellt F(z) eine tran- 
szendente Zahl dar. 

Als ein weiteres und noch einfacheres Beispiel sei das Produkt 


F, (z) I (1 —2*") 
0 


erwihnt. Wahrend diese Funktion transzendent ist, stellt die ganz ahn- 
liche Formel 


x - 1 
F, (z) T( ts?) = —— 


eine algebraische Funktion dar. Wenn z+ 0 eine algebraische Zahl im 
Innern des Einheitskreises ist, so stellt also die erste Reihe eine transzen- 
dente, die zweite eine algebraische Zahl dar. 
2. Es soll zum Schlu8 gezeigt werden, daB sich auch die Reihe 
x 
S{[ho)z", 
h=1 
wo die eckige Klammer das gréBte Ganze bedeutet und @ eine quadra- 
tische Irrationalitét ist, dem Satz 6 unterwirft. 
Sei eine positive Irrationalzah! und 


@ [h,o@) I h 
= , 
F,, (2, zy » >» Z'2q'. 
:=1 h,=1 


Sind h,,h, zwei natiirliche Zahlen, so ist entweder 


l 
loh,<wh, oder 12h, < —h,. 
Daher besteht die Identitat 
+ ( = ae 29 — 
F,, (2, Zq) F, (22, ) (1 z,)(l1—z,)° 


o 


Wenn ferner a eine natiirliche Zahl bedeutet, so hat man 


x ah, [hy «) 

7 hy v ds a a hy 

P, (21%) = >) 421 > 2 + (2, 2, ) , 2a" 
hy=1 h,=1 h,=1 


ah,+1 


xz 
y h, 79 *9 | a 
hee or! + FF, (2, 2g 2) 





hy=t 
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und also 


2. gat 
Z, 2 “13 a \ 
F.. ., (2,2) i —— + PF, (2,2, 25) 
(1 1) 2) (l—z,) (1 2,2, 


gti. 
’ 1 "3 7 a 
> 2 as a” » ~ 
PF, (22 FP’, (2, 2g, 2,) 
l z re Zz 
ata 1 
Jetzt besitze w den Kettenbruch 
l 1 1 l 1 l 
a) t PF” cece @ , @ » Me a, » > of 
a, a, a, a,-+ @, 1 Ag+ W, . a, + @, 


w sei also ein echter Bruch. Mit den Naherungsnennern und -zahlern 
Pp 1 U, Po l , P; - a; Pu +1 _ a, +1 Pu Pu 1? 
Qs=1, %M=9, G1, Iyer = Sera Ge U1 


besteht die Funktionalgleichung 


v—1 Puri t Pu oWm+it We 

F » 2 45’ 1 1 oe 

wo \“1 “2 — 1 — zPm +i 2% +r) (] — 2 Pee 
1=0 1 “s 


Fiir » oo folgt hieraus 


4 2Pu Pua Qurit Ue 
F (z,2,.)= > 1)“ eS aes 
e as — l gPmé+i gr) (] oPu aU) 
u=0 “1 “a } 


und fiir z, 1 ergibt sich die ,,Lambertsche* Reihe ”) 


= =z 
; oPusit Pe 
F(z, 1 > thale oe 2 (1) eee 
3 i= pm 1—2Pe*1) (1 — 2?) 


Den letzten Formeln entnimmt man die Existenz von F. (z,z,) im 


Innern der Punktmenge 
Ri (log z, + wlogz,) << 0. 


a 


Offenbar ist F,(z,z,) keine algebraische Funktion in den beiden Verander- 
lichen, denn bekanntlich ist sogar F(z,1) nicht iiber den Einheitskreis 


fortsetzbar. Zur Abkiirzung bedeute u die Punktmenge 
R (log z,-+ mwlogz,)<0; 2,2,%0; 2f*zf*+1 fir «»—0,1,2,.... 


) Wegen dieser Entwicklungen vergleiche: Hardy-Littlewood, The analytic cha- 
racter of the sum of a Dirichlet’s series considered by Hecke, Hamb. Abh. 3 57, s0- 
wie die spater genannte Arbeit von Béhmer. 
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3. Der Kettenbruch von m werde nunmehr rein periodisch ange- 
nommen : 
Q=> WM,» 
so daB wm eine quadratische I[rrationalzahl ist. Es besteht die Gleichung 
on BO S-1% | 
Pry + Pry—-1@ 
Zu der Matrix 
D " 
a e q, 
P,_1 q, 1 
gehért die charakteristische Gleichung 


®(o) =(p,—e) (¢,_1 —0) — P,_194, =9 


mit den Wurzeln 
O,=—PTP,1%, Og —9,-1— P,-1%; 0, > | Qa|- 


Die Gleichung ist im Kdérper der rationalen Zahlen irreduzibel und 
ihre Wurzeln geniigen den friiheren Forderungen. Wegen der Funktional- 
gleichung 


Puri t Pug Muri tu 
1 3 





v—1 
7 . z 
F, (2,%) = > (— 1)’ 
rm) (] 
wad \ 


Puri our - Pu aM 

2 Ze (1 2 25 ) 
, 

+ (—1)’F,, (22"2z", 2?”-2f”-") 


folgt also nach Satz 6: ,,Wenn der Punkt (z,,z,) mit algebraischen Kom- 
ponenten in u liegt, so ist die Zahl F(z,z,) transzendent.“ 

Bekanntlich besitzt aber jede reelle quadratische Irrationalzahl 
einen periodischen Kettenbruch; durch eine einfache Uberlegung folgt 
daher: 


»Bedeutet w eine positive quadratische Irrationalitat, so stellt die 
Funkiton 
s @ [oh,) . 
FY, (2%,%) = DS a '2s" 
h=1 h,=1 
in allen Punkten (z,,2,) mit algebraischen Komponenten in u eine tran- 
szendente Zahl dar. Die Reithe 
F,,(z,1) = S [hw] 2" 
h=1 
tst somit fiir algebraisches z mit 0 <|z|<1 gleich einer transzendenten 
Zahl.“ (Es handet sich sogar um nicht-Liouvillesche Zahlen.) 


Mit einem abgeinderten Verfahren la8t sich die Transzendenz auch 
noch beweisen, wenn w eine beliebige Irrationalzahl ist. 
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Man vergleiche zu diesem Abschnitt die Arbeit von P. E. Béhmer, 
Uber die Transzendenz gewisser dyadischer Briiche“. Math. Annalen 96. 
Dort wird gezeigt, daB die Zahlen 


F 7 (g = 2, 3, 4,...) 
@ g / g , 


Liouvillesch sind, wenn die Kettenbruchnenner a, nicht beschrankt sind. 


Krefeld, 5. Mai 1928. 


(Eingegangen am 25. 7. 1928.) 














Uber die Nullstellen der Abschnitte der 
hypergeometrischen Reihe. 
Von 


Kurt Mahler in Krefeld. 


In der folgenden Arbeit sollen asymptotische Formeln fiir die Null- 
stellen der Abschnitte 


a-B a(a+1)...(a+n—2)f8(f+1 (B+n—' 
Pilg) nh 4-28 4... ) 


) 
" a 1-2 ... (m—1) y(y4+1) (y +n—2) 


der hypergeometrischen Reihe 


f(z F(aByz) 14 SF, 4 Sie t Det 


~ 
_ 
bo 

~ 
—_ 


«a, B,y +0, 1, —2, 
a+ B—y+0, $1, 2, 


nach einem Verfahren hergeleitet werden, das ich bei der Untersuchung 
der Nullstellen der unvollstandigen Gammafunktionen benutzt habe®). Aus 
diesen asymptotischen Formeln folgt, daB fiir n—+co die Nullstellen der 
Abschnitte P,(z) sich dicht gegen jeden Punkt des Einheitskreises hiufen, 
wie es der Jentzschsche Satz verlangt. 

Der Beweis verlauft folgendermaBen : 

Die Funktion 

Q,, (2) = f(z) — P, (2) 


besitzt nach dem Cauchyschen Integralsatz die Darstellung 


. . td = 
Q,, (2) = # {i di}. 
G 


Wenn n geniigend gro8 ist, darf fiir den Integrationsweg © eine Kurve 
gewahit werden, die aus dem Unendlichen kommt, den Punkt 4=1 in 











K. Mahler. 
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negativer Richtung umkreist und wieder ins Unendliche lauft. Vermége 

der bekannten GauBschen Identitat 

Py) Fy-a-8) 

I'(y—a) I'(y — 8) 

4 FO) (@+b—7) oy. 
(a) I (p) 


f(z) = F(a, B,a+ 8 >? +-1, 1 Zz) 


z)’*-* P(y —a, y —B, y —a — B+1,1—2) 
ist damit gleichwertig 


ni ~«ST(a)T iB) 


Q, (2) = = I'(y) P(ae+B- 7) fa 3)? e p F(y—«, y- B, y—a— 
é 


Aus diesem Integral laBt sich durch Entwicklung des Ausdrucks 
F(y—a,y—8, y—a —B+1, 1—§) 
—— =i 
nach Potenzen von 1— 4 und Abbrechen beim k-ten Glied mit Restab- 
schaitzung eine asymptotische Formel fiir Q,(z), n—+0oo, herleiten, wenn z 
auf den Bereich €(e): 


, 1 , ~ ® ~ 
lzi<-, z—t|>2e fiir t2>1, e > 0 und konstant, 
: <= P 


beschrinkt wird. Im einfachsten Fall lautet sie 


, on 
(7) n*th-y . 


(1 
—oe {1-4 ai? 
Q,, (2) ia) I (Bp) 1 z\! ; O(5)): 


Jetzt geniigen die Nullstellen von P,(z) der Gleichung 


f(z) = Q, (z) 
und wenn die vorige Reihe und die bekannte Lagrangesche Umkehrformel 
benutzt werden, ergibt sich fiir die Nullstellen z im Innern von 9(e) eine 
asymptotische Reihe; die ersten Glieder sind 


eo wf{1  £t8- 


io 1 
n 


: log | 4 (a) F'(B) 


L- T(r) 


log? n 


+ w) f(w)|\ + 0 (=8,"). 





z log n +- 


Dabei bedeutet (e) den Bereich, der aus E(e) entsteht, wenn um jeder 
der endlich vielen Nuilstellen von f(z) hierin ein Kreis vom Radius « ent- 
fernt wird; w hingegen eine n-te EKinheitswurzel auf dem Bogen des Ein- 
heitskreises 

3e< |arcw| <a, o in 9(e). 


Der vorigen Formel entnimmt man alle Behauptungen. 


I. 


1. Sei € die z-Ebene mit einem Schnitt © lings der reellen Achse 
zwischen 1 und +o, &* dieselbe Ebene mit einem weiteren Schnitt S* 
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langs der reellen Achse zwischen co und 0. Die hypergeometrische 
Reihe 

; a-p a(e+1)-B(B+1)., , 

H\2 F(a, B, y, 2) ‘+75 *4 a, = | adie ae 


(a, B,y +0, —1, —2,... 


la8t sich ins Innere von € als regulire, eindeutige und nicht ganz-rationale 

Funktion fortsetzen; sie hat singulare Stellen héchstens in den Randpunkten 

z=1 undz=co. Am Schnitt © besitzt f(z) im allgemeinen einen Sprung. 
Als wesentliche Einschrankung sei 








‘ a+ Bp—y+0, +1, F2.,... 
} 
| angenommen; alsdann besteht die GauBsche Identitat? 
' I y I , a B 
f(z ; Fia,B,a+P—y+1,1—z 
| iz I'iy—a) '(y—B) I f / 
(iy) (a+ Bp-y) t . 
4 — - 1 — z)’ Fiy—«,y 1y—a@ } 1 —z) 
/ a) ] p / / p i pP l 
| Die Summanden auf der rechten Seite sind im Innern von &* eindeutig 
bestimmt, wenn noch 
lim (l—2z)’ "' l 
' z>0 
' : = ; 
angenommen wird und die Funktionen 
| F(a, B,¢ B—y-+1,1—2z F(y—a,y—B,y—a—pP+1,1—z 
, Pee ene =a 
aus dem Kreis |1 — z| <1 stetig in das Gebiet ©" fortgesetzt werden. 
' Es gibt eine natiirliche Zahl N, so daB 
, N 
F @,P,V¥,2 O z | 9 
P : N 
F(a, pB,e+B—y+1,1-—2z O(\z 
F(y Y B+1,1—2)=O(|2|* 
y a.) ry. o a Pp - z Z 
. . . ~ 
gleichmaBig fiir groBe |z| im Innern von €° ist 
2. Der (n —1)-te Abschnitt von f(z 
‘ 
P (z a-B a(a+l (at+n—2) B(p+1) (B+ 2) on 1 
i. ] ~ . ] 9) n | 4 ( 1) y n 9 & 


ist als Polynom im Innern von € regular. Durch die Gleichung 
> la > ti» 
i 2) 1 @,, (2 i - 
wird in € eine weitere eindeutige regulire Funktion Q,(z) definiert, die 
Siehe z. B. GauB, Determinatio seriei nostrae per aequationem differentialem 


secundi ordinis. Ges. Werke III, 8. 207f. 
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im Innern des Einheitskreises mit dem (nm —1)-ten Rest von f(z) m- 
sammenfallt. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ist 


bs ae f (3) 
Q,, (2) = Qui J (g—2z) 4" dj, 
é 


wobei iiber einen Kreis C: 


|z|< |4| = konst. <1 


in positiver Richtung integriert wird. 

Sei n > N; alsdann darf der Integrationsweg ins Unendliche gezogen 
werden. Als neue Integrationskurve werde 

€=€,+€,+6, 

gewahit; dabei ist 

€, die untere Seite des Schnittes G von +o bis i+e, 

€, der Kreis |1—z|—e in der Richtung von der Unterseite des 
Schnittes © zur oberen, 

€, die obere Seite des Schnittes G von 1+ e bis +o zuriick, 
und e bedeutet eine beliebig kleine Zahl des Intervalls (0, 1). 


Die Formel 
2 


a f(a) 
(2) am | Genera 
¢ 


gilt zunachst im Kreis |z|<1; da das Integral auch auBerhalb von € 
regular ist, so stellt es auch hier noch die Funktion Q(z) dar. 
Vermége der GauBschen Identitat zerspaltet sich Q(z) in die Summe 





Pe {Tin Ty--« B) [ Fash. a+8B—y+ 1, 1—4) 
Q. (2) = a55 \T(—e) TG B) (§—2) 3” a4 








I (7) T(e+8—y7) __ ,\r-a-6 F(y—@, y—B, y-—@—B+1, 1-3) 1.) 
+ Ta) TB) fa 3) (3-2) 3" ih 
Das erste Integral der rechten Seite verschwindet aber, da der Integrand 
im Innern von © regular ist. Also erhalt man 











_ 2" I(y)T(e+B—y) y—a—p F(y—a,y—B,y—a—-B+1,1— 8) 5 
Q,(2)= 2a (a) (B) ( 6) ca (4—2z) 3” ~ a}. 
© 


3. z werde auf den Bereich €(e): 
je|<*;  |z—t)D2e fir #21 


beschrinkt; mit abnehmendem « strebt E(«) gegen €. 
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Lauft 4 auf ©, oder ©,, so ist gleichmaSig in z und 4 fiir n+ co 


) diated F(y —a,y—B, y—«@ ¥ B+1,1~8) = O(4-*); 
(@—2)a° 
N 
fr =O((1+e)"), 


also gleichmaBig in z 
f+] Ke gyre eT hts P+1, 1-8) gs O((1+2)-"). 


G &, 


Ebenso erhalt man fiir n — co 


wenn » irgendeine endliche Konstante ist. 
Im Innern des Kreises |1-— 4|<e ist gleichmaBig in z und 4 


F(y—«, y—B, y—a@—B+1,1—3)= 3 4(1—4)', 
i=0 


A, = 


o= 





1 A, = (y—a)(y—8B) A, 7 ~—<ens—a4 1)(y —B)(y —B+1) 


1-(y—a—B+1)’ 1-2 (y—a—B+1) (7 a B+ "°°? 


und nach Multiplikation der beiden Funktionen 


F(y—«, y-B,y—a@—B+1,1-3) 1 © 
a ioe SE Ke: 


i 
\ —I 
a,(z)= 5 A,(1— z)" 
h=0 


Die natiirliche Zahl k geniige der Ungleichung 
K=R(k+y—a—f+1)>0. 
Die vorige Gleichung werde beim k-ten Glied abgebrochen, so daB gleich- 
maBig in z und 4 
F(y—a,y—B,y—a@—B+1,1-3)_ 1 —f* eee FP 
woepa mrs Eatathsseedlt wis << {2 1—3)'+, (4, zh; 
®, (4,2) =O(|1—4]") 
ry. in beiden Verinderlichen regular wird. Im Integral 


1 —2)7~2-? 
3 = [ 0, (5, 2) 2-9 — dg 


oe 
G, 
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darf daher der Integrationsweg in 4—1 hineingezogen werden. Folglich 
ist gleichmaBig in z 
l+e x 2 
_ am 
g=0(f Sas O jaa + 3) "d3). 
1 


Nun ist 


fa" ‘(1+ 4) "d3 n-* la ‘(1+ $ di, 


konvergiert, auch gleichmaBig in z 
¥=O(n-= 


4. Zusammen mit der Integralformel fiir die Gammafunktion *) 


1 ((1-s)”,. F(a—r-1) 
zi | = di, = Tin) Tice) fir R(n —y—1)>0 
c 


ergeben die letzten Abschitzungen gleichmaBig in z fiir n — co: 


r(y) I (a+B—-y) 2* f,, -n 
Q, (2) = “Fray Taz PM +) 


k-1 


s 3 fies a+ y—l 1) , 7 ey ' a 
ay %(2)| Tin) TletBay ad O((1 +e) ] O(n TE 


K=R(k+y—eae—f+1). 
Und dies vereinfacht sich zu dem Ergebnis 


k-1 


Q ee I'(y) s* Jy, ° r(in+a+fB—y—l—1)I'(a+8 
n \* (a) T(B) 1 BE a I'(n) (a+ p—y-—l) 


O(n~**t7 «+1 . 


gleichmaBig in z fiir n — oo. 
Es ist klar, daB diese Formel bestehen bleibt, wenn man die Annahme 
iiber & fallen laBt. Speziell mit k —1 ist also 


Q,,(2 I'(y) at+p—-y-1_*"_ fy O| }. 


Tara” Te TPG 


*) Siehe: N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion, Kap. 10. 
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Die asymptotische Formel fiir Q(z) kann auf den Fall ausgedehnt werden, 
daB « + 8 — y eine ganze rationale Zahl ist. Z.B. ist fiir f(z) - log = : 


a 1 f 1 
Q. (*) = 73° a-1\! - BHAT 
~ _(b=1 3 
(n—2)(n—8)...(n—k)(1—z)*-? ‘_° 


If. 


5. Die friiher definierte Zahl ¢ sei so klein, daB der ganze Teilbogen 
Se larez|<ia 

des Einheitskreises in €(e) liegt. Da f(z) in €(e) regular ist, so hat 

diese Funktion dort nur endlich viele Nullstellen. Um jede derselben herun: 


werde ein Kreis vom Radius « entfernt; der Restbereich sei )(¢) genannt. 
Dann existieren zwei positive Konstanten A und B, so dab 


Asif(z)|<B 


gleichmaBig im Innern von 9(e) ist. 
Die Nullstellen von P,(z) geniigen der Gleichung 


P,(z) = f(z) — Q,(z) =0. 


GleichmaBig im Innern von §(e) ist aber 





; I'(y) tn FF 1\\ 
Qn (2) = raphy mth 7 (1+0(5)), 


so daB die Nullstellern durch 


(a) I'(B) _ y-a-p+1 ‘ sl 
a" a7~e~F / 
z — n (1 — (z 
I'(y) A z)f 


1+0 a} 


bestimmt sind. Hier darf auf beiden Seiten die n-te Wurzel gezogen 
werden. Wenn w eine beliebige n-te Einheitswurzel auf dem Bogen 


3e<larcm|<a, ow in O(e) 
des Einheitskreises bedeutet, so ergibt sich fiir groBes n gleichmaBig in w 


rI'(«e)I(B) 1. 
I'(y) : 


wn 


a+ \ | 7 
Z w{1— e-7 logn + — log w) f(w) |} +0 ("85"), 


DaB die Auflésung nach z tatsichlich erlaubt ist, folgt z. B. mit Hilfe 
der Lagrangeschen Umkehrformel*). Es sei bemerkt, daS man auch 
asymptotische Rethen fiir die Nullstellen herleiten kann, wenn man Ge- 
brauch macht von der friiheren unendlichen asymptotischen Reihe fiir Q(z). 

%) Siehe: Lagrange, (Euvres III, p. 25, sowie meine Arbeit). Dort ist die Umkehr- 
formel in einer Gestalt angegeben, die sich unmittelbar anwenden /aBt. 
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Die vorige Formel zeigt sofort, daB die Nullstellen von P,(z) fiir 
nm —+ co gegen jeden Punkt des Einheitskreises streben, wie es der Jentzsch- 
sche Satz verlangt*). Man erkennt, daB sie sich sogar gegen jeden Bogen 
des Einheitskreises in 9(¢) gleichmafig dicht haufen. 

6. Das benutzte Verfahren la8t sich in ahnlicher Form auch in anderen 
Fallen anwenden. So kénnen damit die Nullstellen der Abschnitte von 


= 
f(z) Sn! z 
n=( 
und ahnlichen divergenten Reihen asymptotisch bestimmt werden. Ebenso 
lassen sich die Nullstellen der Abschnitte der bestaindig konvergenten 
Potenzreihe von 
f(z eF 
bestimmen, wenn F(z) ein Polynom mit nichtnegativen Koeffizienten oder 
eine bestaindig konvergente Reihe der Form 


"(e Sas > > , 
F(z a, 2 a= 4,2a,])...>090 


ist ° 


Krefeld, 28. 7. 1928 


*) Siehe: R. Jentzsch, Untersuchungen zur Theorie der Folgen analytischer Funk- 
tionen, Acta math. 41, p. 219f 

5) Das gleiche Verfahren benutzte ich auch in der Arbeit ,Uber die Nullstellen 
der unvollstindigen Gammafunktionen“, die demnichst in den Rend. di Palermo er- 


scheint 


(Eingegangen am 28. 7. 1928.) 














On Poisson's Series of Trials. 
Von 
Echo D. Pepper in Bryn Mawr (Penn. U.S. A.). 


Let A,, A,,..., A, be a series of trials, each of which may result in 
the appearance or non-appearance of the same event. Denote the appea- 
rance of the event by 2H and the non-appearance by F; and suppose 
that the probability of HZ at the trial A, is p, and of F is g,, so that 
P, +4, =1. This is called Poisson’s series of trials. When p, = p, =... = p,, 
the series is called Bernoulli’s series. 

In the papers devoted to these series the question of probable values 
for the number of appearances of Z in the course of n trials has been 
considered, but the question of the inner structure of the series of probable 
results of these trials has remained almost untouched. 

In this paper we consider the following problem for the general case 
of Poisson’s series of trials: What is the probability that the number of 
consecutive appearances of E is less than k in the course of n trials? 

We find first an exact expression for this probability and then an 
asymptotic expression as n—+co for values of k in the most important 
part of the interval of possible values. 


§ 1. 

Let P, denote the probability that the number of consecutive appearances 
of Z in the first ¢ trials is less than k. Then obviously 
(1) P,=P,=...=P,_,=1, 
for the number of appearances of HZ cannot be greater than the number 
of trials. Consider now the first & trials. & consecutive appearances of EZ 
in this case is equivalent to the appearance of Z at each of the trials 
considered. The probability in this case is equal to p,-p,...p,, and 
consequently 
(2) P, = 1— py: Dg --- Dy: 

We pass now to the calculation of P, for any «>. Consider the 
possible results of the first ¢-+-1 trials. If in the first ¢ trials the number 
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of consecutive appearances of E were less than k, then there would be 
two possible results of the first ¢+ 1 trials: either (I) the number of 
consecutive appearances of E in the ¢-+1 trials remains less than k, 
or (IL) this number attains the value &. Thus the case that the number 
of consecutive appearances of F at ¢ trials is less than & is equivalent to 
the sum of the two incompatible cases (I) and (II), and consequently by 


the theorem of addition of probabilities 
3) P. = probability of (1 probability of (II 


The probability of (1) is equal to P,,,. In case (IL) we observe that 
the number of consecutive appearances of Z in the first ¢ trials is less 
than k, and in the first ¢-+ 1 trials is equal to &. Consequently in this 
case, the k consecutive appearances of E take place in the last k of the 
i 1 trials; viz. in the trials A, ,,.,, 4; ,.,3,---»4;,,- The event E 
could not take place at the trial A, ,,,, for otherwise we should have k 


consecutive appearances of E in the first ¢ trials, viz. at the trials 


A; 443» A;_xseq>--+» 4;- Now if there are no & consecutive appearances 
of £ in the trials A,, A,,..., A; _,, then there will be none in the trials 
A,, A,,..., A; for any k consecutive trials of these are either contained 


in the series A,, A,,..., A;_, and therefore cannot all result in #, or they 
contain the trial A; ,,, which leads to the non-appearance F, and hence 
cannot all lead to Z. Hence, case (II) is equivalent to the simultaneous 
existence of the following facts: a) each of the trials A; ,,4, A;_,.95-++» Ajs, 
results in H, b) the trial A; ,,, results in F, c) there are no k conse- 
cutive appearances of £ in the trials A,, A,,..., A;_,.- 
are independent, the probability of (I1) is equal to the product of the 
probabilities of a), b),c). The probability of a) is p; ,.9°P;_x.3-:+ Pisa, 


Since cases a), b), c) 


of b) is g;_,,, and of c) is P, ,. Thus the probability of (II) is equal to 
P. we Wi k+1 Pj n+2 Pj Kia ¢°* Pyaa- 
By (3) 
: Po = Pigs + Pein Gnas Pi-nsa Pinas *** Pist- 


§ 2. 


© 


Applying formula (4) to the cases i= k,k+-1,...,2k—1 we have, 
from (1) and (2), 


PR = 1 GoP, Pe--- Pre % = 1) 
Faas P, 9; Po Ps +++ Peas 
\o Pig = Ps 92 Ps Pi +++ Pers 


Vk Pasa Pera ss 





Pax: 


Sur 


(6) 


We 


In 


1- 


ar 


in 
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Summing the first two, three, and so on of formulas (5) we have 


P, y= 1 — QoPiP2- ++ Py — Vs Pa Ps += Press 
6) Pesce = 1 — Wo Pr Pa---Pe— Us Po Ps ++ Pasa — Go Ps Pa >> Pre 
Py, = 1 — Go Py Po -+» Py —N Pa Ps +++ Pasa +++ ~U Para Pesos 
We have 
Teas 1 — Gy P, Pa --- Py) (1 — 9; Ps Dg -*+ Pyas) 
Yo Py Pa ++ Pei Pa Ps +++ Pars 
Paae Faas l Go P3 Ps +--+ Pere 
(Vo Py Po +++ Pet MU Po Ps +++ Pe) Va Ps Pa +++ Pye 


9, 91% Ps Po ++ Pads Po Ps +++ Pras 


In the same way we obtain 
P, +3 
1-9 Py Pa --» Py) (1 — Gy Py Py +++ Pass) (1 — Go Ps Py ++ Presa) (L— 9s Py Ps 
— 9.3 (90 Ps Pa ++ PQs Pa Ps +++ Press 
+ (do Ps Pe --+ Put % Pa Pa >> Purr) Ge Pe Pa -** Peas 


and finally 
6.1) JF 
95.[9% Ps Pa +++ Pus Pa Ps ++» Poss 


+ (Go Py Po +++ Pe+% Po Ps ++ Pear Tes: 
+ Gy_s PuPra +++ Pax—1) Ue Pass Pasa -*> Pax! 
in which 0, ., G,..4,..-,@ 


2, are positive numbers less than 1. 


§ 3. 


to obtain 


l=j-—k-1 
= > > | 
(4) P;_y P; + DX Pier Piva Pisa Prsnsr 


l=j—2 








1 — Gy Py Pe --- Py) (1 — 9, Pa Dg «++ Peas) (1 — Gq Dg Py --+ Pr 
(] Ge Da Pe --- Dy sa) Ge Pa Pa +++ Pads Po Pe +>> Pass 

Yo Ps Ps +++ Py + 91 Pz Ps +++ Pasa) Ua Pa Pa +++ Paso 
1 — Go Py Pa «+» Py) (1 — Gy Dz Pg «++ Pasa) (1 — Ge Dg Py «++ Pasa) 


Jo Pi Ps «+» Py + 91 Pa Ps +++ Pasa) Va Pa Ps +++ Peso) 


Qo Pi Pa «++ Py TU Pa Ps +++ Pasa 7 Uo Ps Ps +++ Pus) Up Pa Ps 


"ek 1— oP, Py ++» Py) (1-9, Pz Pg ++» Pera) (LO Pest Parse 


+ (Go Py Ps «++ Pi: +91 Po Ps +: Passa) Ua Ps Pa +++ Pues 





Po k* 


a) 


] 
}- 


+++ Peas) 


s+ Peas) 


Pax) 


Write formula (4) for i=7—k, j —k+1,...,7-—1! and add them 





= 
q eee 
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Putting in (7) ¢ instead of j and substituting the value thus obtained 
for P;_, in formula (4) we have 


P; P,(1 — Qy_ 442 Pe_nae ++ Paar 


l=i—k-1 
y | 
peop ttt Pisa s+ Prone Qi_n+1 Pi_nsa +++ Piss 
=i-2k } 
or 
’ > " > 
5 Pi,= P,(1 qj n+1 Pi reacts Pyay) 


O54. (Q;—ensa Pi_onse -++ Pinas +% nse Pi-onss *** Pinca t 
+ q; cP; ner ++ D; qi k+1 Pi k+o°** Pita 
in which 0 < 6/,, < 1. 
In (8) put ¢= 2k and substitute for P its expression given in (6.1). 
In a manner similar to that by which we obtained (6.1), we have 


P 


2k+1 


(1 — Qo DP, --- Py) (1 — Gy Pa +++ Pega) ++» 1 — Meas Parse +++ Ponsa) 


— 0,441 [90 Pr ++ Peds Pa - +> Pras 





\Jo Py «+> Py 1 9, Pa +++ Press Go Ps +++ Pere 


Jo Ps --+ Pe TU Pa +++ Pega TP -++ TUaia Pps Para) Ue Pras +++ Pax 
(93 Po ++ Pesa 1 Ue Ps --+ Prse see TQ Pysas++ Par) Moa Prse++ Pars 
Putting further i = 2k +1, 2k-+2,... in (8) we obtain expressions 
for P,,,4: Psp43>---, P,. Notice that each time, the expression in the 
square brackets takes on k new terms, so that we have finally 
\ ee . { 
9) 5. Yo Py - ++ Py) 9; Pa +++ Pear) ss I Gn—k Pa—nta+++ Pa 
i=n-2k 
G,) SS (G:Pisa ++ Piste HGi41 Pisa -+* Parnes 
i=—k+1 
Vi+k 1 Pisks++ Pires 1) Vi+k Pisnsi: ++ Pisax|> 
in which p, is to be put equal to zero for 1< 0. 


I 


9 


. -l1 2 
By applying the formula ab < 5a b* to each term of the product 


under the summation sign in (9), we get 


(9; Pisa -++ Pisce T Vier Pisa ++ Pisnsa 1 ++ 7 Vigna Pisce +++ Pisan—a) Vine Pines -*+ Piss 
2 I 2 


1 
< 5 \9i Pita +++ Pir) 1 5 (G+ Pisa +++ Pisnsa 


» 


k 2 
9 (Gi+n—1 Pian +> Pisan—s T 5 (Gi+k Piresi s+: Pitan) - 


t=n-2 7 
. ’ ‘ur . we / . \2 | 
(10) > Sk (QP, «++ P TAGs Py +++ Peas) T 
i=—k+1 Py 


TA, i Pu—eea +++ Pa) |. 
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By (9) and (10) 
(11) P,=(1—o Py --- Py)(1— @y Be +++ Pega) +++ (L—Qu_u Puna :++ Pn) 


— Db [(G0 Ps +++ Px)” +(Gs Poo Pasa) F -* + Qn—aPn—nsa Pr) ] 
in which 0< 0<0, <1. 

This is the expression for the value of the required probability. From 
this formula we can obtain immediately an asymptotic expression for the 
probability. Let k be such that the product g;p,,, ...p,,, is less than 
‘/, for all ¢ from 0 to n— k (if p and q are not all too near to 1 this 
condition arises for sufficiently large k). 

Then from the formula 


Ig(1 -—-2)= —2x—0'2* (O<2- 0<W<1 
we conclude 


Ig {(1 Go Py --- P,) (A 1 Pg +++ Pega) ++ (1 - Gn—u Pu—nsr *** Pa)! 


= — Go Py --- Py — Gy Pa +++ Pana — +++ — Un—k Pn—eri*** Pm 
A” | 2 )3 | hid . ) )*); 
[(Go P, «+» Px) See ae Po ae ees Ss 
whence 
(1 — Qo Py --- Py) (1 — Q Da ++ Pega) +++ (1 — Qn_n Pu—esa ss Pr) 
a <a P < . a a ms \3 
= €~ MoPs +» Pk Gi Pa-++ hor ~ +++ — On-k Pron ++ Pa [] 6 £(Qo Ps «++ Px) 
{ 2 2) 
T q; Po +++ Peas) 7. 706 Vn k Pn k+a°** Py }] 
€ GoP; «++ Dk @i Po-++ Dkas ** Qn—k Da—kei +++ Pa 
sree i 3 4 2 | f 2\ 
— O°" {(Go P, «+ Px) +(G, Pe ++» Pear) tee» + (Gee Pu—naa +’ Pn) fo 
where 6”, 0”, 6”” are positive numbers < 1. 


Putting this expression in (11), we have 


(12) P =— e~ GD: «++ Pk — Gi Do ++. Dksr — +++ — Un-k Pa-kai +++ Pn 
n 
— (B+ 1){(QoP, ++» Pe)” + (91 Pa +++ Pea) + + 
\2) 
T (Qn —k Pn—e+1 +++ Py) fe) 


=I 

Formula (12) gives the solution of our problem. In order to show 
the importance of the formula let us first assume that p, satisfy the 
conditions 


in which 0 < 


(*) 0<a<p,<b<l 


in which a and b are fixed numbers. Then if the sum 


(13) Jo Ps +++ Pet Qi Po +++ Pasa +++ + Inn Pn—nsi *** Pn 


is large, the first term of the right hand side of (12) shows that the 
probability P, has an extremely small value, since the complementary 
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term is negative. The probability can noticeably differ from zero only if 
the sum (13) does not have large values, but in that case the sum 


: 3 P 
(E+1){(qoD, --- Pe) +(9: Pa-+ Peas) tees +(Qn—ePa—naa’** Pa) } 

has very small values for large values of n, thus the complementary term 
is small just when the first term of (12) has values which are considerable. 

It is easily seen that formula (12) has the same importance not only 
under the condition (*) but always, except in very special cases when the 
numbers p, are too near | for large values of ¢. 

As an illustration of the result of our investigation let us consider 
a particular case. Let p, =...= p, =}, then 


P em keg n(k+1)\(n—k-+A4) 


n 


Define k so that 


l k+1 
n k+2)\s —] 
has its minimum value. Then 
(n —k +2) Oe 1+6 b)<i 
and 
(15 nas log n log (1+-4) , 


log 2 


where the symbol [2] denotes the integer nearest to z. Hence 


- f . 1 6540) (1 6)? log n 
. ; \\" ‘ é, 2 f- log 2 (1 En) n 
and 
P log n 
> 1+0) . (O—< ¥ 4 
r. e "y n "1 - 


If now we let & increase, then the first term of (12) increases very 
rapidly to 1, and the second decreases very rapidly; so that the deviation 
of the greatest value of consecutive appearances of EZ from the value (15) 
of k more than by a few units is unprobable. 


(Eingegangen am 19. 3. 1928.) 




















Uber die positiven und negativen Abweichungen 
des arithmetischen Mittels. 


Von 
A. Khintchine in Moskau 


1. Problemstellung. 

Wir denken uns eine WahrscheinlichkeitsgréBe x, deren mégliche Werte 
@,,@,,...,@, mit den zugehérigen Wahrscheinlichkeiten p,, p,,..., p, ge- 
geben sein mégen: der Einfachheit halber setzen wir voraus, daB der Mittel- 
wert S'a,p;—0 sei*). Bezeichnen wir allgemein die Wahrscheinlichkeit 
eines Ereignisses A mit W(A), so lehrt das Gesetz der groBen Zahlen (in 
der von Tchebycheff angegebenen Form), dab, wenn wir die GréBe x mehr- 
mals dem Zufall unterwerfen und ihre jeweiligen Werte mit 2,, 2,,... be- 
zeichnen, fiir jedes noch so kleine positive ¢ 

n 


w (ee 7 ae 


n 
n> 


ist. Insbesondere sind also dabei die beiden Wahrscheinlichkeiten 
und 


unendlich klein. Das Gesetz der groBen Zahlen lehrt aber nichts dariiber, 
wie sich diese beiden Unendlichkleinen untereinander verhalten. Es ent- 
steht hier naturgemaiB die Frage, ob es nicht méglich sei, ihre gegenseitige 


*) Hier und im folgenden werden alle Summen und Produkte iiber i= 1, 2,..., & 
erstreckt, sofern nicht andere Summierungsgrenzen ausdriicklich angegeben sind. 
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GréBenordnung mittels einfacher Kennzeichen festzustellen; und die Absicht 
des vorliegenden Artikels ist zu zeigen, daB dies in sehr einfacher Weise 
geschehen kann. Im allgemeinen erweisen sich die beiden Unendlichkleinen 
als solche verschiedener GréSenordnung, so daf z. B. eine positive Ab- 
weichung des arithmetischen Mittels erdriickend wahrscheinlicher wird als 
eine entaprechende negative. Die entscheidende Rolle spielt hierbei das Vor- 
zeichen der GroBe 
c= Sap,; 

es gilt namlich folgender Satz, dessen Beweis das Ziel alles Nachstehenden 
ausmachen soll: 


Ist « > 0 fest und geniigend klein gewdhit, so strebt das Verhdltnis 7? 
fiir n—+ co gegen co oder gegen Null, je nachdem c>0 oder c< 0 ist. 

Im Falle c= 0 miissen natiirlich die Momente (Mittelwerte) héherer 
Ordnung in Betracht gezogen werden, was jedoch im Rahmen dieser Arbeit 
nicht ausgefiihrt werden soll. 

Die Tatsache, daB die Vorzeichen der Momente ungerader Ordnung 
bei dem betrachteten Problem auf das Resultat einen entscheidenden Ein- 
fiu8 ausiiben, diirfte natiirlich von vornherein zu erwarten sein; das Inter- 
esse der Sache liegt aber daran, daB schon das Vorzeichen des dritten 
Moments eine vollstandige Auskunft iiber die aufgeworfene Frage liefert, 
falls nur dieses dritte Moment von Null verschieden eusfiallt. 


2. Beweis des Satzes. 


Es sei c>0. Wir wollen die Bezeichnungen der Nr. 1 beibehalten 
und betrachten die beiden Gleichungen 
fet Sp,e®* —1, 
durch welche A und B in der Umgebung von « = 0 als analytische Funk- 
tionen von « definiert werden. Eine leichte Rechnung zeigt dann sofort, 
daB in der Nahe von e = 0 


] . Cc 


[A= she tgire t+ O(e%), 


1 Bt 
|B- é- ~~ e?-+ O(e*) 


b 2b 
ist, wo 
b= Saip, 
das Moment zweiter Ordnung der GréBe x bedeutet. Hier und im folgen- 
den werden alle Abschitzungen auf Konstanten bezogen, die nur von der 
Beschaffenheit der GréBe z, also von den a, und p, (¢ = 1, 2, ..., &) abhiangen. 














Abweichungen des arithmetischen Mittels. 


Nun sei m eine groBe positive ganze Zahl, und man setze 


—_ A+Ba; i= 9 . 
u, =n p,er*Be (2 Sic on 


i 


k-1 
n— J M,, 


i=1 


M; [ u;] (4 .. o....8= 2 M 


nS 


wonach man leicht 


M n, = O(1) (¢=1,2 k) 
erhalt. Offenbar ist 
7 €., n! 7 nmi 
me at, Wate 


und wegen der fiir geniigend groBes n giiltigen Beziehungen 
YM,=n, SMa,= Sy,4,+0(1 ne+ne*t-O(1)>ne 


—_— i 


enthalt diese Summe offenbar das Glied 


n! Mi 
P= Fru HT Pie. 


Die Abschatzung mittels der Stirlingschen Formel ergibt leicht, wenn 
man die Definition der Zahlen M, in Betracht zieht, 


lg T, nA—nB(e-+e*)+ O(lgn), 
also wegen (1) 
. flies 3 ( 
(I) WW, Sle? =—n{ ope" — gre? O(et)} + O(Ign). 


Die Abschitzung von W_, die wir benétigen, ergibt sich nur wenig 
schwieriger. Zunachst machen wir den doppelten Ansatz 


fet’ Spe*™ —1, 
le4’ Sa, p,e8'% — —e, 


was in der Nahe von ¢« — 0 


, 1 9 c f 
A 7 ele spe °° T O(e*), 
’ l c 2 ¢ 
Mactan Vadim ilk Baio 
ergibt. Ferner setze man 
vy, = np,e4 +B a (2 i ee | 
k-1 
Ma(e) @=12.08- 1s Mon 3M, 
ia 
wonach man leicht 
N, — ¥;, = 0(1) (¢ = 1, 2, ..., 8) 


erhalt, was seinerseits 


(2) »4,N,= —ne+O0(1) 
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zur Folge hat. Endlich setze man 
7 n! , 
T_= spy WP 
Offenbar ist 


(3) W Ser Mor: 


es sel 


ein ganz beliebig gewahltes Glied dieser Summe. Wegen 
SN,=n 

ist 

und wegen (2) ist 


4) DYa,b,< O(1 


- — Loan? 


lg 7 = 36, logp, + Sig N,! — Sig (N,+9,)!. 


Nun ist 


Beziehen wir SY, auf die nichtnegativen, 5’, auf die negativen 6,-Werte, 


_—! 


so kénnen wir schreiben 


P 3 6;|—1 
Ig p= D4 ,logp, — 3, { S lg (N, +r) Sf > |g (N,—1) 
3; 
3S 6,log p, — 3, 81g N+ 34 |/leN, — 3, { ¥ lg (1 
r=1 


Oj 


=~} > 
+ of YS le(1—j)} < Do ler,— V4, le, 


» 4; lg p; — S 4; lg», — S 4, lg , 
> 9; lg p; — Ign 3 4;— S 4; |g p, A’ >6,—B'S a; 0; 
B’ Sa,6,+0(1 
Nun ist fiir geniigend kleines « 


B’>0 und B' = O(e) 
wegen (4) ist folglich 


und da die Summe (3) offenbar weniger als n* Glieder enthilt, ist 


(5 W_<O(1)-n'T.. 








ee 
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Die Abschitzung von 7 erfolgt mittels der Stirlingschen Formel und 
ergibt leicht 


gt =— n{ one’ tap e+ O(e*)}+ O (ign); 


wegen (5) erhalten wir somit 
(II) igW_< —n{ ape tape? + O(e!)} +O (ign). 
(I) und (II) zusammengenommen ergeben 

ne 


Ig me = gps’ + O(ne*) + O(lgn), 


und da c >0 vorausgesetzt war, ist wirklich fiir geniigend kleines « und 
fiir n — co 


7 ™: 


w.z.b.w. Der Fall c <0 wird selbstverstandlich auf ganz analoge Weise 
behandelt. 


Géttingen, den 2. Juli 1928. 


(Eingegangen am 29.9. 1928.) 
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Uber die analytische Funktion auf einer Minimalfliche. 
Von 


G. Y. Rainich in Ann Arbor (Mich. U. S. A.). 


Der Anla8 zu den folgenden Ausfiihrungen wurde durch eine physi- 
kalische Frage gegeben. Es scheint experimentell ziemlich sicher festge- 
stellt zu sein, daB die Ladungen aller Kérper Multipla einer Elementar- 
ladung sind; andererseits wird in der Theorie die Ladung eines Kérpers 
als der Wert eines Integrals betrachtet, genommen iiber eine geschlossene 
Fliche, die den Kérper umgibt; dieses Integral hat die Merkmale eines 
Residuums, d. h. genommen iiber eine Fliache, welche keine Singularitaten 
(Materie) umgibt, ist es Null, und (infolgedessen) hangt es nur von den 
Singularitéten ab, die die Filache einschlieBt. Dieser Tatbestand lenkt 
unsere Aufmerksamkeit auf die Fille, in welchen Restduen nur ganzzahlige 
Werte annehmen kénnen. 


Dieser Fall tritt gewi8 nicht ein, wenn die das Feld definierenden 
Gleichungen linear homogen sind, denn wenn ein Feld f, das ein Residuum r 
gibt, den Gleichungen geniigt, so geniigt ihnen auch ein Feld F, das sich 
von f nur in der Lage der Singularitaét unterscheidet, und, infolge der 
Linearitat, auch das Feld F.- 72, das aus F durch Multiplikation seiner 
Komponenten mit j2 entstanden ist, und ferner auch das Feld f+ F- /2; 
dieses Feld hat aber zwei Singularitéten mit den Residuen r bzw. r 2. 
Wir haben hier also ein Feld, dessen Residuen sicher nicht Multipla eines 
Elementarresiduums sind. 


Die Maxwellschen Gleichungen sind in der klassischen Physik oder in 
der speziellen Relativitatstheorie linear, und die Ganzzahligkeit der Ladun- 
gen scheint dort unerklirbar zu sein. Aber in der allgemeinen Relativi- 
tatstheorie sind die Feldgleichungen wesentlich nichtlinear, so daB wenig- 
stens die Méglichkeit einer Erklarung der Ganzzahligkeit nicht von vorn- 
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herein ausgeschlossen erscheint’). Aber die Behandlung dieser Frage 
scheint ziemlich schwierig zu sein, und es erscheint angebracht, eine ein- 
fachere Situation zuerst zu betrachten, in welcher die wesentlichen Ziige 
dieselben sein diurften. 


Der einfachste Fall, wo wir Residuen haben, ist eine analytische 
Funktion einer komplexen Veranderlichen; dieser Fall ist dem Fall der 
Maxwellschen Gleichungen in der speziellen Relativititstheorie analog*); 
wir haben hier Linearitaét, und folglich kann die Erscheinung der Ganz- 
zahligkeit der Residuen nicht eintreten. Um im Zweidimensionalen etwas 
der physikalischen Situation Analoges zu erhalten, haben wir einen Uber- 
gang zu machen, der dem Ubergang von der speziellen zu der allgemeinen 
Relativitatstheorie analog ist, und dies wird geleistet durch die Betrach- 
tung der analytischen Funktion auf einer Minimaljliche. Bevor wir da- 
zu kommen, miissen wir im nachsten Paragraphen eine analytische Funktion 
von dem Koordinatenbegriff loslésen. In § 2 bringen wir die Anfangsgriinde 
der Flachentheorie in eine fiir unsere Zwecke bequeme Form. In § 3 be- 
trachten wir die analytische Funktion auf einer Minimalflache und die 
entsprechenden Residuen, welche, wie erwartet, sich radikal von denen 
einer gewohnlichen analytischen Funktion unterscheiden*). § 4 enthilt 
eine allgemeine Bemerkung iiber die Rolle der Analysis Situs. 


1. Eine analytische Funktion als ein Tensorfeld. 


Es wird manchmal eine analytische Funktion als ein Vektorfeld ge- 
deutet*), aber fiir unsere Zwecke deuten wir sie besser als ein Tensorfeld, 
und zwar als ein spezielles Tensorfeld zweiten Ranges. Im Anfange be- 
dienen wir uns rechtwinkeliger Koordinaten. Einen Tensor betrachten wir 
als eine homogene lineare Transformation, die dem Vektor dz = dx+idy 


‘) H. Weyl war wohl der erste, der auf die Wichtigkeit dieser Nichtlinearitat 
hinwies (Ann. der Phys. 59 (1919), 8S. 134). Die Méglichkeit, die Nichtlinearitat fiir 
die Erklirung der Gleichheit der Ladungen der Elektronen heranzuziehen, habe ich 
in Trans. Amer. Math. Soc. 27 (1925), p. 133 ff. ausgesprochen; vgl. auch Physica 6 
(1926), p. 149. Neuerdings hat A. Einstein sie fiir die Erklirung der Bewegungs- 
gleichungen aus den Feldgleichungen verwendet. Berl. Ber. 1927, 8.1 und 235. Vgl. 
auch K. Lanczos, ZS. der Phys. 44 (1927), 8. 773. 

®) Beide sind spezielle Fille der allgemeinen Theorie der konjugierten Funktionen 
von Volterra; vgl. Fr. Kottler, Wiener Sitzungsber. Ila, 181 (1922), S. 134, FuBnote, 
wo auch Literatur. 

’) Der Inhalt der ersten drei Paragraphen wurde der American Mathematical 
Society am 25. Oktober 1924 vorgelegt. Vgl. Bulletin 31 (1925), S. 109. 

*) Vgl. G. Pélya und G. Szegé, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis 1, 
8. 99ff , Berlin: Julius Springer 1925. 

25* 
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einen Vektor dZ —dX-+idY zuordnet, so daB 
(1) dX =a,,dz + a,,dy, dY=a,,dz-+- a,, dy. 


Dies stellt einen allgemeinen Tensor (zweiten Ranges) dar, der von vier 
Konstanten abhaingt; wir reduzieren diese Zah) auf zwei, indem wir den 
Tensor als symmetrisch voraussetzen, so daB 


(2) 415 = Fy; 
und die Invariante a,, + a@,, verschwinden lassen, so dab 
(3) a,, + a,,= 9. 


Die zwei iibrigbleibenden reellen Zahlen deuten wir als die Komponenten 
einer komplexen Zahl, indem wir 


(4) Gy, +1a,,=—u+tv=—w 
setzen. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind dann 


(5) By3 9 = M9 1> By; 9 = 499 1, 


wenn wir Differentiation nach x bzw. nach y durch einen hinter ein 
Komma gesetzten Index 1 bzw. 2 bezeichnen, oder 


(5) Fi 5,e = Mn,5- 

Gehen wir nun zu allgemeinen Koordinaten iiber, so behalten die 
Gleichungen (2), (3), (5) ihre Form bei. Jetzt bedeuten a,, kovariante 
Komponenten, und in (5) oder (5’) handelt es sich um kovariante Diffe- 
rentiationen. Eine analytische Funktion kénnen wir also als ein Tensor- 
feld erklaren, das den Gleichungen (2), (3) und (5’) geniigt*). 


Wir haben nun noch die Integralsitze in die Tensorsprache zu iiber- 
setzen. Dem Integral 


f w-dz 
entspricht 
(6) Sajdz®; 
dem Cauchyschen Theorem also 
(7) fasdz® =0. 


(Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, in der gemischten Form 
44 5,4 = 44%,; geschrieben, sind offenbar Integrabilitatsbedingungen. ) 








®) Das hier eingefiihrte Tensorfeld kann als Differential eines Vektorfeldes be- 
trachtet werden, das, als Funktion einer komplexen Verinderlichen die konjugierte 
einer analytischen Funktion ist, nimlich der Funktion, deren Ableitung 4,, +4 Ay, ist. 
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Das Residuum ist ein Vektor, dessen Komponenten, abgesehen von 
einem Faktor, als die Integrale (6), genommen auf einem geschlossenen 
Wege um die Singularitat, erscheinen. 


2. Das Tensorfeld auf einer Flache. 


Ebenso wie wir den Grundgleichungen einer analytischen Funktion 
eine von der hergebrachten verschiedene Formulierung gaben, miissen wir 
nun die Anfangsgriinde der Flachentheorie neu formulieren, um sie unseren 
Bezeichnungen anzupassen. 


Wir betrachten in jedem Punkte der Flache den Einheitsvektor der 
Flachennormale und fiihren eine Funktion ein, welche die Abhangigkeit 
der Veriinderung dieses Vektors von der entsprechenden Verschiebung auf 
der Fliche angibt. Bezeichnen A und B zwei Punkte auf der Flaiche und 
a und } die normalen Einheitsvektoren in diesen Punkten, und lassen wir 
B sich A nahern, z. B. langs einer Kurve mit dem Parameter, welcher in 
A den Wert Null, in B den Wert p hat, so betrachten wir die Grenz- 
werte 


lim 2-4 —¢@4 und iim 


p>o po 


b—a 


= da. 





Der erste stellt eine Verschiebung auf der Flache dar, der zweite die 
entsprechende Verinderung des normalen Einheitsvektors; beide sind Vek- 
toren in der Tangentialebene, und wir betrachten da als Funktion f(dA) 
von dA. Wir machen hier, um die Verhiltnisse klarzustellen, die grobe 
Annahme, da in der Umgebung eines jeden Punktes A, wenn wir die 
Tangentialebene in diesem Punkte als die zx, y-Ebene, den Beriihrungs- 
punkt als den Koordinatenanfangspunkt annehmen, die Flaiche durch die 
Gleichung z = ®(2, y) dargestellt werden kann, wo (2, y) in eine Potenz- 
reihe um = 0, y= 0 entwickelbar ist. Diese Reihe beginnt ersichtlich 
mit quadratischen Gliedern, so dab 


mses 


9 (4,,2°+ 2a,,2y + a,,y*) +Glieder héherer Ordnung. 


Es ist leicht zu sehen, daB, wenn dz’, dy die Komponenten von dA sind, 
die Komponenten von da sich als 


(9) a,,dz + a,,dy, ,, 4% + dy, dy 


ausdriicken lassen, wo a,, fiir a,, geschrieben ist. 

Andererseits, wenn wir als Parameter auf der Flache die Koordinaten x, y 
der Projektion der Flachenpunkte auf die Tangentialebene gebrauchen so 
rechnen wir leicht nach, daB a,,7* + 2a,,2y+a,,y* die zweite Funda- 
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mentalform ist. Es folgt, daB a}, —a,,a,, das GauSsche Kriimmungs- 
ma8 und 


(10) a 


die mittlere Kriimmung ist. 


11 1 49 


Wir kénnen nun auf der Fliche allgemeine Koordinaten einfiihren. 
Die kovarianten Komponenten des durch (9) erklarten Tensors bezeichnen 
wir auch in allgemeinen Koordinaten mit a,,. Die Beziehung 


(11) Ayo = Ay, 


bleibt bestehen; die mittlere Kriimmung ist bis auf einen Faktor, der uns 
hier nicht interessiert, durch (10) gegeben. Die Koeffizienten der zweiten 
Fundamentalform gehorchen den bekannten Gleichungen von Codazzi 
(vgl. z. B. Bianchi-Lukat, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, Leipzig 1899, 
8. 91, Formeln IV), die wir in der Form 

(12) a;,,=a 


t7,k ik,j 


schreiben kénnen, wo der Index nach dem Komma kovariante Differentiation 
bedeutet, wie in § 2. In allgemeinen Koordinaten haben wir die Kom- 


ponenten von da, welche in speziellen Koordinaten durch (9) gegeben 
waren, als 


(9’) a, dx® 


zu schreiben. Dies gibt die infinitesimale Verainderung des normalen Ein- 
heitsvektors; seine endliche Veranderung lings einer Kurve zwischen den 


Punkten A und B wird durch das Integral 
B 
13) faidx® 
A 


gegeben sein. Es ist nun klar, daB die Codazzischen Gleichungen (12) die 
Unabhangigkeit dieses Integrals vom Wege bedeuten (sofern die zu ver- 
gleichenden Wege einen Teil der Flache umschlieBen, in welchem sich alles 
regular verhalt). (Tensorintegrale, welche als ihre Werte auBerhalb der 
Fliche liegende Vektoren haben, hat der Verfasser im Amer. Journal of 
Math. 47 (1925), S. 225—248 behandelt.) 


3. Analytische Funktion auf einer Minimalfliche. 


Nun kommen wir zum eigentlichen Gegenstand unserer Betrachtungen. 
Im § 1 haben wir ein Tensorfeld in der Ebene eingefiihrt, welches den 
Gleichungen (2), (3), (5°) geniigt. In § 2 sind wir auf ein Tensorfeld ge- 
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fiihrt worden, das den Gleichungen (11) und (12) geniigt und auf einer 
krummen Flache (durch diese Flache) gegeben ist. Es springt in die 
Augen, daB die Gleichung (11) mit (2), die Gleichung (12) mit (5’) formal 
identisch ist; um eine vollkommene Analogie zu erzielen, haben wir uns 
ersichtlich auf Flachen zu beschranken, fiir welche 


(14) @,, + Gg = 9; 


angesichts (10) sind dies Flachen mit verschwindender mittlerer Kriimmung, 
sogenannte Minimalflachen. Wir kommen so zu dem folgenden Ergebnisse: 
der auf einer Minimaljlaiche durch die Flache selbst definierte Tensor 
zweiten Ranges, welcher der zweiten Fundamentalform entspricht, gehorcht 
formal genau denselben Beziehungen, welchen eine als Tensorfeld gedeutete 
analytische Funktion geniigt. 

Wir kénnen von der analytischen Funktion auf einer Minimalflache 
sprechen, welche durch die Flache selbst, d. h. durch die zweite Fundamental- 
form bestimmt ist. Diese Funktion ist nicht mit den analytischen Funktionen 
zu verwechseln, welche auf jeder Flache eingefiihrt werden kénnen, aber 
nicht mit der Flache organisch verbunden sind (vgl. z. B. W. Blaschke, 
Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I, zweite Auflage, 8. 121ff.). In der 
mir bekannten Literatur kommt der hier eingefiihrten analytischen Funktion 
der Minimalflache F. Klein am nachsten (Riemannsche Flachen, Géttingen 
(1894), S. 35)°). 

Es besteht ein grundlegender Unterschied zwischen einer analytischen 
Funktion in der Ebene und der analytischen Funktion einer Minimalflache. 
Die erste kann willkiirlich gegeben werden, die zweite ist, wie gesagt, 
durch die Flache selbst bestimmt Die Situation erinnert an das, was dem 
elektromagnetischen Felde geschieht, wenn wir von der speziellen zu der 
allgemeinen Relativitatstheorie iibergehen. In der speziellen war es will- 
kiirlich der Raumzeit iiberlagert, in der allgemeinen ist es durch die 
Kriimmung, d. h. durch den Riemann-Tensor bestimmt. (Naheres dariiber 
in des Verfassers oben zitierter Arbeit in Trans. Amer. Math. Soc. 27.) 
Ferner sind die Gleichungen (12), welchen unsere ,,analytische Funktion “ 
geniigt, obwohl sie genau so aussehen wie die Cauchy-Riemannschen 
Gleichungen (5’) der gewodhnlichen analytischen Funktion, nicht mehr 





*) Projizieren wir die Minimalfliche stereographisch auf eine Ebene und projizieren 
wir zugleich die Vektoren und die Tensoren der Fliche in einer naheliegenden Weise, 
so bekommen wir ein ebenes Tensorfeld, welches, wie leicht zu ersehen, die Eigen- 
schaften (2), (3), (5) besitzt, d.h. die Projektion der analytischen Funktion einer 
Minimalfliche auf eine Ebene liefert eine gewdhnliche analytische Funktion. Es ist 
diese analytische Funktion, welche in der WeierstraBschen Darstellung einer Minimal- 
flaiche vorkommt. 
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linear, weil die kovarianten Ableitungen Korrektionsterme enthalten, deren 
Koeffizienten (die Dreiindizessymbole) wieder von der Kriimmung abhangen. 
Wir haben also wirklich, wie in der Einfiihrung angedeutet, in der ana- 
lytischen Funktion einer Minimalflache ein zweidimensionales Analogon zu 
dem elektromagnetischen Felde einer krummen Raumzeit. Es ist daher 
von Interesse zu finden, was die Residuen hier sind. Die Feldgleichungen (12) 
sind, wie oben bemerkt, aquivalent dem Verschwinden des Integrals (13), 
wenn es auf einer Kontur genommen ist, die zusammen mit ihrem 
Inneren auf der Flache gelegen ist. Als ein Residuum aber wiirden wir 
in Analogie mit einer gewéhnlichen analytischen Funktion (SchluB von § 1) 
den Wert dieses Integrals betrachten, genommen auf einer Kontur, auf 
der es nicht verschwindet. Eine solche Kontur darf natiirlich nicht einen 
reguliren Teil der Flache umgrenzen; um die Fille genau zu untersuchen, 
in welchen das Integral (13) auf einer Kontur nicht verschwindet, gehen wir 
auf seine geometrische Deutung zuriick; wie wir am Schlu8 von § 2 sahen, 
gibt (13) die Differenz zwischen dem normalen Einheitsvektor in B und dem 
normalen Einheitsvektor in A. Wenn, wie in einem Konturintegral, B mit A 
zusammenfallt, kann das Integral nur dann von Null verschieden sein, wenn 
wir von A mit einem normalen Einheitsvektor ausgehend nach dem Umlaufe 
zu demselben Punkte mit einem anderen normalen Einheitsvektor zuriick- 
kehren. Dies kann aber nur geschehen, wenn die Fliche einseitig (doppelt) 
ist und die Kontur von einer Seite auf die andere fiihrt; dann kehrt 
sich nach einem Umlauf der Sinn der Normale um, so daB wir nach dem 
Umlauf zu A mit einem entgegengesetzten Einheitsvektor zuriickkommen. 
Es gibt nun in der Tat einseitige Minimalflachen (vgl. Bianchi-Lukat § 193, 
S. 363). Nehmen wir auf einer solchen Fliche eine Kontur, welche von 
einer Seite zur anderen fiihrt, so ist das Integral (13) von Null verschieden, 
und es kénnte als Residuum gedeutet werden. Es ist aber zu beachten, 
daB (13) einen Vektor des Raumes darstellt. Wir kénnten vielleicht von 
einem Vektorresiduum reden. Aber wir betrachten lieber die Linge dieses 
Vektors als ein skalares Residuum, und bemerken, daB es den Wert 2 
hat, als die Linge der Differenz von zwei entgegengesetzten Einheits- 
vektoren. Wir kénnen nun sagen: das (skalare) Residuum der analytischen 
Funktion einer Minimalflache ist nur zweier verschiedener Werte fihig, 
0 und 2, eine Situation, die wesentlich von der, welcher wir bei einer 
gewohnlichen analytischen Funktion begegnen, verschieden ist, aber auch 
wesentlich an die Eigenschaften der Residuen des experimentellen elektro- 
magnetischen Feldes (d. h. der Ladungen) erinnert. 

Die Analogie zwischen einer Minimalfliche und der physikalischen 
Raumzeit la8t sich ziemlich weit verfolgen, sie versagt aber auch in 
einigen Punkten; wir wollen jedoch hier die Sache lassen; uns kam es 








rr 


~~ = 


~ 








Analytische Funktion auf einer Minimalfliche. 393 


i nur darauf an, zu zeigen, dab Nichtlinearitdt der Feldgleichungen das 
Verhalten der Residuen radikal verdndern kann; so viel glauben wir 
gezeigt zu haben. 


| 4. Die Rolle der Analysis Situs. 


Zum Schlu8 wollen wir bemerken, daS das Auftreten von Analysis- 
| Situs-Betrachtungen (Einseitigkeit) nicht zufillig ist. Ist das Residuum 
nur ganzzahliger Werte fahig, so kann eine kontinuierliche Transformation 
des Feldes (welche die Feldgleichungen in sich iiberfiihrt) es nicht andern; 
das Residuum beschreibt also eine topologische (oder quasi-topologische ) 
Eigenschaft des Feldes: es ist eine topologische Invariante. 


Ann Arbor, Mich., U.S.A., 26. Juni 1928. 


(Eingegangen am 12. 7. 1928.) 











Uber die Gleichung der Wirmeleitung. 


Von 
W. Sternberg in Breslau. 


Wir lésen in dieser Arbeit die erste Randwertaufgabe fiir die Gleichung 
der Warmeleitung in einem homogenen Stabe 


2 
cw cou 
_— == (): 


(1) éx® ey 

das ist die einfachste partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung vom 
parabolischen Typus. Die angewandte Methode beruht auf der Uber- 
tragung einer von O. Perron’) angegebenen vom elliptischen auf den para- 
bolischen Fall. Es ist in der (X, Y)-Ebene ein schlichtes, einfach zu- 
sammenhingendes, im Endlichen liegendes Gebiet S gegeben. Die Be- 
grenzung bilden zwei Charakteristiken von (1), naémlich die X-Achse und 
eine Gerade y = y, > 0, sowie zwei Kurven s, und s, mit den Gleichungen 

a2=é&,(y) und z=—6,(y), 

wo &, und é, fir 0<y<y, eindeutige stetige Funktionen von y bedeuten 
und stindig &,(y) < &,(y) ist. Diese Funktionen brauchen keine Ablei- 
tungen zu besitzen; sie sollen aber folgende Bedingung erfiillen: Es gibt 
eine positive Zahl H derart, da® fiir irgend zwei Punkte (z,y) und 
(a,,y,) von 8, [¢ 1, 2] die Ungleichung gilt 

r—2, 


(2 


2) <H. 
\y—Y, 





Die geometrische Bedeutung von (2) ist die, daB die Kurve s, 
[¢ = 1, 2] in der Umgebung irgendeines ihrer Punkte (x,, y,) stets zwischen 
den beiden durch (z, y,) gehenden Geraden x —2,=—H(y—y,) und 
x — x, = — H(y— y,) liegt, und zwar in dem Winkelraume, welcher die 
Parallele zur Y-Achse durch (z,, y,), aber nicht die Charakteristik enthilt. 


1) ,Eine neue Behandlung der ersten Randwertaufgabe fiir 4u=0.“ Math. 
Zeitschr. 18 (1923), S. 42—54. 
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Aus (2) folgt leicht, daB, falls in (2,,y,) die Tangente existiert, diese 
keine Charakteristik sem kann. Die Endpunkte von s, heiBen A, fiir y = 0 
und B, fir y=y,. Der Rand von S mit Ausschlu8 der oberen Charak- 
teristikenstrecke B, B, heiBe s. Auf dieser offenen Kurve s ist nun eine 
beschriankte Funktion f gegeben. Fiir die obere und untere Limesfunktion 
von f benutzt man die Zeichen f und /. 

Unsere Aufgabe ist, die Existenz einer Funktion u zu beweisen, welche 
im Innern von S, sowie in den inneren Punkten von B, B,, nebst den Ab- 


leitungen , = stetig ist und der Gleichung (1) geniigt, wahrend thre 


in S genommenen Limesfunktionen i, u auf s die Ungleichungen erfiillen 
(3) fsustcf. 


Diese Randwertaufgabe ist, jedoch in weniger allgemeiner Fassung beziig- 
lich f, bereits mit andern Methoden gelést worden*), wobei es sich um eine 
Ubertragung der Integralgleichungsmethode vom elliptischen auf den para- 
bolischen Fall handelte. Unsere Methode lat die allgemeinsten Voraus- 
setzungen hinsichtlich f zu. 

Von den fundamentalen Satzen aus der Theorie der Gleichung (1) 
heben wir jetzt die fiir unsere Zwecke nétigen hervor. Der Eindeutigkeits- 
satz*) lautet: Es gibt héchstens eine im Innern von S regulare (d. h. nebst 
a*u 
ax® 
Werte f annimmt, wenn f eine stetige Funktion des Ortes ist. 

Der Wert einer regularen Lésung in einem innern Punkte (2’, y’) von 
S ist schon bestimmt durch die Werte von f in denjenigen Punkten des 
Randes, welche unterhalb der durch (z’, y’) gezogenen Charakteristik liegen. 

Eine in § stetige und im Innern von S regulire Lésung von (1) er- 
reicht ihr Maximum und ihr Minimum sicherlich in einem Punkte von s. *) 

Ferner bemerken wir, da8 die Randwertaufgabe leicht fiir ein Trapez, 
dessen parallele Seiten Charakteristiken sind, durch ein Randintegral gelést 
werden kann®). Das entspricht etwa der Lésung des Dirichletschen Pro- 
blems fiir einen Kreis durch das Poissonsche Integral. 

Da die in der Perronschen Arbeit auf die Gleichung 4u=—0 an- 
gewandte Methode den Satz von der Erreichung des Maximums und Mini- 


und is stetige) Lésung u der Gleichung (1), welche auf s gewisse 


*) E. Holmgren, ,Sur une application de l’équation intégrale de M. Volterra‘. 
Ark. f. Mat. 3 (1906--1907), S. 1—4. — E. E. Levi, ,Su I’ equazione del calore*. Ann. di 
Mat. (3) 14 (1908), S.187—264. — M. Gevrey, ,Sur les équations aux dérivées partieiles 
du type parabolique*. J. de Math. (6) 9 (1913), S. 305-471. 

8) Levi, loc. cit. § 1. 

*) Z. B. Levi, loc. cit. § 1. 
5) Levi, loc. cit. § 7, S. 222—225. 
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mums auf dem Rande, sowie die Kenntnis der Lésung der Randwert- 
aufgabe fiir ein einfaches Gebiet, etwa den Kreis, als Grundpfeiler des Beweises 
benutzt, erscheint die Méglichkeit der Obertragung auf (1) einleuchtend. 
Allerdings treten infolge der Eigenart der parabolischen Gleichungen Schwierig- 
keiten auf, die jedoch durch besondere diesem Falle angepaBte Uberlegungen 
iiberwunden werden kénnen. 

Wir verstehen unter 7 irgendein Trapez, dessen parallele Seiten «, a, 
und #, 8, Charakteristiken sind, dabei die obere £, 8, ein Stiick im Innern 
von B, B,, und das im iibrigen ganz im Innern von S liegt. 

Ist v eine im abgeschlossenen Bereich S erklairte beschrinkte und im 
Lebesgueschen Sinne integrable Funktion, so bedeutet Mrv eine Funktion, 
welche in S auBerhalb und auf dem Rande von 7, jedoch unter Ausschlu8 
des oberen Stiickes 6,8, mit v identisch ist, innerhalb 7 und auf £, /, 
aber die Randwertaufgabe mit den Werten von v als Randwerten lést*). 
Ist v in S stetig, so auch Myv. Ist v = konst.—k, so auch Mrv=k. 
Ist stiindig v, >v,, so ebenfalls Mypv, > M,v,. Ferner ist fiir irgendeine 
Konstante ¢ stets cMpv= Mpcv. SchlieBlich ist noch Myv, + Mr», 

Mr VU, + U4). 

Die Bedingung, da8 w fiir alle Punkte von S mit AusschluB derer 
von s der Gleichung (1) geniigt, kann nun so ausgedriickt werden: Fiir 
jedes Trapez 7 und alle Punkte von S ist identisch 


4) Uu Mr u. 


Dabei ist vorausgesetzt, daB jeder innere Punkt von S als innerer Punkt 
eines Trapezes JT angesehen werden kann. Ist diese Voraussetzung von 
vornherein nicht erfiillt, so wird S durch Ziehen von Charakteristiken in 
mehrere Teile zerlegt, so daB in jedem Teile die Voraussetzung gilt, und 
hierauf die Randwertaufgabe fiir die einzelnen Teile sukzessive in der 
Reihenfolge von unten nach oben gelést. Die Méglichkeit der Zerlegung 
ist eine einfache Folge der Ungleichung (2). Man kann also die obige Vor- 
aussetzung ohne Beschrinkung der Allgemeinheit als erfiillt ansehen. 

Nun definieren wir (ahnlich wie bei Perron): 

Oberfunktion heiBt jede im abgeschlossenen Bereich S stetige Funk- 
tion y, welche den Bedingungen geniigt 


y > Mry fir jedes TrapezT, wf auf s. 


Unterfunktion heiBt jede im abgeschlossenen Bereich § stetige Funk- 
tion gm, welche den Bedingungen geniigt 


~ < Mr¢ fir jedes Trapez JT, pf auf s. 


*) Und zwar durch das obenerwahnte Randintegral, vgl. Anm. °). 
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Ebenso wie im elliptischen Falle der Gleichung 4u —0 kann gezeigt 
werden, da8 jede Oberfunktion mindestens so gro8 wie jede Unterfunktion 
ist. Fiir jeden Punkt von S hat also die Menge der Oberfunktionen eine 
untere Grenze u. Die Funktion u ist in S beschrankt. Hs wird behauptet, 
daB u die Randwertaufgabe lést. 


Um zuniachst (4) zu beweisen, braucht man drei Hilfssiatze (vgl. Perron 
§§ 2, 3): Liegt eine endliche Anzahl von Oberfunktionen y,, y.,..., y,, VOT, 
so ist auch y = Min(y,, y,,..., y,,) eme Oberfunktion. 

Ist y eine Oberfunktion, so ist fiir jedes Trapez 7’ auch Mrpy eine 
Oberfunktion. 

Ist die Funktion F in S stetig und iiberall u < F, so ist fiir jedes 
Trapez 7 auch u < MF. 

Diese Hilfssitze sind Folgerungen aus dem Satze vom Maximum resp. 
Minimum. Aus ihnen ergibt sich (4). Wir kommen also zum Beweise 
von (3). 

Die Ungleichungen (3) werden gelten, wenn folgende Bedingung er- 
fiillt ist: 

(A) Zu eimem beliebigen Punkte P des Randes s und einer beliebig 
kleinen Umgebung Up desselben gibt es eine in S stetige Funktion w, 
welche den Relationen geniigt w > Mryw fiir jedes Trapez 7, ferner 
w(P)=0, w=>0 in Up, w iiber einer positiven Schranke in S auBer- 
halb Up. [Diese Bedingung ist eine sinngemaéBe Modifikation der von 
Perron aufgestellten. | 

Man kann nun, um eine passende Funktion w zu gewinnen, nicht 
die Beweisfiihrung von Perron iibertragen, welcher den Satz benutzt, daB 
der reelle Teil einer analytischen Funktion der Gleichung 4u = 0 geniigt, 
weil es zu diesem Satze kein Analo- 
gon fiir die Gleichung (1) gibt. Man 
kann aber folgendermaBenverfahren: % 
Ist P em Punkt des Stiickes A, A, 
der X-Achse, etwa mit der Abszisse 
z=a, so setzt man w =(z—a)’" 
+2y. Ist P(x,, y,) em Punkt von 
8; [(¢=1,2], zB. vons, (s. Fig.1), 2 
so legt man durch ihn die Charakte- Fig. 1. 
ristik und auBerdem die beiden Halb- 
geraden x—2,——H(y—y,) oberhalb und x—z,—H(y—y,) unterhalb 
der Charakteristik, wo H die in (2) auftretende Zahl ist. Die Randkurve s, 
liegt rechts von diesen Halbgeraden. Wir nehmen auf der Charakteristik 
rechts von P in beliebig kleiner Entfernung einen Punkt Q an und kon- 
struieren tiber PQ nach unten und nach oben je ein kleines Trapez PQ Q, P, 


5, 
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und PQQ, P, (s. Fig. 1), wobei Q, und Q, auf s,, P, und P, auf den 
obengenannten Halbgeraden liegen. Nun lésen wir die Randwertaufgabe 
zuerst fiir das untere Trapez mit stetigen Randwerten g, so daB g lings 
PP, monoton von 0 bis 1 zunimmt und auf P,Q, sowie Q, Q standig 

1 ist. Dann ist im ganzen Trapez mit Eimschlu8 des Randstiickes PQ 
stindig 0 <w<1, wenn w die Lésung bedeutet. Hierauf lésen wir auch 
fiir das obere Trapez die Randwertaufgabe mit stetigen Randwerten g, 
so daB g auf PQ mit den bereits gewonnenen Werten von w _ iiber- 
einstimmt, lings PP, monoton von 0 bis 1 wichst und auf QQ, standig 

1 ist. Wieder geniigt die Lésung w im ganzen Trapez den Ungleichungen 
0<w<l. Unter Up versteht man das von dem Kurvenbogen Q, Q, 
und den Geraden Q,Q und QQ, begrenzte Gebiet. Man vollendet die 
Definition von w, indem man in S auBerhalb Up identisch w= 1 setzt. 

Fallt P mit einem der beiden Punkte B, oder B, zusammen, so ist 
eine leicht vorzunehmende Modifikation nétig. Man braucht dann nur ein 
einziges Trapez. 

Da8B die Funktion w tatsichlich der Ungleichung w > Mpw geniigt, 
wird ahnlich wie im elliptischen Falle bewiesen (vgl. Perron, § 6). 

Zum Schiu8 méchten wir hervorheben, da8 unsere Methode ohne 
Weiterungen auch in dem Falle anwendbar bleibt, wo die Randkurven s, 
und s, auf der X-Achse zusammentreffien, also A, mit A, zusammenfillt, 
wahrend bei andern Methoden dieser Fall eine besondere Betrachtung er- 
fordert*) 

Man kann auch den Fall behandeln, wo eine der Randkurven 3; 

[¢ = 1,2], zB. 8,, fehlt, das Gebiet S 

P sich also ins Unendliche erstreckt 

Yo (s. Fig. 2). An Stelle der Trapeze muB 

/t man dann Halbstreifen 7 benutzen, 

*; welche von zwei sich ins Unendliche 

erstreckenden Charakteristiken und 

F .. 2 einem Geradenstiick zwischen ihnen 

Fig. 2. begrenzt sind. Fiir einen solchen Halb- 

streifen kann aber die Randwertauf- 

gabe als gelést*) angesehen werden. Unsere Beweismethode la8t sich dann 
ohne wesentliche Modifikationen auch auf diesen Fall iibertragen. 














*) Levi, loc. ait. § 6. 
*) Levi, loc. cit. § 7, S. 224. 


(Eingegangen am 7. B. 1928.) 























Uber die Beugung am Gitter und ein damit 
zusammenhingendes mathematisches Problem. 


Von 


E. Fischer in Zwickau. 


Im folgenden soll das physikalische Problem der Beugung am ebenen 
Gitter auf die Lésung einer bisher noch nicht behandelten mathematischen 
Aufgabe zuriickgefiihrt und dieses mathematische Problem in etwas verall- 
gemeinerter Form und unter der Annahme gewisser einschrankenden Be- 
dingungen gelést werden. 


I. Teil. 
1. Das physikalische Problem. 


Ich denke mir ein unendlich diinnes, ebenes Gitter aus vollkommen 
leitendem Material (ooo) von folgender Gestalt. Es gehe aus einer 
Ebene dadurch hervor, daB in periodischer Folge eine Gruppe von geraden 
und untereinander parallelen Spalten ausgeschnitten wird. Die zur Spalt- 
richtung senkrechte Strecke, innerhalb deren sich die Spaltfolge periodisch 
wiederholt, heiBe d (Gitterkonstante). Ferner bezeichne ich mit a die 
Gesamtheit derjenigen (endlich vielen) Teilintervalle von d, lings deren das 
leitende Material entfernt ist, mit 6 die Gesamtheit der iibrigen Teilinter- 
valle von d. 


Der das Gitter umgebende Raum sei mit einem nichtleitenden Medium 
(o=0) ausgefillt, von dem ich der Einfachheit halber annehmen will, 
da8 seine Dielektrizitatskonstante (¢) und Permeabilitét (u) gleich 1 seien 
(Vakuum). 


Ich lege ein rechtwinkliges Achsensystem so fest, daB seine y-z-Ebene 


mit der Gitterebene zusammenfallt und die z-Achse parallel zu den Spalten 
verlauft. 
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Gegen dieses Gitter bewege sich in Richtung der positiven zx-Achse 
eine ebene, linear polarisierte Welle von der Amplitude 1. Es handelt 
sich um die Frage, welche Verainderungen diese Welle unter dem Einflusse 
des Gitters erleidet. 


2. Lésungsansatz. 

Fiir unsere besondere Form und Lage des Gitters ist der Feldzustand 
unabhangig von der z-Koordinate. Unter dieser Voraussetzung kann man 
das allgemeinste Feld darstellen als Superposition zweier spezieller Felder 
von folgender Art: bezeichnet € den elektrischen, 4 den magnetischen 
Vektor, so ist im ersten Falle €,— 0, d.h. die Schwingungen sind parallel 
zur z-Achse polarisiert; im zweiten Falle $.—0, d.h. die Schwingungen 
sind senkrecht zur z-Achse polsrisiert. Die Maxwellschen Gleichungen lauten 


im ersten Falle: im zweiten Falle: 
m I1¢ _ pm 
.*s =;6.. 
é9. 3 , 4 i 2 
(la) —h ——.6,, (1b) oe ety 
0G, 0G 1 ¢ O95 _ Se =i. é. 
Oy of es ex _— 


Aus ihnen ergeben sich unter der Annahme Po Schwingungen: 
€ = £-e**trt H = H-e®*irt 
durch Elimination von € bzw. § als ,,Schwingungsgleichungen“ fiir die 
Ortsfunktionen E = E(xyz), H= H(xcyz): 








aH. Fila « | qa ak, . az 2 2av Qa 
9 ae - —_ Es ae = — a co 
(2) pt tH H=0, TH+ 5+ HE 0, b= =. 


Da die Funktionen H, und £, periodische Funktionen von y mit dem 
Periodenintervall d sein miissen, so liegt es nahe, die Lésung in Gestalt 
einer Fourierreihe anzusetzen. Ich mache also im ersten Falle fiir H_ fol- 
genden Ansatz: 

Fiir z < 0 sei: 





Sa) — k | k YW = kam Qa 
(3a) HH, = e—tkz 1 ett e+ Py: ikd ax -et z+ im® 
fir z>0: 
+2 H 
(3b) A, = _ - Be Mrmnenetng, 
m=—@ 


Damit diese Funktion den Maxwellschen Gleichungen (und damit auch 
der Schwingungsgleichung) geniigt, mu8 
i 


2 
Cm es 
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auftreten'), so muB man iiber die Konstanten 


setzungen treffen *): 
— 
= 
d 2 


jm |, falls 


, falls 





c= —$ 





Der Fall, daB die Gitterkonstante d ein ganzzahliges Vielfaches der 


Wellenlange 4 ist, es also ein m gibt, so dab 


ist, soll hier nicht behandelt werden. 


3. Herleitung des mathematischen Problems. 


Auf Grund der Maxwellschen Gleichungen ergeben sich fiir die Kom- 
ponenten des zugehdérigen elektrischen Vektors folgende Werte: 





«,, noch 


4? 


1 > mo 


32 
1<_m*~ 


ad?" 


d? 





sein. Sollen ferner auBer der einfallenden Welle e-‘*** nur auslaufende 
folgende Fest- 


. ¥ 
tkam z+2nim 


° ‘ 
Z+2nim, 


Fiir z < 0: 
z oir y ae eitametinims 
osare k*d* a, 
(oa 
P om tke __ — x . 
E, e~ et — H,,-e 
m= — «0 
E. = (): 
fir z > 0 
E - _¥ 2ximH,, e “tk am e+2xi me 
“i k* d* cm 
m= — © 
(5b) 1 +@ 
: aan. -O8 , tka» 
E, ikd » H,e 
: m=-—-@® 
E,=0. 





Die Bestimmungsgleichungen fiir die Konstanten H,, 


unterworfen werden miissen. Diese Bedingungen lauten: 


cng 


*) Vgl. G. Jafié, Phys. Zeitechr. 22 (1921), S. 578. 


Mathematische Annalen. 101. 








d 
; 


folgen aus den 
Stetigkeits- und Randbedingungen, denen beide Vektoren in der Gitterebene 


1) Vgl. A. Sommerfeld, Jahresber. d. d. Math.-Ver. 21 (1912), S. 326 ff. 
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1. Die Komponenten beider Vektoren miissen in den Gitteréfinungen 
stetig sein. ©, ist auf Grund des Ansatzes stetig. Damit auch 9, und 
€_ stetig sind, mus 




















( H, lem +0 = ( H,)2= —0 
sein. 





2. Die Tangentialkomponente des elektrischen Vektors mu8 langs der 
Gitterwand auf beiden Seiten verschwinden: 


(Ey ex+0 = ( Ey )e=-0 =(. 


Aus diesen Bedingungen ergeben sich als Bestimmungsgleichungen fiir 
die Konstanten H,, folgende Beziehungen: 


+2 

L. = p> at. ettmi — —tk fir yina, 
(6) oe 

Il. z PY eo" = 0) fiir y in b. 


u=-— 2 


Das Problem der Beugung einer elektromagnetischen Welle am Gitter 
fiihrt also (wenigstens fiir diesen Polarisationszustand) auf folgende mathe- 
matische Aujgabe: 

Es soll eine trigonometrische Rethe 


h(y) = 1 ; P H ettimy 
durch Berechnung ihrer Koeffizienten H, so konstruiert werden, dap sie 
in dem einen Teil des Periodenintervalls (in 6) verschwindet, und da 


das innere Produkt threr Glieder in die vorgegebene Konstantenfolge 
l 9 . 


se ; ’ , 
ts @&. G Gh as 


© 
h* (y) = y’ He. gti 


+ 

1 
a i 
m=— 0 


im iibrigen Teil des Periodenintervalles den Wert —ik besittzt. 


4. ,,Komplementirer Fall, Babinetsches Prinzip. 


Ich stelle dem eben behandelten Fall als komplementaren denjenigen 
gegeniiber, den man erhalt, wenn man im Gitter Offmungen und Wande 
vertauscht und gleichzeitig die Polarisdtionsebene der einfallenden Welle 
um 90° dreht. Fiir den elektrischen Vektor sei: 
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fiir «<0: 
+2 
” . E. ik « 2nxim” 
f _ —ikz ™m _ th Gy Z+2aAtm 
(fa) H,=e = p> ikdem “9 
m=-—-D 
fir «> 0: 
+0 
" , ik E —ik 2nim” 
= e—tkz > tka,z+2xim 
7b) E,=e + Di ape 3 
m=—-@ 
wobei die «,, die oben definierten Werte bedeuten. Hieraus 


sich fiir die Komponenten des magnetischen Vektors die Werte: 








fiir z < 0: 
+2 q 
i = 2ximEn  pikanstinims 
© FP em 
(Sa) 1 +@ 5 
— oo > tka, Z@+2aim 
H,=—e +5 > £,¢ 4, 
m= —@® 
= (Q; 
fiir x > 0: 
+@ ; 
HT =m 2aimE,, “th am B+ xi mG 
7 ace oe te 
(Sb) + @ 
a , Se = E... eth amet txims 
— —a ikd . mu e ? 
m=-@ 
H, =0. 





errechnen 


Die Bedingungen, denen beide Vektoren in der Gitterebene zu geniigen 


haben, sind dieselben wie friiher: 


1. Ihre Komponenten miissen in den Gitteréfinungen stetig sein. Dies- 
mal sind anf Grund des Ansatzes die z-Komponente des elektrischen und 
die z-Komponente des magnetischen Vektors stetig Damit auch die 
y-Komponente des magnetischen Vektors stetig ist, muS man fordern, dab 


(H,),--0o=(A,)eo40 fiir y in b *) 


sei. 


2. Die Tangentialkomponente des elektrischen Vektors mu8 langs der 


Gitterwand auf beiden Seiten verschwinden: 


(£,).-409 = (#,),--o=9 fir y in a.'*) 


*) Die geometrische Bedeutung der Intervalle a und b ist dieselbe wie im vorigen 
Falle, ihre physikalische Bedeutung also vertauscht: b bedeutet jetzt Gitteréffnung, 
a Gitterwand. 
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Das liefert zur Bestimmung der Konstanten Z,, die Gleichungen: 


ve — y 
L t- D) Be "#=0 fiir y in b, 
‘ nu=-@ 
1 WE, 2ximt it i 
(I. —_ — +¢ ¢——¢k fir y ina. 
m=-oa ™ 


Es zeigt sich also, da8 auch der komplementiare Fall nicht nur auf 
eine Aufgabe derselben Art, sondern sogar auf genau dieselbe Aufgabe 
fiihrt. Man kann diesen Zusammenhang zwischen beiden Fallen auffassen 
als eine Bestatigung des im Sinne der elektromagnetischen Lichttheorie ab- 
geinderten Babinetschen Prinzips fiir die oben beschriebene Art von ebenen 
Gittern. Es sei bemerkt, da dieses Prinzip bisher nur fiir die komplemen- 
tiren Fille des einfachen Spaltes und des einfachen Streifens, da aber 
wieder mit denselben Abweichungen gegeniiber seiner urspriinglichen Formu- 
lierung in der elastischen Lichttheorie (Polarisationszustand der Schwin- 
gungen, Reflexion bzw. Durchtritt der einfallenden Welle) bewiesen war‘). 


5. Zuriickfiihrung des mathematischen Problems auf die Auflisung 
eines linearen Gleichungssystems. 


Der niachstliegende Gedanke zur Lésung des oben unter (6) formu- 
lierten Problems besteht wohl darin, es auf die Auflésung eines linearen 
Gleichungssystems mit unendlich vielen Unbekannten zuriickzufiihren. Zu 
dem Zwecke ist es wiinschenswert, die iiber den Index m von —oo bis 
+-co laufenden Summen umzuschreiben in solche, deren Index von 0 bis 
+-oo lauft. Ich setze: 

H, Hy + H_. 


— => TZ,; ~ — =f 
yd 0 


. k, 
2d 2m—1? ais 


(9) 





= Zem 


=| | 
ow) & 


2a y 
und fiihre statt der Exponentialfunktionen e- 4 das iiber das Interval! d 
normierte und vollstandige Orthogonalsystem 


y3  —_— 
| Po (¥) = a’ VYem—1(¥) = Va -cos2am =, 
(10) 
j 7 
, 2 , 
| Pam \(¥) = \-7° sin 22m 5 


ein. Ersetze ich auBerdem die «,, durch die Zahlen a, vermége 


: 1 1 1 
(11) eee S 5-1 =n Giuans* 


*) Vgl. P. Epstein, Mathem. Enzykl. V 24, 8. 510f. 











oo a 
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so lauten unsere Bedingungsgleichungen : 
(2 a,, * z,,° Pm (¥) ol tk fiir y in a, 

m=0 
| y1 ‘Ly°Pm(¥) =O fiir y in b. 

m=0 
Jetzt multipliziere ich jede der Gleichungen mit ¢,(y) durch und integriere 


iiber a bzw. 6. Dadurch erhalte ich zur Berechnung der Konstanten z,, 
folgende beiden simultanen Gleichungssysteme : 


@ 
| I. D» Vy? Ly? Any = Cys 


13) a (n =0,1,2,...) 
| 1. z,,° 6... = 0 
ond ne un 
wobei 
Onn = J Pm (¥)* On (y) ay, Ban = fo,.(y)-”,(y) dy, 
18a (a) (0d) 
} 
c,=—tk-J@,(y)dy. 
(@) 


Wegen der Eigenschaften des Funktionensystems p,,(y) bestehen zwischen 
den a,,, und Bb, folgende Beziehungen : 


mn 


0, wenn m+n, 

14 a,, n ¥ mat yg 

im 1, wenn m=n. 
Hier ist nun wesentlich, daB es durch einen Kunstgriff gelingt, die Lésung 
der simultanen Systeme (13) zuriickzufiihren auf die Lésung eines einzigen 
Systems oder — wenn man will — auf die sukzessive Lésung zweier 
Systeme. Addiert man nimlich die Gleichungen des zweiten Systems zu 
den entsprechenden Gleichungen des ersten Systems, so folgt: 
(@,,—1) -Gyq*® = 


m n? 


| I. t+ 


| 1. 


und es la8t sich zeigen, daB, wenn das System (151) iiberhaupt eine 
Lésung besitzt, man aus dieser Lésung durch folgenden ProzeB eine andere 
gewinnen kann, welche beiden Systemen (15) gleichzeitig geniigt. Man 
bilde mit einem Lésungssystem z,, von (151) eine Funktion 4(y) nach 
folgender Vorschrift : 


16) A(y) = —ik— 3 (a, —1) ty: Gq (y) 


m=0 


15) , 
b “zx a= (), 


mn m 
0 


3 
Bhs 7 i i4s 
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und integriere diese Funktion nach Multiplikation mit y,,(y) iiber a: 


(17) Si(y)-on(y) dy = &,,. 


(a) 


Dann geniigen die so gebildeten z, beiden Systemen (15) und damit auch 
den urspriinglichen Systemen (13). 

Beweis: 1. Ich setze in die linke Seite von (151) an Stelle der z,, 
die Z,, eim und mache von der Tatsache Gebrauch, dai die z, dem 
System (151) geniigen: 


f[- tk — S(a, — 1)-2,.°~,,(¥))- 9, (y)dy 


(a m=0 


+ Z(e.- 1)-a,,,°f [—tk- (a, - 1) -%,°P,(Y¥)) Pn (y) dy 


m=0 (a) n=0 


¢, — » (G,,—1)-a,,,,°%, + D> (@,,—1)-a,,,,°[¢,, — > (a4,—1)-2,-a,,] 


~ mn m n mn 
m=0 m=0 n=0 
C, 7 Py (a,, = ] i Gon [¢,, — P 4 (a — l ; a,, m ,] 

m=0 n=0 

t Py \@,,, en l ) 7 €.4' [c,, ars » (a, _ l we T° Onn | - C., ’ 

m= n=0 
2. Da i(y) = > #,,(¥)*%,, = fiir y in b, so ist auch 

; m=0 
fAly)- .(ydy= > Sf o(y)-%,(y)dy-%, = S'b,,,-F, = 0 
m=0 (bd) m=0 
fir n=0,1,2,.... 


Damit ist eime Methode zur numerischen Behandlung des Pro- 
blems gegeben, zumal sich nach einer naheliegenden Transformation des 
Systems (151) leicht zeigen lat, 1. daB je endlich viele Gleichungen des 
Systems voneinander linear unabhangig sind, und sich 2. die zur numeri- 
schen Berechnung der z,, benétigten inneren Produkte der Koeffizienten- 
reihen der einzelnen Gleichungen in geschlossener Form angeben lassen. 
Nimmt man namlich in (151) die a,,—1 in die z,, auf, indem man setzt: 


| \4,, — 1)-x 


so schreibt sich das Gleichungssystem folgendermaBen : 
(15 Ia) -y,, + se. Y_ = C, (n=@0,1,2,...). 
m=0 


Zu 1. Waren nun hierin irgendwelche A Gleichungen mit den Indizes 
N,,M,,---, 7, und den zugehérigen Koeffizientensystemen 
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Go.n,, 1,2; 1 oe SY ee PO ree : 
1 
Gong» Fi,nmgs +++ ae eT ee ee 5 
1 
Gon,» Fin,» +++» @a.—1 + Gn, .n,> Gn +imyr ceeeees 
A 
voneinander linear abhingig, so miiBte es A Zahlen 4,, 4,, ..., 4, 80 
geben, daB 
h 0 fiir n, + N,,M.,.-.,M,; 
> Ain a, = An - 
ye ——— = 
wor a7 fiir n, = 1,,Mq,.--,%.- 


Das hieBe, auf die Bedeutung der a, zuriickgegrifien, daB sich die nicht 
simtlich verschwindenden Konstanten 4, so bestimmen lieBen, daB 


h 0 fiir nm, + n,, Mg, ---,M%; 
Ve \ ‘ 4 
SA: | ap(¥) Py(u) a9 = ——+— fir n,—n,,n n 
i=1 (a) an, — 1 k ae ee or eee 
oder — nach Vertauschung von Summation und Integration — dai 
A : 0 fiir m, + m,,M,,.-.,M,; 
18) {[Sa-o (9)|-@.. (9) dp = A, - 
2 lis wr. jy CFT my, = My, My, «++ My. 


Die linken Seiten von (18) kann ich auffassen als die Fourierkonstanten 
einer Funktion 4(y) von folgenden Eigenschaften: 


h 

i J Aly) = Sa, (y) fir y ina, 

| eee t=1 
0 fiir y in b. 


Es ist aber unméglich — wie in Gleichung (18) behauptet wird —, dab 
von den Fourierkoeffizienten einer derartigen Funktion, die in den beiden 
Teilen a und 6 des Periodenintervalles ganz verschiedenen Gesetzen ge- 
horcht, nur eine endliche Anzahl von null verschieden ist; vielmehr folgt 
aus (18), daB alle 4, verschwinden, d.h. die Koeffizientenreihen der Glei- 
chungen voneinander linear unabhiangig sind. 

Zu 2. Wegen der Eigenschaften des Systems der 9,,(y) gilt fiir 
irgend zwei quadratisch integrable Funktionen f(y) und g(y) der Parseval- 
sche Satz: 


Jty)oly)dy = 5 {f(y oy) dy- Jo(y) r(y) ay. 


> 


(d) 
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Wahlt man insbesondere statt f(y) und g(y) die beiden durch folgende 
Festsetzungen definierten Funktionen 9, (y) und @, (y): 


i {?n(y) fiir y in a, rar f Pn (y) fiir y in a, 
¢ { = : G a tS ) = . 
Pm \¥ | 0 fir y in b, rev | 0 fir y in b, 
so lautet.der Parsevalsche Satz: 
Onn 7” » 4,,;° a1 ? ann S 7 Pp, 4Y; 
1=0 (a) 


und daraus ergeben sich unmittelbar fiir die zur Berechnung der z,, 
bzw. y,,) bendtigten inneren Produkte der Koeffizienten einer Gleichung 
in die konjugiert komplexen Werte einer anderen folgende Werte: 








v7 1 
Gan aad A ni a. ou Gm An ae any 
l=0 
1 1 
Amn l+ a,,—1 a, —1 
19) 
a? 1 1 
Can head a, ani a, - 1 aan An l Gan a, l ay — 1 
i=0 
l 1 1 1 
’ 4 + 
Fan 1+ a, — 1 a, — 1 a,—1 a,—1 


wobei ein Strich iiber einer GréBe (@) wie iiblich den Ubergang zur kon- 
jugiert komplexen andeuten mag. 

Damit ist, mit Riicksicht auf das unter 1. Bewiesene, ein Mittel ge- 
geben, die ,,Lésung kleinster Norn“ des Systems (15 1a) und damit die 
Lésung der simultanen Systeme (15) — etwa auf dem in: G. Kowalewski, 
Determinantentheorie, Leipzig 1909, 8. 438 ff. entwickelten Wege — unmittel- 
bar zu berechnen. Dagegen wollte es mir bisher nicht gelingen, zu zeigen, 
daBS das so gewonnene Lésungssystem y, von konvergenter Quadrat- 
summe ist. 


Ll. Teil. 
1. Verallgemeinerung des Problems. 


Das Problem der Beugung einer elektromagnetischen Welle am Gitter 
fiihrte auf folgende mathematische Aufgabe: Das Periodenintervall d des 
vollstandigen und normierten Orthogonalsystems 


J/1 [2 9 x 
’ | o(2) =] aq’ Pam—1 (2) = | qossams, 
{20} 
mata 
Zz 


| Pan (2) =) 3-sin2am3 
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ist durch Einschaltung irgendwelcher Zwischenpunkte in eine endliche 
Anzahl von Teilintervallen zerlegt. Diese Teilintervalle werden, als offene 
oder abgeschlossene Intervalle aufgefaBt, zu zwei Gruppen vereinigt und 
diese Gruppen dementsprechend mit (a) und (6) oder mit (a) und (6) 
bezeichnet. AuBerdem ist eine Zahlfolge a,, vorgelegt. Es sollen die Zahlen 
z. so bestimmt werden, dab 


zn 
> 4° Lin* Pm (2) = konst. in (a) und 
m=0 
(21 
x 
, 
> 1:2%,°P_(t) =9 in (b). 
m=0 


Uber den Funktionswert in den Endpunkten der Intervalle (a) und (5) 
werden keine Vorschriften gemacht. 

Etwas verallgemeinert kénnte man dieses Problem so formulieren: 
Fiir jede der beiden Intervallgruppen (a) und (5) ist eine Zahlfolge a, 
bzw. 6, und eine willkiirliche Funktion f(z) bzw. g(x) vorgegeben. 
Gesucht sind die Zahlen zx, , fiir welche 


m=0 


a 
| D> Gn * Lin Pm (2) = (2) in (a), 


wa) 
bo 


| Y b,,-2,,-,, (2) g(x) in (db), 
m=0v0 

wobei die ,,(a) ein beliebiges vollstandiges und normiertes Orthogonal- 
system bedeuten. Indes zeigt sich sofort, daB dieses verallgemeinerte Pro- 
blem als Superposition zweier einfacheren Probleme dargestellt werden kann. 
Setzt man namlich 


an bn 


Dm m? Am m? 


und nimmt man an, daf folgende Teilaufgaben lésbar seien: 


+ x . 

Cm Yn Pm (2) f(x) in (a), 
m=O 

4 x 

y 1-y,,-9,, (2) =0 in (5) 
m=0 


und 


“8 
bs 
Nx 


@~,, (2) =0 in (a), 


Ms 
a 
nx 


P_(#) = g(x) in (b), 


= 
= 
= 


eee 
3 
i] 
— 
3 


3 
" 
° 


o 


so lésen die Zahlen y,, = die Teilaufgaben 
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| D Fu°Ym' P(X) =f (x) in (a), 
m=0 
| Ou Yin? Pen (0) = 0 in (b) 
m=0 
und 
| D> Fy, *2y* Py, (2) = 0 in (a), 
m=0 
D bn" 2m* Pm (%)=g(x) in (6), 
m=0 


und man erhalt durch Addition der entsprechenden Gleichungen 


Ms 


B,. (Ym + Zm)* Pm (2) = f(x) in (@), 
m=0 
Ld 5 , . 
by (Yn + 2m)" Pm(%)=9(%) — im (6). 
m=0 


Die Zahlen z,, = y,, +-z,, sind also die urspriinglich gesuchten Unbekannten. 
Damit ist unser verallgemeinertes Problem zuriickgefiihrt auf das folgende 
speziellere: 

Gegeben fiir eine der Intervallgruppen — etwa fiir (a) — die 
Zahlen a,, und eine zunichst willkiirliche Funktion f(z); die ZL, SO ZU 
bestimmen, daB 


| S a,,-2,°P,, (2) 2 f(x) in (a), 
m=0 
(23) a 
| 2 1-2,,-%,,(%) =0 in (6). 
m=0 


In dieser Form unterscheidet sich die Aufgabe von der durch das 
Beugungsproblem involvierten nur darin, daS die Zahlen a, und die auf 
der rechten Seite der ersten Gleichung vorkommende Funktion f(x) véllig 
willkirlich sind und die y,, (x) ein beliebiges vollstandiges und normiertes 
Orthogonalsystem bedeuten. 


2. Beschreibung des Lésungsverfahrens. 
Ich setze zunichst voraus, dab 


(24) lim a, =a 


m>o2 


existiert und von Null verschieden ist: 
25) a+0, 


und dividiere die erste Gleichung des Systems, falls a+1 ist, mit a 
durch: 





~~ —_ es Ss 
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| a - Si. Zn Pu(t) = 1-f(2)=f(2) in (a), 
m=0 
| > 1-2,.°Pm (x) = 0 in (5). 
m=0 
Jetzt ist 
lim a, = 1. 


Man kann also, ohne das Problem dadurch wesentlich einzuschrinken, an- 
nehmen, daS der Limes der urspriinglich gegebenen Konstantenfolge, wenn 
er iiberhaupt von Null verschieden ist, gleich 1 sei. 


Ferner will ich nur solche Lésungen in Betracht ziehen, fiir welche 


2 a . . . . 
»'|x,,|" konvergent ist. Dann kann ich die gesuchten 2, als Fourier- 


one 
konstanten einer samt dem Quadrate ihres Absolutbetrages integrablen 
Funktion auffassen und versuchen, diese Funktion durch schrittweise An- 
naherung folgendermaBen aufzubauen. 

Ich bezeichne®) f(x) mit g,(2z) und bilde die Fourierreihe einer 
Funktion g,(xz), welche in (a) mit g,(a) tibereinstimmt und in (b) ver- 
schwindet: 


. ) in(a), ~(0) 
jo(a2) = “ (b m*Pm(X)> Gm = J Io(X)- Pq (x)az. 
<a) 


Go(2) = Sim 
0 in(s), 


Die Fourierkonstanten 9,0 dieser Funktion J,(z) geniigen unseren Be- 
dingungsgleichungen noch nicht: es ist zwar 


ZG -”,,(z)=0 in (0), 
m=0 


dagegen 
54,9 m * Pm (2) = f (2) + 3, )* Gm’ * Pm (#) f(x) im (a). 


Die Funktion g,(z) hat also in (a) den Fehler 


9, (2) = 3'(a, —1)-92- —,, (2) = — 5b,: 92 -@,, (2) 
m=0 
— 39m m * Day (2) 


Um diesen Fehler nach Méglichkeit auszugleichen, bilde ich die Fourier- 
reihe einer zweiten Funktion g,(x), welche in (a) mit g,(x) iiberein- 





+ 
5) Im folgenden wird zur Vereinfachung wieder f(x) statt f(x) und a,, statt bin 
geschrieben. 








(26) 
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stimmt und in (b) verschwindet: 


— (zs) mie), -,. 2. . . 

9, \%) = 9, (2) , 9, (%) » Gm Pm (2), in = S 91(2)- q(x) dex, 
0 in (db), m=0 (a) 

und addiere sie zu g, (x). Aber auch die Fourierkonstanten von g, (x) +- g,(zx) 

werden im allgemeinen unseren Bedingungen noch nicht geniigen. Es ist 

zwar wieder 


A ~ (0) ~ (1) . " 
{Gm + Gm }-P,, (2) = 90 in (5), 
m=0 
dagegen 
2 a] 
: ~(0) , =(1 f ~ (1 , i 
> 4,,{Gm + Gm} Pm (2) = f(x) + S (a,, —1)*G9n’-,, (x) + f(x) in (a). 
m=0 m=0 


J, (x) + 9,(x) hat also dort den Fehler 
. ~(1 = ~ (1) 
— Jq(z) > (4,, - 1)- Om °P,,(«) = — Sd ‘Im *Pm (2%) 
m=0 m=0 


ae 
9m “Pm (X): 
m=0 
Um diesen neuen Fehler auszugleichen, bilde ich eine dritte Funktion 9, (zx), 
welche in (a) mit g,(a) tibereinstimmt und in (b) verschwindet: 


2) 


F a |: ee 2 1% -_ ' 
2 (z) = 92 (2) ay Gy (2) = SY Gm’ Pn (z), Gn’ = J G(x): (x) dx 
0 in (b), m=0 (a> 
und so fort. 


Auf diese Weise gelangt man zu folgenden beiden Funktionensystemen: 


9 (x) = f(z), 
g, (x) = Dp, (x)-b,,* f 9o(x)-”,,(2) dz = > 
m=0 (a) m= 


~ (1) 


9, (x)= S' 9,, (z)-5,,- JS 9, (x)-@,,(x) dx 
m=0 (@)> 


In+1\%) = Zo, (x)-b,,° SF Gn (%)- Py, (ae) dx : » § m(@)* Oy Gm = ‘ SD G_(2)-g 
m=0 (a) m=0 m=0 


und 





Pn(®)*D,,* Gm = 3) Py (2)-gn' 
m=0 


¥ y,,(2)-b,.° Gn = 3 —,, (2)-9f, 
( m=0 


(n+l 
m 
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wobei zwischen den g, (xz) und g, (x) die Beziehung besteht: 


(28) 5, (x) = ng 3 og 


Wenn sich nun zeigen laBt, daB die Folge der Fehler: 


—9:(%), —9(%), —9(2), 
den Limes Null hat fiir alle z in (a), und daB die Reihe 


(29) i(2) = 3G, (2) 

n=0 
im ganzen Periodenintervall konvergiert, so darf man erwarten, daB die 
Fourierkonstanten g,, von g(a) den urspriinglichen Bestimmungsgleichungen 
geniigen. Ich will den ganzen Proze8 der Herleitung jener Funktion @ (x) 
aus der Funktion f(z) unter Verwendung der vorgegebenen Zahlen a,, 
mit g, [f(x)] bezeichnen: 


(30) g(x) = 9, [f(x)]. 


3. Konvergenz des Verfahrens. 
Ich setze iiber die gegebenen GréBen folgendes voraus: 


(24,25) a) lima, —a vorhanden und von null verschieden, 


(31) b) S|a,—a|* konvergent, 
n=0 
(32) c) |f(#)| ist samt seinem Quadrat im Lebesgueschen Sinne iiber 


(a) integrabel, 


konver- 


a { f(z) in (a), 
) 


(33) d) die Fourierreihe fiir Go ( )» WO 9(y) \ 0 in ( 
F Z), WO Jol in (b 
( 


giere in d und stelle die so definierte Funktion g, (a) dar. 


, 


Wie oben gezeigt wurde, laBt sich der Fall 
lima, =—a+1 


zuriickfiihren auf den Fall lima, —1, wenn man die erste Gleichung des 
Systems mit a durchdividiert. Ich denke diesen NormierungsprozeB bereits 
ausgefiihrt und verstehe unter den a,, bzw. f(x) die dadurch gewonnenen 
Werte. Dann lautet die Voraussetzung b): 


s \a,, —1|*= 5'|b,|* konvergent. 
m=0 m=0 


Diese Voraussetzungen iiber die a, bzw. f(x) werden von den durch 
das Beugungsproblem gelieferten GréBen erfiillt bis auf die eine, daB 
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der auch fiir die Konstantenfolge des Beugungsproblems existierende Limes 
gleich null ist, wahrend er oben als von null verschieden vorausgesetzt 
wurde. 

A. Ich will fiir den ersten Teil des Beweises die Forderung b) ersetzen 
durch die weitergehende: 

(34) b’) Sb, \*=b% <1 

m=0 
und spater ein Verfahren angeben, durch das man sich nachtriglich dieser 
scharferen Voraussetzung wieder entledigen kann, wenn man an ihrer Stelle 
eine andere als Ersatz einfiihrt. 

Auf Grund der oben gemachten Voraussetzungen laBt sich zuniachst 
folgendes zeigen : 

I. Die unendlichen Reihen, durch die die g, (xz) (n = 1, 2,3,...) de 
finiert sind, konvergieren im ganzen Periodenintervall absolut und gleich- 
maBig, stellen also daselbst stetige und samt dem Quadrate ihres Absolut- 
betrages (sogar im Riemannschen Sinne) integrable Funktionen dar. 


Beweis: Auf Grund der Voraussetzung c) folgt zunichst, daB 


SIS £(2)- 0m (2) a2 |" = S190 |" 


m=0 (a) 





konvergiert; dasselbe gilt auf Grund von b) von der Reihe 


S| ,.|°. 
m=0 


Hieraus folgt wegen 
be is |g \2 


Jb |-| 92 < Pes loe 


9 ? 


daB auch 
5'|b,,|-|9° 
m=0 


konvergent ist. Das zieht aber, weil die y, (x) beschrankt sind, die abso- 
lute und gleichmaBige Konvergenz der Reihe 


Sd ¢,, (2)-b,,-9 
m=0 


und wegen der Stetigkeit der », (x) die Stetigkeit der durch sie definier- 
ten Funktion g,(z) nach sich. Aus der Stetigkeit von g,(z) kann man 
auf die Integrabilitét von g,(x) und von |g,(z)|* und daraus wieder auf 
die Konvergenz von 


»|S 9,(x)-9,,. (x) dx|? = S| 92 |* 


m=0 (@) ° m=0 


schlieBen und gelangt so zu einem Beweise dafiir, daB auch g,(zx) die 
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oben behaupteten Eigenschaften besitzt. Dasselbe lat sich durch wieder- 


holte Anwendung dieser SchluBweise von allen g, (2) zeigen. 


II. Ich bilde durch Addition der Fourierreihen der eben untersuchten 


Funktionen g,(z), g.(2) 


(35) g(x) = 5 Pn (2): b,, ‘Gor = 3 Pu (2): On Gu 


. die Doppelreihe: 


und zeige, daB diese Reihe ebenfalls absolut und gleichmaBig konvergent 
ist im ganzen Periodenintervall, also auch eine stetige und samt ihrem 
Quadrat im Riemannschen Sinne integrable Funktion vorstellt. 


Beweis: Nach Definition ist: 


~ (i) 


(1) ~ (0) 
Im = S91 ‘Gm =D 4A; 


=0 
~ (2) = (2 Ss ~ (1) 
Im = D9 "Aim _ a9 by Gy» 
(36) _ sad 





wobei a,, wie friiher die Bedeutung hat: 
Bann _ am ae Jem (x) P, (2) dx r 


Ich wende auf g*” die Schwarzsche Ungleichung an: 


{31 1]? | in|} 


t 


(37) are <{ S10" !") 


und schatze den ersten Faktor rechter Hand ab: 


(38) Pr Pr EP AP AT? pote {3 |b,-04,|"} 
={ 519"? |*}- {3 (351b,-,,|"}}. 
k=0 i=0 k=0 
Nun ist 


> |4:|"= 4, < 1. 
k=0 
Folglich wird 
(39) {3 |b, |*+ (a,.|7} = DO, |°- la. | <0? <1 
k= 1=0 k=0 
Also ist auch 


ES |b.) lol} = S43 16,1" lal} <6" < 


=U 
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Hiervon mache ich in (38) Gebrauch und erhalte durch n-malige An- 
wendung: 


=| =(n) )2 26 Si ~(m—-1))21 | 245 S| ~m—2) 122 Qnf wi ~) 21 

DT ad ee AT ei bt So pS. - SO DG, |*F. 

i=0 i=0 i=0 i=0 

Setze ich dies in (37) ein, so ergibt sich: 
qimtt) 12 — pan f 3B. /? 
Im | = La || -|a, 
1=0 

oder 

(40) |i <oV S17 |a,.P-V S10? 


Um hieraus eine Abschitzung des m-ten Fourierkoeffizienten von g(x) zu 
erhalten, addiere ich alle |g”’| bei festem m: 


(41) In |< Dla L PA 7 b, Ja. Vda 5 2 


Auch von der Folge In| laBt sich zeigen, daB ihre Quadratsumme konvergiert: 


(42) Mig ¢o 45 y y b, 2 | ha 


hon! | Ym | 2(1—b)* er Guat j l=0 J 


w 


bad uy . . * 
Hieraus und aus der Konvergenz von .5’|b. |” erschlieBt man wie friiher 


die Konvergenz von 


Das aber bedeutet, daB auch die Doppelreihe, durch die die Funktion g (x) 
definiert war, absolut und gleichmaBig konvergiert fiir alle x in d und eine 
stetige und samt dem Quadrat ihres Absolutbetrages integrable Funktion 
vorstellt. Man kann also die Glieder dieser Reihe, ohne deren Summe zu 
aindern, beliebig umordnen, insbesondere 1aBt sich g(x) darstellen in den 
beiden Formen: 


G(2)= 3 { Sn (2)-ba-Fm } und 
n=0 EA f 
(43) * a 
i(2)=3{ Son(2)-b,-50}. 
ta ” - f 
III. Bildet man nun aus den Funktionen g, (x), g,(x), ... und 
g(x) = ¥9, (zx) die Fourierreihen der Funktionen g, (x), g,(z), ... und 
rs n=1 
g(x), wo 
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: w= {0 in (a), 50) - [80 in (a), 

<a 0 im (b), ‘ 0 im (b), 
so ergibt sich auf Grund des Riemannschen Satzes, nach dem die Kon- 
vergenz und der Wert der Fourierreihe einer Funktion in einem bestimmten 
Punkte nur von dem Verhalten der Funktion in unmittelbarer Nachbar- 
schaft dieses Punktes abhangt, daB diese Fourierreihen in (a) und (6) 
konvergieren und die vorgeschriebenen Werte haben. 

IV. SchlieBlich folgt aus der Voraussetzung d), daB auch die Fourier- 

reihe der Funktion g(z): 


(44) g(x) = PX aC )- Sole 2)dz= Sm (2)-G 
in (a) und (6) konvergiert, und daB 


: _.  {9(%)= 9, (x) =g9(2) + f(z) in (a), 
(45) i(2)—{ n=0 
0 in (b) 
ist. 
B. Ist die engere Voraussetzung b’) nicht erfiillt, so kann ich den 
Index WN so groB wihlen, daB 


(46) yb, \*=b <1 
m=N 


ist. Nun forme ich die erste Bedingungsgleichung folgendermaSen um: 


N-1 x @ r 
(47) 2 2g * Peg (2) + XG Lm’ Pm (%) = Xi bay * Hu Pm () 


m=0 


=f (2) + 5 (1—a,)-2,-9,,(2) = F(x) in (a), 


wobei d, =1 fir m=0,1,....N—1, d, =a, fir m=N, N+1.... 
Sehe ich hierin F(z) voriibergehend als bekannte Funktion an, so hat dieses 
F(x), wie immer die spater zu bestimmenden Zahlen z,, (m=0,1,..., N—1) 
ausfallen mégen, die friiher von f(z) vorausgesetzten Eigenschaften. Des- 
gleichen geniigen die auf der linken Seite von (47) vorkommenden Zahlen d,, 


bzw. die zu ihnen gehérenden b,, = 1— 4d, der scharferen Voraussetzung 
36, \*=6 <1. 
m=0 


Ich kann also in diesem Falle die Lésung der Aufgabe 


3 4,-2,-%,(2) = F(x) in (a), 
(48) ‘ye 
| $1-2.-y0(2)—0 in (2) 
m=0 
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darzustellen versuchen durch die Fourierkonstanten g,, von 


N-1 


19) 9 (2) =G,, [F (x)) = 9, [f(2)) +S (1 — a)-2 4a, [Pm (2)), 


m=0 


weil der ProzeB g, |F(x)] wegen der Eigenschaften der d,, und F(z) 


sicherlich konvergent ausfallt. Um nachtriglich die Zahlen xo, z,,..., 2y-, 
zu bestimmen, multipliziere ich die Gleichung (49) der Reihe nach mit 
Po(X), P(X), --+» Py_y(#) durch und integriere iiber (a). Dadurch er- 


halte ich fiir die z,, das endliche lineare System: 


N-1 
50) ¢.=2.— YA -2@ (n=0,1,....N—1), 


n n —_ nm m 
m=0 


wo die c, und A,,, folgende Bedeutung haben: 


n 


50 a) °.= f Gs, (f (@))-, (2), an, =(1- An) JS Ga, [Pm (t)] <P, (2) dx, 


(a) (a) 


also bekannte GréBen sind. 


Soll unsere Aufgabe eindeutig bestimmt sein, so muS man voraus- 
setzen, daB die Determinante des Systems (50) nicht verschwindet. Diese 
Voraussetzung bedeutet eine Einschrankung fiir die a,, die in dam all- 

oc 
gemeineren Falle, wo »)|b,,|" >1 ist, als Ersatz fiir die frithere Bedingung 
m=0 


1 angesprochen werden kann. 


4. Verifikation. 


Ich habe nun zu zeigen, daB die Fourierkoeffizienten g, der so ge- 
bildeten Funktion g(z) den Bedingungsgleichungen geniigen. Zunichst ist 
ohne Rechnung klar, da8 sie der zweiten Gleichung geniigen. Dies folgt 
unmittelbar aus dem Umstande, daS die Funktionen g, [f(x)} (Fall A) 
baw. g,,[F(x)] (Fall B) so gebildet waren, daB sie fiir alle x in (b) ver- 
schwanden. Es handelt sich also nur noch darum, zu zeigen, daB auch 
die erste Bedingungsgleichung erfiilt ist. 


Ich behandle zuerst den Fall A, wo 
3S |b, |? = b* <1 
m=0 


war, und setze die g,, an Stelle der z,, in die erste Gleichung ein. Dann 
ergibt sich: 











Ty hs 


cow 











Beugung am Gitter. 


x 
~* ‘ - 
g (x) atm’ Im Pm (a) 


S Pn (2)-a a J 9(2)*P_ (x) dx 
m=0 (a) 
Sm (®)-S 9(@)-%» (vax — 3(1—a,, Py (%)+ Sg (2) Py, (we) dx 
=0 <a) m=0 <a) 
g(x) — b,,-¢,,(2)-f { 39, (x)}-p,, (a) dx. 
m=0 (> n=0 


Hier kann ich, weil S’g, (x) gleichmaBig konvergent war, Integration und 
n=0 


Summation vertauschen: 
~* 


g (x)= g(x) — 3b, Py (2 HS J % )* Py (x) dar}. 


m=0 a) 


Nun war friiher bewiesen worden, daB die auf der rechten Seite stehende 
Summe als Doppelreihe absolut und gleichmaBig konvergent ist. Ich darf 
also die Reihenfolge der Summationen vertauschen und erhalte: 


xz zx 
(51) g*(x)=g(x) —S{ Yb, -¢,, (x) Go" =9 (2) 29n+1 (2) 


n=0 m=0 n=0 
= g(x) — (g(x) —g,(z)) = g(x) — g (x). 
Dies ist, weil g(a) und g(a) in(q@) tibereinstimmen und g, (2) = f(z) ist, 
=f(z) in (a). 

War dagegen die schiarfere Voraussetzung iiber die 5, nicht erfiillt, 
so daB zur Lésung der Aufgabe das lineare Gleichungssystem (50) heran- 
gezogen werden muBte, so laBt sich der Beweis fiir das Erfiilltsein der 
urspriinglichen Bedingungsgleichungen unter der Ersatzvoraussetzung, dab 
die Determinante des linearen Systems nicht verschwinaet, folgendermaBen 
fiihren. Ich setze die Fourierkonstanten g,, der Funktion 


N-1 
g(x)= 9, [F(x)]=9, [f(x)] 4 » (l—a,,)-2 Ty, 9g 


m=0 


‘[¢,, (2)] 


dy 


in die erste Bedingungsgleichung an Stelle der z,, ein und erhalte: 


*(z) = > 4,,° Im? Pm (Xe = 3.: Pm \X) + 3a, InP om x) 
m=0 


m=0 


th 


N-1 ; 
PF Py (i- a,, ) Im Pm (z) = 


Y,, (%) — ‘s (1 — @,,) Gu Pm (%)- 
m=0 


Nun ist nach dem eben penis Beweise wegen der Eigenschaftender a, : 


x N-1 
> Gn" Im* Pm (X) = F(x) = f(x) + SY (1—a4,,)-2,,-¢,,(z) fiir x in (a). 
m=0 


m=0 


27* 
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Setze ich dies auf der rechten Seite ein, so erhalte ich: ‘ 
te N-1 N-1 nee 
g \ 2) = f(z) r P (1 — a,,)-2,,.- Py (%) — » (1 — 4.) Gu" Pm (2): 
m=0 m=0 


Hier mache ich von der Tatsache Gebrauch, daB die x, dem linearen 


System geniigen, da also 
N-1 
Zin _ Cr t 2 A,n'%s 


n=0 


ist, und ersetze gleichzeitig die in der zweiten Summe enthaltenen g, durch 
die ihnen auf Grund ihrer Definition zukommenden Werte: 





Gn=J G,,(F(2))-%_ (2) dx 


(a) 


N-1 w-1 
= f{3, (f(z)] + 5 (1—a,)2,-9, (¢,(2)]} o,, (a) da=—e.+ 5 A,,2,. 
<a) ° n=0 ’ 


n=0 


Dann ergibt sich: 


* 4 N 1 f N-1 
g (x) — f(z) + Py (i— By) *\ om T S Ann %q)*Pm (2) 
. m=0 n=0 
N-1 f N-1 \ 
_— 2X (1 — 4) \en + »’ Ann’ ng Pm (*) =f(z) fiir z in (a). 
m=0 n=0 


5. Unitatsbeweis. 


DaB die so gewonnene Lésung unter den oben gemachten Voraus- 
setzungen iiber die a, und f(z) auch die einzige ist, laBt sich folgender- 
maGen zeigen. 

Wie friihier (GI. (51)) bewiesen wurde, ist 

~* 


5° (2) = SF 4,-3,-9.(2)=9(2)—9(2) +4 z)={ 


m=0 


f(z) in (a), 
—g(z) im (6). 
Da f(x) in (a) und g(x) in (b) quadratisch integrabel ist und wegen 
lim a,,=1 aus der quadratischen Summierbarkeit der |g,| auch die der 
|a,.-9,,| folgt, so ist 

J 44: Gm Fm (2) = 9" (2) 


die Fourierreihe der durch sie dargestellten, aus f(x) in (a) und — g (zx) 
in (6) zusammengestiickten Funktion. Dasselbe gilt, wie oben gezeigt, von 


S 50 Pn (2) = 9 (2). 


Ich nehme an, es gabe zwei Lésungen des Problems mit diesen Eigen- 
schaften : 
a und oT 
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d. h. es ware sowohl 


9* (x)= Sa,-9, -p, (x) =f(x) in (a), 

m= 

a 
9 (a) = 1 9 Pm (2) = () in (b), 

m=0 

als auch 

(2) 5* sae ws (7 , ue ft in (a 
| g () a a,,° Im? Pm \%) f(x) in (a), 

m=0 


co 
®)9 (x) 7 > 1 9° Pm (2) 0 in (6). 


m=0 
Dann miiBten die Differenzen 


d,, _ 9. ro 9m 


folgenden Gleichungen geniigen: 


* = 2 
| ad’ (xz) = Sa,,-d,,-¢,,(%) =0 in (a), 
m=0 
4 . * \ 
d(x) > 1 -d,,-¢,,(2}= 90 in (6), 
m=0 


und die Reihen fiir d*(x) und d(x) miiBten ebenfalls die Fourierreihen 
der durch sie dargestellten Funktionen d*(x) und d(x) sein. Ich multi- 
pliziere die erste der Funktionen mit dem konjugiert komplexen Wert der 
zweiten und integriere das so entstandene Produkt iiber das ganze Perioden- 
intervall d: 

fd*(x)-d(x)dzx. 

(d) 
Dieser Ausdruck mu8 verschwinden, weil d* (x) in (a), d(x) im (b) ver- 
schwindet. Andererseits ist er nach dem Parsevalschen Satze gleich 
dem inneren Produkte der Fourierkoeffizienten beider Funktionen. Wir 
haben also: 


(52) 0= fd*(x)-d(x) dz = > a,,-d,,-d,,. 
<d) m=0 


Zerlege ich a, in seinen reellen und imaginaren Bestandteil: 


ae (1) « (2) 
a=da T +a, ; 


m m 


so entspringen aus (52) die beiden Gleichungen: 


Be — (1) 2 <7 (2) | \2 
(53) O= Da, |d,| wd 0= Ja,':|d,|'. 
m=0 mea 


Nun war 


lima,=1, dh. lima” —1, lima®=0; 
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ferner hatte ich vorausgesetzt, dab 


m 


Sii—a_(t= Sb. |*<1 


1 
sei. Daraus folgt, daB alle a 


positiv sind: 
m 


i - 
a. 0 fir m=0,1,2,.... 


Diese Ungleichung ist aber mit (53) nur dann vertraglich, wenn alle d_ 
verschwinden, d. h: wenn 


Ne =e far m=O, 1,2,.... 


ws , ’ . - P . -_ 
Ist die schirfere Voraussetzung b ) nicht erfiillt, so laBt sich die Eindeutig- 
ee . ‘ ” 
keit der Lésung unter Heranziehung der Ersatzvoraussetzung b ), daB die 
Determinante des linearen Systems nicht verschwinden soll, so beweisen: 
Die Folge d,, war so konstruiert, daB sie der scharferen Voraus- 
setzung b’ 


m=0 m=0 


geniigte. Folglich gilt, da die in F(z) vorkommenden Konstanten z,, 
durch das Gleichungssystem eindeutig bestimmt waren und F(z) den- 
selben Voraussetzungen geniigte wie friiher f(x), daB auch die der ur- 
spriinglichen Aufgabe aquivalente Aufgabe: 


x 

> 44,°Lm'Pm(X) = F(x) in (a), 
m=0 

~ . 

> 1-2,,°¢,,(2%) =9 in (b) 
m=0 


eine und nur eine Lésung besitzt. 

Ich méchte nicht unerwahnt lassen, daf dieser Unititsbeweis auch 
das physikalische Problem der Beugung am Gitter umfaBt, obgleich die 
Konstantenfolge a, dieses Problems die Eigenschaft hatte, gegen null — 


statt gegen einen endlichen Grenzwert — zu konvergieren. 

Es war: 

l l l 1 , _ a* 
@=—=—1, a, ,= See — = ——~, falls 1 > m?* 


&m e_m 32 32” 
A a 
1 — m*® 
d? 


iin, the tee". 
‘ | ad’ 


FaSt man auch hier als Lésungen nur solche Zahlen H,, ins Auge, fiir welche 


> | H,,|* konvergent 
m=0 








ist, 


qui 
vel 


is 
Z: 
fo 





bo 
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ist, so stellen sowohl 
+o 


a 1”. 1 y A, 2zim— 
h’(y)= .* 2a 
m=—@® 
als auch 


+ @ 

1 —~y 2nxim” 

h(y)=z- D Ave" 
m=—@® 


: . 7 ~ <h 1 2 . 
quadratisch integrable Funktionen vor. Sind nun ™H, und “H zwei 
verschiedene Lésungen der Aufgabe (6) und setzt man: 





D.=—_ea=- = Hn ~ Hm + PH » — HH» 
a Va ’ 2m-—1 y2d , 
. a —H, — i = m Tt « * m 
Dy», t GF ? 
}2d 
+~ @ . 
a) 1 7 wo — HH. 2nxim~ 
On* (y h* (y) =>" > eG ‘“=d*(y), 
m=— @ 
+ ® 
' . 2) . 1 7 9 2nxim4 
OR (y) — OR | _. »' (PH, —H,)-e ‘=d(y), 
y y) d ya) m mt y 
m=—@ 


so wird wie friiher: 
at ead 2 _ 
0 = fd (y)-d(y)dy= Sa,,-D,,-D,,- 
(> : m=0 


' ; etal 
Nun sind aber die a, des Beugungsproblems, wenn 7 kein Stammbruch 


ist, ausnahmslos von null verschieden, und zwar sind die ersten M dieser 
Zahlen positiv, die iibrigen rein imaginar mit positivem Realfaktor. Daraus 
folgt, daB alle D, verschwinden, also 

(1) _ (3) 
B= “"H., 
ist“). 


*) Der AbschluB der vorliegenden Arbeit wurde dem Verfasser durch die Not- 
gemeinschaft der deutschen Wissenschaft erméglicht, die ihm in dankenswerter Weise 
die Mittel hierzu zur Verfiigung stellte. 


(Eingegangen am 26. 7. 1928.) 











Die permanenten Wellen in ringférmigen Kanilen. 
Von 
Harald Geppert in GieBen, z. Zt. Rom.*) 


Das Problem der permanenten Wellen, d.h. solcher Wellen, bei denen 
sich die freie Oberflache einer Fliissigkeit ohne Anderung der Form fort- 
bewegt, ist in letzter Zeit vielfach behandelt worden. Den Fall eines gerad- 
linig gestreckten Kanals hat Herr Levi-Civita in einer Reihe von Arbeiten 
untersucht*) und neuerdings seine strenge Lésung gegeben*). In der Praxis 
ist man jedoch, um Wellen des genannten Typus zu studieren, gezwungen, 
die geradlinigen Kanale durch ringférmige von groBem Kriimmungsradius 
zu ersetzen. Auf Veranlassung von Herrn Levi-Civita untersuchen wir da- 
her im folgenden den theoretisch und praktisch wichtigen Fall der kreis- 
ringférmigen Kanile. 

Ausgehend von dem allgemeinsten Ausdruck fiir das Geschwindigkeits- 
potential werden wir durch die Annahme, daB es sich um relativ niedrige 
und schnelle Wellen handelt, eine sinusférmige Oberflachenwelle heraus- 
schalen kénnen, wobei wir auf ein neues Eigenwertproblem stoBen. Wir 
verfolgen die Entartung dieser Wellen bei schwach gekriimmten Kanilen; 
sie geht in zwei Richtungen vor sich: einmal entspringen Airysche Wellen, 
die in der Laéngsrichtung des Kanals fortschreiten, und fiir die die Airysche 
Relation bis auf eine Korrektion zweiter Ordnung erfiillt ist, andererseits 
Wellen, die in der Querrichtung laufen und sich als Superposition zweier 
entgegengesetzt laufender Airy-Wellen darstellen lassen. Unsere Wellen sind 
an der Oberfliche von einem leicht angebbaren Massentransport begleitet, 
wodurch ein bekanntes Resultat von Herrn Levi-Civita verallgemeinert wird *). 


) Fellow of the International Education Board. 
*) Rendiconti della R. Acc. dei Lincei 16,2, 1907, 8S. 776; Fragen der klassischen 
und relativistischen Mechanik, Berlin 1924, S. 26. 
*) Math. Annalen 93 (1925), S. 264. 
*) Vortrige aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik, Berlin 1923, S. 85. 
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H. Geppert. Wellen in ringférmigen Kanilen. 


§ 1. 
Allgemeine Lésung. 


Es sei ein kreisférmiger Kanal vorgelegt, der Radius der auferen 
Wand werde mit R,, der der inneren Wand mit R, bezeichnet, so dab 
R, < R, 
ist. Dieser Kanal sei mit einer inkompressiblen Fliissigkeit der Dichte 1 
angefiillt, deren Tiefe im Ruhezustand gleich h sei. Durch irgendeine auBere 
Beeinflussung wird die Fliissigkeit in Wellenbewegung versetzt; wir wollen 
hier speziell die permanenten Wellen studieren, die dadurch ausgezeichnet 
sind, daB sich die freie Oberflache ohne Anderung der Form mit einer 
konstanten Geschwindigkeit c fortbewegt, die sehr groB ist gegeniiber der 
mittleren Geschwindigkeit der einzelnen Fliissigkeitsteilchen, die durch ihre 
Schwingungen eben jene Wellenbewegung hervorrufen. Es sei w die Winkel- 
geschwindigkeit, mit der die freie Oberflache o in unserem Kanal lauft; 
wir fiihren zwei Koordinatensysteme ein: 

1. ein festes System, dessen xy-Ebene in die Oberflache der ruhenden 
Fliissigkeit fallt und dessen Anfangspunkt daselbst im Mittelpunkt des 
Kreisringes liegt; r, ® seien die Polarkoordinaten der 2y-Ebene, die Héhe z 
werde nach unten hin positiv genommen, so dab 


R4°S8,, #68 
ist; 
2. ein mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w um O rotierendes, 
gleichorientiertes System r,#,,z, das sich vom vorangehenden nur im 
Argument 


(1.1) d,=—80-—ot 


unterscheidet und fiir 0 mit dem ersten System zusammenfiallt. In 
diesem bewegten System ruht die freie Oberflache o. 

Uber die zu untersuchenden Bewegungsvorginge machen wir zunichst 
die folgenden Voraussetzungen: 

I. Die Bewegung ist wirbeljfrei, es existiert mithin ein Geschwindig- 
keitspotential g(r, @#,z,t). Im rotierenden System soll die Bewegung 
stationar, d. h. nur vom Orte abhangig sein, y hangt also von ¢ nur durch 
6 


, ab, es ist somit 


(1.2) p(r, 0,z,t)=—o(r, J,, 2). 
Die absoluten Geschwindigkeitskomponenten der Fliissigkeitsteilchen sind dann 


0g 1 @@ oy 


— = — — Uv. = 


3) =a 
(1.3) v a8 = 00,” P Th 


r- Or? %= 


=| 
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Il. Die Flissigkeit ist inkompressibel, also geniigt qm der Potential- 
gleichung 


An den Seitenwainden des Kanals mu8 offenbar die radiale, am Boden 
die vertikale Geschwindigkeitskomponente verschwinden, d. h. » geniigt den 
folgenden Randbedingungen: 


- ( -P . 
1.5 =<=() fiir r _. R,, 
cr = 
. 0g es 
1.6 - 0 fiir z h. 


fz 


Ill. Auf die Fliissigkeit wirkt nur die Schwerkraft mit dem Poten- 
tial gz, infolgedessen gilt die den Druck definierende Gleichung 
0q l 


— gz+s5v°+P konst. 


Da auf der freien Oberflaiche o der Druck konstant ist, lautet die Glei- 
chung von o: 
6g ] 


1.7) o—+qz- 
é ” 98, g 


— 


yp" konst. 


Die Konstante bestimmt sich hierin aus der Forderung, daB z=0 die 
Oberflache der ruhenden Fliissigkeit bilden soll, also 


T 


R, 2 

1.8) ; fzdddr = 0 
R, 0 

sein mub. 

Wir versuchen, die angegebenen Bedingungen in méglichster Allgemein- 
heit zu befriedigen. Offenbar mu8 — seiner Bedeutung nach in #, periodisch 
mit der Periode 22 sein, kann also in eine Fourierreihe entwickelt werden: 

“ 
(1.9 p(r, 8,2) = Y{@, (r, z) cos nv, -+ P(r, z)sinnd,}. 
n=0 
Der Natur des Problems entsprechend diirfen wir y und seine beiden ersteu 
Ableitungen als stetig ansehen, so da die rechte Seite gleichmaBig kon- 
vergiert und wir durch Einsetzen in (1.4) fiir ®, Y die Differential- 
gleichungen finden: 





l ¢ 6d, n® a*®,, 
Z ot an @ 
r é@r or r? ?, + éz* ; 
(1.10 (n = 0, 1, 2, 3,...) 
1 ¢ av, n? oO", 
as — = 0 
r er ér rt" dz? 








un 


fo 
p 
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und aus (1.5), (1.6) die Randbedingungen entspringen: 


0®,, I P,, ij 

(1.11 —* = — =0 fir r=—R,, r=—R,; 
or er - 
Y Dp, OF - 

1.12 oon SFe 0 fir z=h. 


Es geniigt hiernach, allein die Funktionen ®, zu betrachten, zu deren 
Bestimmung uns der Bernoullische Ansatz 


(1.13 D, (r, 2) =C,(r)-Z, (2 


n 
fiihrt, mittels dessen aus (1.10) die Gleichung 


1 {d*C, 1 dC, 


1.14 C, \ dr? e 








_**o\ 1 She 
7a Ons = Z. a = konst. 


r dr 
folgt. Je nachdem die hierin auftretende Konstante negativ, null oder 
positiv ist, ergeben sich verschiedene Lésungen. 


a) Die Konstante ist negativ — — Aj, es folgt 

" d*C,, l dC, -2 n® d*Z,, +2 

E i. | - ) =() — == () 
(1.15 dr® r dr ' \*n r® Cy : dz* dn Zn , 


woraus unter Beriicksichtigung von (1.12) entspringt: 


1.16 C,(r) =J, (4,7) +e, Y, (4,1); 


n n 


. ‘ Ln Ay (@h—-2)) __ minh (eae , 
(1.17 Z,,(z) =a, (e"* +e ) = 2a,e°” Cof 4, (hk —z); 


n n n 


hierin ist «, eine beliebige Integrationskonstante, c¢, noch durch (1.11) zu 


n 


bestimmen. Die Randbedingungen (1.11) ergeben die Forderungen: 


Jn (4, Re) + ¢, ¥,(4, Ry) = 9, 
Ji (4, R, )+ C,, Y’(4, R, }—(, 


so daB sich 4, aus der transzendenten Gleichung 


(1.18) Th (4, By) ¥o (dy By) — J (4, Ry) YE (4, By) = 0 
und dann c, aus 

ow — sn (an Ry) In (hn Bs) 

" ¥, (An Ry) Y, (an Ry) 


ergeben. 

Wir werden im § 3 zeigen, daB (1.18) fiir jeden Index n abzahibar 
unendlich viele Wurzeln besitzt, die wir mit 4°, 4, ..., 4% ... bezeichnen. 
Da es in C,(r) auf einen konstanten Faktor nicht ankommt — wir kénnen 


uns denselben in «, aufgenommen denken —, wird: 


(1.19) OP (r) = J, (ar) ¥ (a R,) — ¥, (49 vr) J2 (a R,), 
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und die allgemeine Lésung von (1.10) 


7) (r, z) = Sa? Oo (r){ ents 2 be e 74s? @a- ny 
n A 
(1.20) 
¥, (1,2) — SBP OP (r)Le-WPe + eH R-ay 
j=1 
b) Der Fall, daB die Konstante der Gleichung (1.14) verschwindet, 
kann nicht eintreten, da die Differentialgleichung fiir C,(r) die Form 
annahme 
d*C, , 1dC,_ n° 


dr? |r dr r? nn” . 


mithin die allgemeine Lésung 


n 


C.(r)=c,r"+e,r 
hatte, die die beiden Randbedingungen (1.11) nicht gleichzeitig erfiillen 
kann. 


c) Die Konstante in (1.14) ist positiv + u,, dann wird 


; sr nT 
C,(r)=J1, (4,7) +¢,K, (4,1), 


u\i nn 


—_ ee. Gn - ) 
Z,,(2) = y,, 008 wu, (z —h), 


worin J, K, die modifizierten Besselschen Funktionen fiir imaginares 
Argument bedeuten®) und uw, mu sich aus der (1.18) entsprechenden 
Gleichung 


(1.21) I’ (u,, R,) Ki (wu, R, I’ (uw, R, K' (u, R,) = 9 


berechnen, von der wir im § 3 zeigen werden, daB sie keine reellen Lé- 
sungen besitzt. Mithin ist auch das Vorkommen dieses Falles ausgeschlossen. 


Aus (1.9) ergibt sich somit der allgemeinste Ausdruck des Geschwin- 
digkeitspotentials : 


@ @ ( 17) . . 1%) 
(1.22) o(r,8,z2)= 3 SOM (r) {em 24 ete Chay 
n=0 j=1 


eS Pe « | J) ot 
< {a cosn #, + BY’ sinn @, }, 


n 


worin die «.”’, 8’ Integrationskonstanten sind, die sich aus dem Anfangs- 
zustand der Bewegung fiir t —0 bestimmen lassen. 

Fiir ¢ = 0 kann namlich das Geschwindigkeitspotential eine beliebig 
vorgelegte Funktion F(r,#,z) sein, die nur der Einschrankung unter- 
worfen ist, der Differentialgleichung (1.4) und den Randbedingungen (1.5), 


*) Vgl. etwa: Andrew Gray and G. B. Mathews, A Treatise on Bessel Functions, 
London 1922, 8. 20-22; G. N. Watson, Theory of Bessel Functions, Cambridge 1922, 


3. 77—80 




















Wellen in ringférmigen Kanilen. 


(1.6) gehorchen zu miissen, so daB aus (1.22) folgt 


xa [ -) . P 
F(r, 8,2) = 3 SOM (r){e-M# 4 e Wada} 


n=0 j=1 
J 


< {a cosn ? + B% sin nd}, 


mithin: 


jal 


ya? oO (r) {eM @ “Ag? (@h—2)y -_ Bf Ptr, , z)dd, 
0 


57 ld APs, ,-Mea-ny_ 1 [ mw, « 
(1. 23) > «! CO,” (r) {e - € }= 1 far, 3, z)cosn ddd, 
0 


j=l 


>, #2 Co (r) {ene e~h th-ay = 1 {rr, d, z)sinn ddd, 
0 


j=1 
(9s ==1,2,...) 
wird. Fiir einen bestimmten Wert von z, z. B. z =h, erhalt man aiso: 
~ 2x 
af? e-?*. OY (r) cai fr. 6,h) dd, 
j=1 
(1.24) | “a 
. “ | ~” i) 1 { cos 
Ps ope * OM (r)— at | Flr, 8,h)) . node, 
j=1 6, *3 _ 
(mn =1, 2,...). 


Nun geniigen die C’”(r) fiir ein festes n einer Orthogonalitatsbe- 
dingung; es befriedigen nimlich C'” und C* die Differentialgleichung 
(1.15), in die resp. 4”, 4 einzusetzen sind. Sind diese verschiedene 
Wurzeln von (1.18), so gibt (1.15) 


R, 
(a* — a) [OP (7) OM (r) rar 


R, 
R, 
= {fom (7) 2 (ro (nr) — 09 (rE (r oe” (har, 
R, 
so daB wegen der Randbedingung (1.11) folgt: 
a 
(1.25) fro? (r) 0” (r) dr =0. 
Ry 


Man erhalt daher schlieBlich aus (1.24) die gesuchten Bestimmungsglei- 
chungen der Integrationskonstanten in der Form: 
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R, 22 R, 
} 1 in” 7 € j (7) 2 
ay tal "{ [rr(r,0,a)0% (r) addr: [ rO9"(r) dr, 
a 
26 ™° R, 
eis R, 22 R, 
«| 1 o, P n cos sat 
af 5 e"" rF(r, d0,h)C(r). nO dbdr: | rC.(r)*dr. 
ox d sin 
B,. R, 0 R, 


Setzt man diese Gleichungen oben ein, so erhalt man ein Entwicklungs- 
problem nach unsern Orthogonalfunktionen, auf das wir hier nicht weiter 
eingehen. 


§ 2. 
Die Oberflichengleichung. 


Den gefundenen Ausdruck (1.22) haben wir nun in die Gleichung 
(1.7) der freien Oberflache o einzusetzen. Wegen (1.3) lautet letztere 


a ‘ o 

cy 1/éy\" 1 ; ?\ 

2.1) o—+ 92 —) —-(|——) — —(— } = konst. 

. 00, g 2 \ér 2r* \a0 2 \dz , 

und aus ihr ist z als Funktion von #,,r zu entnehmen. Wir machen 

nun der Natur der von uns untersuchten Wellen entsprechend die An- 
nahme 


IV. Die Geschwindigkeit v eines Flissigkeitsteilchens soll klein sein 
gegentiber der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Oberfldichenwelle, d. h. 
es ist 

1 é¢ <a 1 


oy 
2.2 1 9 6 i961, 1% 61, 
wide r@ or < : r°w od, ~ r@ 02 < 





derart, daB die Quadrate der linken Seiten gegen 1 vernachlissigt werden 
kénnen. Dann lautet (2.1) in erster Naherung 


c 
(2.3) gz+ + == konst., 
“eo 


also wegen (1.22) explizit 





xa x 
konst. @ 7 ‘ / _aw Pro 
(2.4) z= + — 3 yn On (r){e7*= #+ e-*e Chay 
g g rr as 
n=1 j=1 
(j) 


< {oe sin nd, — BY cos nd, }. 


Man ersieht daraus, daB das fiir n —0 in (r,@,,z) auftretende, von #, 
unabhangige Glied fiir die Bildung von o in erster Naherung belanglos 
ist. Die Gleichung (2.4) ist einer Auflésung nach z nur im Falle kleiner z 
zuganglich; wir machen daher die weitere Annahme: 


V. Die Wellenhohe soll klein sein gegentiber der Tiefe des Kanals, 
d. h. es kann auf o die GréBe h —z durch A ersetzt werden. 








ul 
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Die Forderung (1.8) ergibt dann 
konst. = 
und aus (2.4) erhalt man in der verlangten Naherung die gesuchte 
Gleichung von a: 
IY _o jf ; P (j) : 
2.5) z >» Sn O' (r) (1+ e-2 *)(a”’ sin nd, — BY’ cos n¥, 


gm head “a 
n=1 j=1 


Hiernach entsteht die Oberfliche aus der Superposition derjenigen Wellen, 
die den einzelnen Entwicklungstermen von g(r, #,,z) entsprechen. 

Die Bedingungen IV, V bedeuten eine GréBenbeschrinkung fiir die 
Koeffizienten «,”, B” und damit zufolge (1.26) fiir den Ausgangswert 
F(r, #,z) des Geschwindigkeitspotentials. 

Zu den bisherigen Bedingungen tritt nun eine letzte physikalische 
Forderung, die besagt, daB o offenbar eine Stromfliche der Fliissigkeit 
sein muB, d.h. daB sich ein Fliissigkeitsteilchen, das im Augenblick ¢ auf o 
lag, sich auch zur Zeit ¢-+-dt auf o befinden soll; es ist dies gleich- 
bedeutend damit, daB neben (2.1) bzw. (2.3) auch die nach ¢ differenzierte 
Gleichung gelten soll. 


VI. Die Oberjlache o ist eine Stromfldche der Fliissigkeit, d. h. 
auf o gilt: 

















0¢ 20° P foe a*¢ oy a* gy l dg a "9? \ 
g=——— wo*— 20 (— t+ — + —e 
I: ae2 t or 5700, ' 02 08, dz r? 00, a8 2s 
(2.6) _ f(av\* ate 4 1 (29 "ay ee pe 2g. _ 1 ay (ay \* 
oe \\er/ ér* r* \ad, 6a? " \dz/ @22% r® or \éd, 
2 P ~~ 2 a” ay dp a 
+2 ao op Oe Se 1 ey, Sl oe. 
r®* dr 0b, rad, * 00, 02 00, dz Gr 02 Ordz 


Unter den Voraussetzungen III, IV lautet diese Gleichung in erster 
Naherung 


9° oP aw 
2. ¢) g— — w*—>- = 0 


worin g aus (1.22) und z aus (2.5) einzusetzen sind; es folgt, wenn man 
z=0 setzt: 


x 4 x . sf 

Ss cto ( j —24 : 2.4 /) 
9 .) D OD) ( ») ){1— e~P4yn ay yy vy Cc! (r) (ga 22) (1 e 24, hy 

— > i \ @ 


n=1j=1 
< {a cosn d, + 6 sinnd,}=0, 
und hieraus schlieBt man vermittels der Orthogonalititsrelationen der tri- 


gonometrischen Funktionen einerseits, derjenigen der CY (r) (vgl. (1.25)) 
andrerseits, daB die konstanten Faktoren verschwinden miissen; wir werden 
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nun spiiter zeigen, daB die 4” stets positiv angenommen werden kénnen, 
so daB ein Verschwinden der die GréBe A enthaltenden Klammern ausge- 
schlossen ist, also folgt: 


(2.8) al? — Bo = 0 (j=1... 00), 
a? (9 1? — w?n*) = BY (gd? — w*n?) =0 (n, fj =1...00), 

und damit das Problem einen Sinn habe, ist notwendig, daB fiir ein be- 

stimmtes Indexpaar n,¢ gilt: 

(2.9) gi = w*n?®, 

und alle nicht zu diesem Indexpaar gehérigen aj’, 8” verschwinden: 

(2.10) ay = py =0, {(k—n)*+(j—4)* +0}. 

Da die 4” schon als Wurzeln der Gleichung (1.18) festgelegt sind, 
bedeutet (2.9) eine Hinschrdnkung fiir die méglichen Winkelgeschwindig- 
keiten w: 

gi 

n 
ee he 
Mittels (2.8), (2.10) reduziert sich der Ausdruck fiir das Potential und 
die Oberfliche: 


(2.11) w* 


(*) 


» ‘ » 
(2.12) p(r,9,,2) = OM (7) {e-™* *+ e987" fo cos nd, + Be sin n 9, }, 


(2.13) z= = MeL + et *) (6 gin nd, — Be cosn®, ), 

worin os 
4 

(2.14) 6, -0—o1—9— 1 t 

zu setzen ist. 

Von den unendlich vielen Entwicklungstermen in g und z ist also 
nur einer iibrig geblieben — es hat sich eine, beziiglich #, sinusférmige, 
Welle herausgeschalt. Ubrigens enthilt (2.12) die Aussage, daB das Poten- 
tial eine abnehmende Funktion der Tiefe ist. Wir werden nunmehr die 


Ax” und mittels ihrer die C{ berechnen und somit den expliziten Ausdruck 
fiir die permanenten Wellen herstellen. 


§ 3. 
Die Eigenwerte. 


Wir gehen nun an die Diskussion der Gleichungen (1.18) und (1.21); 
dazu merken wir zunichst folgende Formeln an‘*): 





*) In der iiblichen Definition von Y, (2), K,,(z) hat man, um die Realitét zu 
wahren, an Stelle von log z die GréBe log|x| mu substituieren. 








(3.1 


ersi 
nicl 
in | 
A? 


zul 


offe 
gilt 
obi 


ist. 


de 
fin 


d. 
né 
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J,(—«)=(—1)"J,(z),  ¥,(—2)=(—1)"¥, (2), 


3.1) 
in I,(—2)=(—1)"1,(z), K,(—2)=—(—1)"K, (2); 


es entspricht daher jeder negativen Wurzel der Gleichungen (1.18) und 
(1.21) eine gleichgroBe positive Wurzel. Wie man aus (1.17) und (1.19) 
ersieht, wird C.(r) durch Vertauschung von 4 mit — 1? iiberhaupt 
nicht, Z,(z) nur um einen konstanten Faktor geindert, wir diirfen daher 
in allen vorangehenden Formeln die Summation auf die positiven Wurzeln 


a) ra 
4? beschrinken. 


Zundchst zeigen wir, da (1.21) tiberhaupt keine reellen Wurzeln 
zulaBt. Nach Definition ist namlich’): 


. z* z* rh \ 
2)=s 9A; PAWNS Te er BY: PA KW; Pere soar 
I, (x mai\it+saess + S4(Gn42) Qaed + j 
offenbar eine fiir positive 2 monoton wachsende Funktion, und das gleiche 

. ee , ee *,* oe . 
gilt fiir J,(a), so daB also fiir positive u, — und solche diirfen wir nach 
obigem voraussetzen — 
Ii (u,R 
(3.2) sath) <1 
Tn (ttn Ry) 
ist. 
Die Funktion X, (2) kann man andrerseits durch die Formel definieren *): 


K,(2)=y J THE grag (n>0), 


derzufolge K,(a) fiir alle positiven x auch positiv ist; fiir die Ableitung 
findet man: 


x 


Ki(z)=—} | ober, 


0 


w¥r 


"4 g*-*) de (n>1), 


d.h. K,(x) ist immer negativ und nimmt offenbar seinem Absolutbetrage 
nach ab, wenn 2 wichst, woraus wir folgern, daB 

(3.3) Kn (Hn Ra) >1 

, Ki (un R,) 

ist. In Verbindung mit (3.2) besagt dies, daB die Gleichung (1.21) fiir 
n=>1 unméglich ist. Fiir n =0 aber gelten die Formeln’*): 


Ij(z)=1,(z), Ko(x)=—K,(z), 


") Vgl. Gray-Mathews, a.a.0., 8. 20; Watson, a.a.0., 8. 70. 

*) Vgl. Gray-Mathews, a.a.0., 8.51; Watson, 8. 82. 

*) Vgl. Gray-Mathews, a.a.0., 8, 20, 22; Watson, 8. 79. 
Mathematische Annalen. 101. 28 
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und die Gleichung 


I, (49 Ry) Ky (Ho R,) — L(y R,) Ky (4g BR.) = 0 


j iv'do 


ist unmdglich, da J,(x) eime monoton wachsende, K,(xz) eine monoton ab- 
nehmende Funktion ihres Argumentes ist*®). 

Wir gehen nun zur Behandlung von (1.18) iiber. Man kann sich zu- 
nichst graphisch eine Einsicht in das Verhalten ihrer Wurzeln verschaftfen. 
Zeichnet man namlich die Funktion 


(3.4) f(x) = Ya(z): J,(2), 

deren Ableitung sich vermittels der Differentialgleichung zu 
, 2 n® 1 
f (2) az Bs z* Ji (2)? 


ergibt, so erhalt man eine aus unendlich vielen getrennten Zweigen, die je 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von J,(x) verlaufen, be- 
stehende Kurve. Die erste dieser Nullstellen ist bekanntlich™) gréBer als 
yn(n-+ 2), das Bild des ersten Zweiges ist also folgendes: er beginnt mit 
dem Werte —oco in x=0, steigt dann bis aur Stelle x—n, an der er 
sein Maximum annimmt, und fallt hinter diesem Punkte bis zum Werte 
—co in der ersten Nullstelle von J, (x); hier beginnt der zweite Zweig 
bei + co und fallt monoton bis zum Werte — oo in der zweiten Nullstelle 
von J, (x). Die andern Zweige verlaufen diesem entsprechend und haben — 
wie auch aus den asymptotischen Ausdriicken ersichtlich — die Gestalt 
der cotang- Kurve. 
Schreiben wir nun (1.18) in der Form 


(3.5) f(A, R,) =f (4, R,), 

so kommt es also darauf an, auf der beschriebenen Kurve zwei Punkte in 
gleicher Héhe zu finden, deren Abszissenverhiltnis R,: R, gegeben ist. 
Man sieht hiernach sofort, daB (1.18) unendlichviele Wurzeln hat. Mit 


Sicherheit gibt es auf dem ersten Zweige ein solches Punktepaar, fiir 
das dann 


(3.6) A,Rag<n<i,R, 


sein mu8, und das immer enger an n heranriickt, je naher das Verhiltnis 
R,: R, der Einheit liegt. Ferner gibt es unendlich viele Punktepaare der- 
art, daB die beiden Punkte auf zwei vom ersten verschiedene Zweige fallen, 
und deren Abszissendifferenz 4,(2, — R,) annahernd ein Vielfaches von 2 


%°) Letztere Tatsache ist bekannt, vgl. Gray-Mathews, a.a.O., 8. 82. 
") Vgl. Paul Schafheitlin, Die Theorie der Besselschen Funktionen, Leipzig 1908, 
S. 117; Watson, 8. 486. 
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ist. SchlieBlich ist noch der Fall méglich, daB der erste Punkt auf dem 
ersten, der zweite auf einem der andern Zweige liegt; er kann aber nur 
dann eintreten, wenn das Verhiltnis R,: R, einen gewissen echten Bruch 
nicht iiberschreitet. 

Um nunmehr die Berechnung der Wurzeln 4, zu leisten, entwickeln 
wir nach Taylor: 

Jn ( 2) Yn (a + &) — Jn (a +&) ¥a(x) = E {Jn (x) Yn’ (x) — dy (x) Ya(x)} 
(3. 7) 1 ty add o” \wls 
+ 58" {In (x) Yn” (x) In (x) ¥,(a2)}+. 


Man findet aber unter Benutzung der Differentialgleichung und bekannter 


Relationen **): 
Jn(x) ¥qn(x) —dy(x) Y¥q(2) = 
, ” ” ad 2 n? 
, J, (x) Yq (x) —d, (2) Yy(2) = ee I x 
(3.8) 
, yee wr yr? ‘ 2 3 n?® 
J, (x) Yn (2) —dy (x) Yn (2) = ame (3 — a9), 
, 71V IV » 2 2n*+3 n*(n*+-11) 
In (x) Yn (#)—dy (2%) Yn(e) == (1 <p I, 
so daB (3.7) lautet: 
J, (2) Y, (2 &) —Jy(x-+ &) ¥, (2) 
oi. ii he i ri. 2 vo 3n*\  § _ 2n*+3 , n*(n?*- 11)) a 
— zt) ' ¢ x 3 r? x‘ se 
Substituieren wir hierin die Werte 
(3.10) ez=A R,=—AR, E=—1,(R, — R)—A,l, 


wo R den inneren Kriimmungsradius, / die Breite des Kanals bedeuten, 
so wird 


J! (4, Ry) ¥L(4,R,) — Jf (4, R,) ¥/ (4, Re) 


I - + die eel e res sta 
(3.11) ape | 2 (an Ro — 0’) + H(An Re — 30°) 
‘ . - “n i 
1? 1 . - 9 , .2 -. 2 3, ‘ ~ 
+ pag {an RY — (2n* + 3) ER? n8(n? + 11)}+...], 


eo , l . . 
man erhalt also eine nach Potenzen von R fortschreitende Reihe. 


Uber ihre Konvergenz bemerken wir folgendes: Die Taylor-Entwick- 
lung (3.7) konvergiert bei festem z in einer Kreisumgebung von z, die 
bis an den niachsten singularen Punkt der linken Seite heranreicht. Nun 


12) Vgl. Schafheitlin, a.a.O0., 8S. 47; Watson, S. 76. 





(3. 16) 
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sind J,, J, ganze transzendente Funktionen, und Y,, Y, besitzen im End- 
lichen nur die eine Singularitét im Nullpunkt, also konvergieren alle voran- 
gehenden Reihen, solange 


(3.12 Eh eet 1 
es z|~ RS 
ist, und zwar um so besser, je kleiner dieses Verhiltnis ist. 
Um die Gleichung (1.18) zu lésen, hat man (3.11) gleich Null zu 


setzen und hieraus die Wurzeln 4, nach Potenzen von zu entwickeln. 


Man erhalt in erster Naherung 


(3. 13) l=, 


l 
R 


das ist die durch (3:6) festgelegte, dem ersten Zweige von f(x) ent- 
sprechende Wurzel; die zweite Naherung ergibt fiir dieselbe den Wert 


. n / Se’ 
4.= 3 \1-— 3B): 


aus der dritten Approximation findet man hingegen zwei Werte: 


‘ 4) n/ 17 i 
(3.14) a’ =gl-getaugt::): 
. @ y6e/ ig 7, »*\ 7 \ 


Man erhalt durch Fortsetzung dieses Verfahrens offenbar unendlich 
viele Wurzeln, unter denen 4”, wie schon graphisch ersichtlich war, eine 
Sonderstellung einnimmt; ihr Verhaltnis zu den andern Wurzeln ist von 


der GréSenordnung 7 die andern Wurzeln enthalten simtlich / im Nenner. 


Den allgemeinen Ausdruck fiir letztere finden wir aus den asympto- 
tischen Formeln fiir J, (xz), Y,(z). Es gilt namlich fiir jedes positive x: **) 


J,(x) = V2 {r.(@) sin (2 — "+ x) + Q,(z) cos (2 — ="=" 2)}, 


Y, (x)= V2 {r(@) cos (2 — anata) — Q, (x) sin (x — = n)\, 











worin 
4n*—1 
(3.17) P(x) =1+R,(z), Q, (2) = — + 8, (z) 
zu setzen ist, und fiir groBes x der Ausdruck R, (2x) klein von der Ord- 





nung m 8S, (x) klein von der Ordnung + ist. Daher wird **) 





8) Vgl. Schafheitlin a. a. O., S. 48ff.; Watson, 8. 206 ff. 
4) Vgl. Schafheitlin a. a. O., 8. 15. 








( 3.1 
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Ii(2) = 5 (Ins — Jns1) 





2n—3 / _ 
ome (zs P(x) sin | | 2 — me x) + Qa (2) 00s (2 —=* = 2)\ 


— 








Ya(2) = (Yaa — Ynes) 
-y2 —{ Ps (a) cos | x - ~ =n ) — Qn (x) sin (x — —2)\, 
worin man zu setzen hat 
PS (2) = 5 (Py-1(2) + Pps(2)) 
cas 1+5 (Rn-s(2) 4 R,+,(2)) = 1+ Ry (2), 
QE (2) =F (Qu-s(@) + Qns(2)) 
tnt 4 3 (Sp-1(x) + Sasi (2)) =A + Sr (a 


und R(x), Sz (x) von derselben GréBenordnung wie R, (x), S,(x) sind. 
Man erhalt daher 
Jn (x) Yn(x + &) —J,(x + &) Yq (2) 
= ap (eos [Pa (2+ 8) QS (a) — Pr (x) OF (e+ 8) 
ZRFL(zZ+S) 
— sin -[ Pp (x) Px (x + &) + Qn (z) Qn (x + €))}, 


und die Gleichung (1.18) nimmt die Gestalt an 








3. 20 tang g = PR (sté) ) Qn (x) — Pa (2) Qn (2 +8) 
ii ” Pe (a) Pm (@+8)+Qn (2) Qn (2 +8)’ 





worin man (3.10) und (3.19) zu substituieren hat. Die erste Naherung gibt 


tang & = 
3. 21) C 
i= - (k = ganze Zahl), 


worin & nur der Bedingung unterliegt, so groB sein zu miissen, daB 
, R 
=i, R=ka- 


die hinreichende GréBe hat, um = vernachlissigen zu kénnen. Die zweite 


Naherung gibt 
4n*+3 4n*+3 4n*+3 





E ams <> ques S55 asugeee odie 
tang é = Sx S(a+6) Sze é+..., 
3. 22) 
=e , a Fefy setts 
he ,\° oat me’ s 


Dies ist der asymptotische Ausdruck fiir die unendlich vielen Wurzeln 
von (1.18), die den cotang-ahnlichen Zweigen von f(x) entsprechen. 
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§ 4. 


Der Fall schwacher Kanalkriimmung. 


Die im vorangehenden ermittelten Eigenwerte haben wir nun in (1.19) 


zu substituieren. Setzen wir im folgenden 


(4.1) r= R -+- 9, 


0Sesl, 


so gibt eine Taylor-Entwicklung unter Benutzung von (3.10), (3.8) 


Jn (Ant) Yn(An R) — Yn (Aur) Jp (4, R) 


{ J, (x) Yn (x) Y, (2) Jn (x)} 


1 


> Ano” { Jn | x)Y,(2 J, (x) Y, (x)} “T 
(4.2 * 
2 f l 2 a 2 o* 1 .2 2 
1 - (A, R“ — n“)-— +-(4,R*— 
ai, R\ Tendon hl Sates 
1 54 ps > 2p?) -%.2 
og (an (2n°+ 3)A, R°+-n°(n 


und diese Entwicklung ist konvergent, solange o - 


+ 2lo—40°) 


3n*) 

: * 

ine . 
R* 


Entwicklung: 


ue 


\ 
fe 


R, also a fortiori, wenn 


(3.12) erfiillt ist. Fiir 4, miissen wir die oben gefundenen Ausdriicke 
(3.14), (3.22) einsetzen. Mittels (3.14) findet man die 
(4.3) 08 (r)—— 2.2 fy Mt etBt=20) _ at ot 50 

aR 42) \ 6 R® 12 


Eine Kontrolle der Rechnung bietet die Tatsache, daB die Ableitung C,"” ( 


fiir o 
Die 


0 und 9 =/ verschwinden muB. 


den andern 4 


n 


entsprechenden C, (r) 


R* 


mittels der Formeln (3.16) berechnen, womit sich ergibt: 


2n—1 








C,(r 7 re ite (A,r) sn(ir — 2) 4 Q,(4, 7) 
P € 2 3 

~ { P, * (A, R) cos A,R — 7 * 72 ~ QO (4, R 

2 sf ‘ 2n—1 9 
——+P (dr) cosjd.r ———2z)—Q (A,r) 
(4.4 xi, VrR \ ) n 4 d,, n’/ 

, 2n—3 : 
{Pr (dn R) sin | 4, R — 5 a)+Qr(4,R 

2 


xh, Yr 


4 4 ¥rs \ 
: cos dy 0-[ Pa (Ant) Pa (An R) TT 


werden wir konsequenter 


‘ . 2n—1 
cos 4, T— ae: = © 

"= 2n—3 
) sin dy R— n 
4 j 

F (3 2n—1 
sin \ af —_ q # 


- 2 
)cos (4, R — 


= {sin A, o-[ Pa (dn R) Qun(4nt) — Pu(dnr) Qe (2, R)] 


Qn (Ant) Qn (An R)]} 





di 


4.6) 














€ 
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In erster Naherung wird also fiir hinreichend groBe Werte von z 


. i 21 o\. 
4.3) C,(r) - — saER 08 | ka [}? 


die zweite Naherung ergibt: 


C.(r)= - 1 .¢ f_. A cfse2 an®+8) sin \ 
AO" SLE USS ee Ne. eee 
oe fT a he ee oo lj. 0 i ( e 
=tk | kn?) +opx’ R\S™ kat) —kx4-cos(kx$)} ae S 


Wir wollen nun die im vorangehenden entwickelten Formeln auf 
den praktisch wichtigen Fall anwenden, da8 es sich um einen schwach ge- 
kriimmten Kanal handelt, d. h. wir werden untersuchen, wie sich die Re- 
sultate vereinfachen, wenn wir die Kanalbreite / konstant halten, dagegen 
den inneren Kriimmungsradius R unbegrenzt wachsen lassen. Vorab zwei 
Bemerkungen: 

1. Das Verhiltnis R,:R, nahert sich dann unbegrenzt der Einheit, 
und demnach gibt es, wie wir schon oben bei Besprechung der Kurve f(x) 
hervorhoben, nur die beiden Typen von Wurzeln 4,, die in (3.14) bzw. 
3.22) erfaBt sind. 

2. Bei dem Ubergang zu groBen Werten von R ist die Zahl nm in 
4.3) keiner Beschrinkung unterworfen, dagegen liegt den an (3.16) an- 
gekniipften Ableitungen die Voraussetzung zugrunde, daB es sich um ein 
festes endliches n handelt und # hinreichend groB genommen wird; man 
sieht in der Tat sofort, daB (4.5) bzw. (4.6) nur dann der vorgeschriebenen 


Differentialgleichung (1.15) geniigt, wenn - 


Man findet aus (2.11), (3.14), (3.22), daB die méglichen Werte der 
Winkelgeschwindigkeit durch die Gleichungen 


klein von erster Ordnung ist. 


(4.7) ot=1 (jit, 2 zs +--+) 
: nR\ 2R 24 R* 

(4.8 wo? = 22 * (4 488 $e 4 

ln? ' Bk*a* Re 


bestimmt werden; fiir R—+oo strebt der erste Wert gegen Null, der zweite 
nach dem endlichen Grenzwert 
gak 


>; 





ln 


Die in den vorangehenden Paragraphen gegebenen Entwicklungen sind 
unter den gemachten Voraussetzungen konvergent, und man sieht aus (4.3), 
daB C\’’(r) bei endlichem n bis auf Glieder dritter Ordnung konstant ist. 





_ 


(a) 2 x* 0*(31—20) , 
12). & (r) =konst. {1+ ==." of 4 
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Denkt man sich (4.3) und (4.6) in die Gleichung (2.13) der freien Ober- 
fliche o substituiert, so sieht man, daf im ersten Falle die Wellenhdhe in 
der r-Richtung annahernd konstant, im zweiten Falle dagegegen cos-férmig 
gekrduselt ist; man wird daher vermuten, da8 erstere die den Airyschen 
Wellen in gestreckten Kanilen entsprechende Bewegung liefern. 

Um den Grenziibergang fiir groBe R durchzufiihren und zu _ver- 
wendbaren Resultaten zu gelangen, fiihren wir die an Wellen meBbaren 
GréBen ein: wir messen in der Mitte des Kanals die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit 


(4. 9) c=(R-+ @ 
und die Wellenlange 

, 22 l 
(4.10) L=—=(R+5 


Q 


23 3\* R 3 1 7? 
c = Rw’ (1+>s55) = g(1+- = ee a Sa 


2R n > R 4 R 
R L l :,1f . 
n 22 3 eS Moe 
und somit schlieBlich: 
‘i L / ee 
2a 24 R® 


Diese Beziehung zwischen der Fortpflanzungsgeschwindigkeit und der 
Wellenlange ist offenbar die Verallgemeinerung der bekannten Airyschen 
Gleichung fiir permanente Wellen in gestreckten Kandlen*®); sie bleibt also 
bis auf einen Effekt zweiter Ordnung in der Kriimmung erhalten. 


Man erhalt ferner aus (4.3), wenn man JL statt n einfiihrt: 


1 x? e* (1*- 6 el+ 40°) ;, \ 
3 L* R 3 L* R* . 








und aus (2.11), (4.11): 


; , n* wm? 4x*c* 
(4.13) A. =- = 


g gL* 





9; \ 
cory i. 1 ae er” «68 
L c 
Um jetzt die entsprechenden Werte von g(r, #,,z) und z zu berechnen, 
setzen wir noch: 
c 2 . 
= —_— t= +(x —et), 
R+ 5! R+ 





(4.14) nd, =nb—not=n 
l 


rol = 





15) Vgl. Levi-Civita, loc. cit. *). 








we 
be 


als 


8C 


SS 


a ee 


eo 
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worin x die Bogenlinge auf dem Mittelkreis des Kanals bedeutet, die also 
bei der Streckung zu der in die Fortschreitungsrichtung fallenden Abszisse 
wird. Beschrinken wir uns auf den Fall unendlicher Kanaltiefe, so wird 
also das Geschwindigkeitspotential : 


2x 
-—z 2 / z 2 = 9 
y (r, 0,,2) = konst. e - (s 8 254... Shae 
(4.15) : \ 12L R* 7 \ 8 L* R 
’ 1 z* o* (l*—601+40%*) \ 22 
a peers soma +... )-cos =-(% — 2% —ct), 


was fiir R —- oo in den bekannten Ausdruck fiir das Potential der Airy- 
schen Wellen iibergeht. Die Gleichung der freien Oberfliche aber wird: 





2 a* 9*(31—2 
z konst. {1 1 22 eb (s'—<e) 
\ 8 L* R 
(4.16) 
, 1 2® 0* (1?—601+ 40°) \.: 22 
ass R +... ein z(t — % ct). 


Fiir o =0, d. h. am inneren Rand des Kanals, verschwinden die 
Zusatzglieder, die Konstante miBt daselbst die maximale Wellenhdhe. 
Diese Héhe der Wellenberge ist eine wachsende Funktion von og, die ihr 
Maximum 





konst. {1 + £5. 2— o) ed 
\ 8L*R R 

auf dem fduBeren Kanalrand erreicht. Das Verhdltnis der mazximalen 

Wellenhdhe auf dem Aufen- und Innenrand ist also in zweiter Néhe- 

rung gleich 


(4.17) 1+=. —( 2 ——}, 


und dies ist eine experimentell priifbare Beziehung. 


In gleicher Weise untersuchen wir nun, was der zweiten Gruppe (3. 22) 
von Eigenwerten entspricht. Wir bemerkten schon oben, daB mit wachsen- 


dem F das Verhiltnis 7 Begen Null gehen muB, es streben also sowohl L 


als auch ¢ gegen unendlich groBe Werte und verlieren somit ihren eigent- 
lichen Sinn. Mittels (4.5) erhalten wir fiir den Fall unendlicher Tiefe in 


erster Naherung: 


kx 
- Zz ‘ 
\ l { 22 ‘ 
p(r, #,, z) = konst. e - COS \kn ) C08 + (7 — 2% — ct), 


(4.18) 


oO \ ° Qa 
z = konst. cos (kx 7) 2 zr (2—2,— ct), 
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worin zu substituieren ist 


e* R+ 


S\":-« g L*k / 4n*+3 2 
5) o=- l : 


4al Rk? x? R? ; 
Fassen wir ein endliches Stiick des Kanals, also beschrankte Werte von 
x — 2, ins Auge, und lassen R, mithin L gegen co gehen, so gibt die erste 


Naherung 
_k2, k 
p(r, 0,,z) = konst. e ‘ . cos kas cos | ot, 
»\ . a/gk 
z = konst. cos(ka ; sin | : i =6 
(4.19) : — 
wee ee \ gl kx = gt \) 
konst. ) sin rT \e@ kx! sin—- | 0 ka!) 


Es handelt sich demnach um die Uberlagerung zweier in Richtung des 
Radius mit gleicher Amplitude und entgegengesetzter Geschwindigkeit fort- 
schreitender Wellen und zwischen ihrer Wellenlange 


21 
A=> 


einerseits und ihrer Fortschreitungsgeschwindigkeit 
gl 
¢ ka 
andererseits besteht wieder die fiir Airysche Wellen charakteristische Beziehung 


(4.20) an £4 


Es handelt sich im iibrigen um Wellen mit festen Knotenpunkten, die denen 
entsprechen, die wir erhalten hatten, wenn wir in unserem Problem R,=0 
gesetzt, also eine kreisférmige Wanne zugrunde gelegt hitten. 


§ 5. 


Der Massentransport. 


Die gefundenen Formeln wollen wir noch benutzen, um den Massen- 
transport unserer permanenten Wellen zu berechnen. Nehmen wir ein Quer- 
schnittselement drdz mit dem festen Argument #, das stets in der Fliissig- 
keit eingetaucht bleibt, so ist die im Zeitintervall von 0 bis ¢ hindurch- 
gestroémte Fliissigkeitsmenge: 

t a, 


» irdz ep dz ‘ 
(5.1) dr dz | v,dt ms {3 dd, = = {p(9) — »(8,)}; 


@ r a0, 


0 0 








be 


(9 
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benutzen wir (2.12), so wird also diese DurchfluBmenge: 
drdz (¢) ® rh LOA 
(5.2) 2—— r ae 1 ga (thea) 
5 — Cr (r) {e L@ } 
n(d, —#) » . n(b,+ BD) i) n(0,+ #) 
n—t-— { sin —— — Bx” cos At 5144 


Man schlieBt hicraus folgendes: 
1. Die Durchf{luBmenge ist eine abnehmende Funktion der Tiefe z. 


2. Sie ist eine periodische Funktion der Zeit und verschwindet nach 
9 
Ablauf der Zeit = *-. in der Tat sind nach Ablauf dieser Epoche alle Ver- 
’@ 


haltnisse die gleichen wie zur Zeit t= 0. Die Fliissigkeit flieBt bald in 
positiver, bald in negativer #-Richtung durch das Element und im Mittel 
ist die durchgefiihrte Menge Null. 

Trotzdem findet ein Massentransport statt, der von den Elementen 
herrtihrt, die nicht dauernd eingetaucht bleiben, also an der Oberfliche 
liegen. Nehmen wir einen festen Querschnitt mit dem Argument #, so ist 
die zwischen 0 und ¢t durchgeflossene Fliissigkeitsmenge 


R, Ah 


(5.3 -1fao,f J 55, OF dz; 


R, z(o 


die mittlere absolute DurchfluBmenge in der Zeiteinheit definieren wir durch: 


(5.4) Q = lim = lim 3,3 1 fae, ff -<¢ drdz. 
t+ é 0,> @ v R, ) 08, 
0 Z\a 


Teilt man das Integral iiber z in eines iiber die Strecke 0 bis h, und eines 
iiber z(o) bis 0, so erhalt man den dem ersteren entsprechenden Teil von 
Q durch Integration von (5.2) iiber r und z, und da das Resultat rein- 
periodisch in 3, — # ist, verschwindet dieser Teil von Q; es bleibt also 


a, R, 0 

. , 1 i 1 @ 

(5.5) Q= lim = dé * drdz. 
P b,—@ 1 r 0d, 
v,>@ 

oe R, z(e) 


Unter Anwendung des Mittelwertsatzes und der Formeln (2.12), (2.13) 
wird nun in erster Approximation 


0 


0 37) (i) 
{z dz = nC" (r) (1 +e7°**'"") (ao sinnd, — By’ cosn?, )-2(0 





2am bed @) gq i) 2 ) (a) 
ah 1+ e~ 24s’ *)? OM (vr)? (sin nd, — Bn cosnd, ) 
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Man kann diesem Ausdruck die Form geben 


0 
f 0? gp — % (2e\" 
Ov, g \ov, z-0 
zia 
so dab 
as wl «2 
. 7) gr, 
rf 


. . x? . Q x . , . r . 
wird, worin v, den Mittelwert von v, iiber den im Kanal liegenden Teil 


der Flaiche z = 0 bedeutet. 
Civitaschen Formel fiir gestreckte Kandle**). 
Unter Beriicksichtigung des unperiodiachen Teils findet man aus 


an® —24,\2 i)2 (é)2 i 
Q 1p em PAPA) 8 (G84 B2, | ” Of 


Es liegt nach (2.13 
einzufiihren; diese ist namlich auf dem Mittelkreis des Kanals: 


| 
wl 
ro} ~ 


Dieser Ausdruck ist ein Analogon der Levi- 


5. 6 


nahe, hierin den Ausdruck fiir die gréBte Wellenhéhe 


Wir wenden diese Formel auf die verallgemeinerten Airyschen Wellen 
an. Dann gibt der Mittelwertsatz fiir den Fall schwacher Kriimmung in 


erster Naherung 


r 
5.9) Qg=-— , 
2@(R+s 


gla* gla* 
a eat OS 


was der Levi-Civitaschen Formel im klassischen Falle entspricht*’). 
4.12) erhalten wir bis auf sich weghebende konstante Faktoren: 


R 
Cc,” (r)* lf 7, 2 + Oot 
| Reereeede? i cy {tek Ue ted 
R 
wets oe ,'o ae ti 
R13) 45" pe T BI5™ pels 
1\? i 2 cee I? 1 eo # 
ys he eel ts Be ee Sy ee Ree a fl 
Cy R 2, 1 t 3% L® R 1 | a7 L? | 9 7 LJ R? 


16) Val. a. a. O. *), S. 95 
17) Vgl. a.a. 0. *), S. 95 


ww 





Mittels 





un 
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und somit aus (5.8) die Beziehung: 


as ss pee ee [;—30 2PM F)5+ \ 
C=o sok - 2 BTS 0" pe tH* Ee "= 





oder schlieBlich wegen (4.9): 


: _ ft, Pe Be ees ) 


Diese Formel driickt die mittlere DurchfluBmenge, die einen Effekt zweiter 
Ordnung darstellt, durch lauter meBbare Gréfen aus und ist die Ver- 
allgemeinerung des Levi-Civitaschen Resultates. 


Rom, den 21. Mai 1928. 


(Eingegangen am 26. 5. 1928.) 





Logarithmic spiral flow of an incompressible fluid. 
Von 
Clark B. Millikan in Pasadena (Cal. U.S. A.). 


In a recent paper’) Hamel has given a very elegant discussion of a 
new general type of steady motion of a viscous, incompressible fluid. He 
considers a two-dimensional motion in which the streamlines are restricted 
to coincide with an isometric family of curves. He then proves that this 
family must necessarily be a set of logarithmic spirals. His method 
employs the Stokes stream-function, and his proof is somewhat abstruse. 
Oseen, in a later paper*), has to some extent generalized Hamel’s consi- 
derations, but his method is very similar to that of the earlier paper. 
Due to the interest and unexpectedness of Hamel’s result, the following 
proof, entirely different from that given by Hamel, may be of some 
interest, since the reasoning seems to be a little less abstract. 

We consider two-dimensional motion in the x, y plane and choose a 
set of orthogonal curvilinear coordinates u and v in this plane, where 


u=u(x,y) 
v=v(z,y). 
Then, if ds represents the line element, we define the quantities U, V by 
ds* = U* du* + V* dv’, 
where 


U=U(u, v) 
V=V(u, v). 


We restrict the curvilinear coordinates by the condition 


1 u+tv=—a(r+ty)=a(z), 


*) Deutsche Mathematiker-Vereinigung 25, p. 34. 
*) Ark. for Math. Astron. och Fys. 20, Nr. 14, p. 6. 
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where 2 is a function of the complex variable z=2-+-iy. This imposes 
the restriction 
(2) V=U. 

Then u,v form a set of orthogonal coordinates such that 
y*u=—V*v=—0. 


Hence u = constant and v = constant constitute two orthogonal families 
of isometric curves. We assume that the velocity of the fluid is every- 
where tangent to the family «= constant, i.e. the streamlines coincide 
with this family. Then, denoting the velocity by g and using subscripts 
to denote components, we have 


‘ 


3) q= 4,3 q, = 0. 
The continuity equation for an incompressible fluid, namely 
div 7= 0 
where @ represents the vector velocity), reduces in this case to 
¢ (Uq) =0 
au q y 
(v) 
(4) es f(e 
U 
where f is any function of v. 
The Navier-Stokes equations of motion, if written in terms of ortho- 
gonal curvilinear coordinates in general, are fairly complicated. However, 


if conditions (2), (3), and (4) are imposed, many of the terms disappear 
and the equations finally reduce to the very simple pair 





eu 2° @u\y% év\y?2/ 

5 ) 1 - 
c © £2 0 sc 
leat Le pe) — #E apa) 


where primes are used to denote differentiation with respect to v. In 
these and subsequent expressions p represents pressure, 9 density, and yu 
the coefficient of viscosity. The two latter are supposed to be constant 
throughout the fluid. 

Differentiating the first of these equations with respect to v and the 
second with respect to u, and subtracting we get 


é ] ja” /F* msn 
\ ev" \y? 





off y=, 


a \ 
Bs. )tf —| == (); 
Ou vu? y) f C u? uv? if ’ 
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, : 1 
or expanding and factoring = out, 





1 try2 O 1 , 72 a* +1 72 a? 1 78 
pert U 5a(=) — aif (O° saalgal + U* Seale ) 
Jt x72 2 1 m\) 
9 Le ee oF ( 
+2f U Slaw Th sim? 


Since U* (which is the Jacobian of the transformation z, y —> u, v) cannot 
vanish, this leads at once to the following ‘equation of motion with 
pressure eliminated’: 


| 


. sc l ts 7a 0" 1) ry oe f 
(6) off Thee Sr — 6 \f [t jul py U det (—)] 


+ 2f” 5 log — 4 an = 0. 

Since the last term, f”, is a function of v only, and since (6) is an 
identity holding for all values of u and v, therefore the entire left hand 
member is a function of v only. Then, since the first term is the only 
one containing 9, it is a function of v only. Therefore 
(7) * log. = 9, (v), 

ou vu? . 

where g, is an arbitrary function of v. The coefficients of f’ and f” 

may either be individually functions of v only, or the expression 

f ‘{U 4 (=) +urZ(l\+2/"2 log. = E (say ) 

au? \ 72) v®\ 772, |! av v2 ’ 
may be a function of v only, while the separate coefficients are mixed 
functions. We shall show that the first mentioned condition is the one 
which must actually be satisfied. For, assuming that the coefficients of 
f’ and f” are functions of u, we may expand them in power series of the 
form S’a,u" where the a,’s are functions of v. Then combining the 
coefficients of like powers of u, the condition that Z be a function of v 
alone implies that the coefficient of each power of u vanishes. Hence we 
are led to a series of total differential equations giving f as a function 
of v, which must be satisfied simultaneously. We remark that these 
differential equations, which we shall call the ‘first equations’, do not 
contain the constants 9 and ~. Now consider equation (6) which has 
become a total differential equation, not involving u, determining / as a 
function of v. This ‘second equation’ does contain the non-vanishing 
constants g@ and w. Hence the ‘first’? and ‘second’ equations can never 
become equivalent or identical, and we have two or more non-equivalent 
equations, giving f as a functions of v, which must be satisfied simulta- 
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neously. However, since fis physically restricted to be a single-valued, well 
defined function, it is impossible to satisfy this condition, and our assumption 
that the coefficients of f’ and f” in (6) are functions involving u is de- 
monstrated to be false. These coefficients are, then, individually functions 
of v only, and we have 

1 
8 ) 3 Bae =g,(v), 
where g, is an arbitrary function of v. Equations (7) and (8) are suffi- 
cient to determine uniquely the form of U* as we shall see. After this 
has been done we must verify the fact that the U* so determined does 
actually give the coefficient of f’ in (6) as a function of v only. 

Equations (7) and (8) give 


1 
log = = ug, (0) + 94(2) 
and 
1 
log 2; = A(u) +940), 


where the g’s are arbitrary functions of v, and f is an arbitrary function 


of wu. 
g, (v) = constant = — A. 
. A 
— =e~ u+g,(0)- 
U* 
or we may write 
(9) U? — eAutow). 


But from the theory of the complex variable, if we have (1) 
u+tv=—a(r+ty), 
which may be written 
z+ty=@o(u-+itv), 
then 
z—ty=@,(u— tv), 


where @, is obtained by replacing ¢ by —i throughout w. Also 
U* =m (u+iv)o,(u— iv). 
log U* = log w (u + iv) + logw, (u — iv) 
=k(u+tv)+k,(u—iv) (say), 


where k, bears the same relation to k as @, does to @. 
In our case, therefore, we have from (9) 


(10) Au + 9(v)=b(u+sv) +k, (u— iv). 
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Using primes to denote differentiation with respect to the complex variables 
indicated in (10) we have, differentiating with respect to u, 

ki+k =A, 

k” -+ ky’ =0; 


, 


(10°) 


while differentiating with respect to v, 


. / -zf . dg 
- tk —itk, qe? 
(10 e 
” ” d* g 
—-k — ky Tor 
Hence combining (10’) and (10”) 
d*g 
zee = 9, 
g= Bv+C,. 
Hence we may write (from 9) 
(11) yy? . CeAutBe. 


where A,B,C are real constants. Substituting this expression in the 
coefficient of f’ in (6) we see that it does satisfy the condition that this 
coefficient is a function of v only, and does not contain wu. 
We must find the functions 2 or @ corresponding to this U*. The 
first equations of (10’) and (10”) become 
ki’+k =A, 
tk’ —iki =B; 
, A-—-tB 
=; 


A-—iB , 
k= 5 —(u+iv) +0, = log w. 


where the C,, which is of no importance, has been dropped. In order to 
show that this transformation does correspond to logarithmic spirals it is 
convenient to introduce two new real constants a and b, where 

2b 2 
(12) A- B = 


= wrt —-: 
a*+b a*+b* 





from which follows immediately : 


wtio utio 
mwtetie or zr+ty=—etie; 


(13) . u+tv=(b-+ ta) log(x+iy). 
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Introducing polar coordinates r,@ this becomes 
u + iv =log(re*® erie log (r?e-*®) + ¢ log (r*e°®); 


_ [ u=blogr — a6 
(14) a Ps 


which represent two orthogonal families of logarithmic spirals. 
Hence we have proved that if a two-dimensional flow is constrained 
to have its streamlines coincide with a family of isometric curves, this 


alogr + b0, 


family must belong to the unique clas of logarithmic spirals. This is 
Hamel’s result. 

The differential equation for f, which might be called the equation 
of motion, is obtained by introducing the expression for U* (11), into 





the equation of motion with pressure eliminated (6). We have: 
é 1 rh we he 3 
7u Bs * — A, l du® \7? = A ; 
0 ] 72 o* l 3 
—log—=-—B, U*—,(—)=B’, 
i dv “pv? dv" \y*, 


Aoff' + mu[(A°+ B*)f’ — 2Bf" +f") =0; 
or integrating once, and writing . =» = coefficient of kinematic viscosity: 


(15) f”—2Bf'+(A*+B*)f+ 5 


“2 
f =a, 


where « is an arbitrary constant of integration. 
The limiting cases, where the streamlines coincide with u = constant, 
Le. g=4q,, are: 





1. Flow in concentric circles, usually called Couette flow, which is 
; 2 
obtained by setting 6=0, i.e A=0, B Se 


' , cad ' 2 
2. Plane radial flow which is given where a=0, i.e. B=0, A=7. 


Hamel has discussed both of these cases at length in the paper referred to. 





(Eingegangen am 12. 6. 1928.) 





Bemerkung zu meiner Arbeit ,Simpliziale 
Approximationen in der allgemeinen 
Topologie*’). 

Von 


Paul Alexandroff in Moskau 


g 1. 

In seinem Briefe vom 14. VI. 1928 hat mich Herr Hausdorff in liebens- 
wiirdiger Weise auf ein (von Herrn Hausdorff gleichzeitig beseitigtes) Ver- 
sehen in meiner Arbeit ,Simpliziale Approximationen in der allgemeinen 
Topologie“ aufmerksam gemacht. Dieses Versehen — und seine Beseitigung 
bestehen darin, daB die in der Definition V (S. 494) formulierte Bedingung 4 
durch folgende scharfere Bedingung ersetzt werden muB: 


1". Zu je zwei verschiedenen Ketten 


’ ’ : 
4 83,,; S»i,, sees Sm im? *** 
und 

(5 B1,5,, S255. <--> Smyins 


gibt es eine natiirliche Zahl r und eine natiirliche Zahl s von der Higen- 


schaft: wenn 
7 


4 } Bia. Soa: ---> Betas 
und 

~* 

to ) S,z,; a ee 


zwei Ketten sind, deren erste r Elemente der Reihe nach in den entsprechen- 
den Elementen von (4) bew.(5) enthalten sind, so ist fiir alle m=>s 


Sin Smita = 9. 





*) Math. Annalen 96 (1926), S. 489-511; im folgenden werden durchweg die Be- 
zeichnungen und Terminologie dieser, als bekannt vorausgesetzten, Arbeit benutzt. Die 
Seitenzahlen beziehen sich auf den Bd. 96 der Math. Annalen. 
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Mit anderen Worten: die durch die urspriingliche Bedingung 4 postu- 
lierte Trennbarkeitseigenschaft zweier Ketten (4) und (5) muB gleichmabBig 
fiir alle Ketten, die zu zwei passend gewahiten Umgebungen von (4) bzw. (5 
gehéren, erfiillt sein. 

Diese scharfere Bedingung ist notwendig, um die Ungleichung (15 
8. 500) zu beweisen (mein Beweis ist nicht richtig, da in (20) statt k 
der Index r stehen sollte). Unter der Benutzung der Bedingung 4’ hat 
man, um alles in Ordnung zu bringen, auf 8. 500 die Zeilen 18 bis 30 (in- 
klusive ) durch folgenden Text zu ersetzen: 

»Man wahle r und s beliebig und k, so gro, daB fiir alle k > k, gleichzeitig 


xz, CU,(2z), y, < U.(y), P,>s 


ist; da die p,-te Koordinate von x, gemeinsame Eckpunkte mit der p,-ten 
Koordinate von y, hat, kann die Bedingung 4 nicht erfiillt sein.“ 
§ 2. 

Herr Hausdorff zeigt ferner durch ein Beispiel, daB die Bedingung 4’ 
nicht nur formal, sondern auch sachlich starker ist als die von mir urspriing- 
lich formulierte Bedingung 4. Mit Erilaubnis von Herrn Hausdorff gebe ich 
hier seine diesbeziiglichen Uberlegungen im wesentlichen wortlich wieder. 

Ein kompakter Raum C werde mit einer Folge von Uberdeckungen 


Om O° 1 OF +...+ 6% 


versehen, von denen nur vorausgesetzt wird: 

A) Zwei verschiedene Punkte zx, y gehéren fiir hinreichend groBes m 
niemals demselben Summanden @&,” an. 

Damit wird ein ,simplizialer Raum“ R gebildet, dessen Punkte die Ketten 


é (S, (x), S,(z),...,8 (@), ..+)* f(a) 


m 
sind, wo S,,(2) die Menge aller Indizes ¢ mit xc ®;" bedeutet. Diese 
Abbildung ist (vermége (A)) eineindeutig; sie ist aber auch stetig*), also 
ist R mit C homéomorph. 

C wird also in meinem Sinne simplizial approximiert und ®;" ist die 
Menge der x, deren m-te Koordinate den Eckpunkt ¢ enthalt. 

Wenn also gezeigt wird, daB d, = max (®;") nicht notwendig mit 


gegen Null konvergiert, so folgt daraus, daf die Ungleichung (15) nicht 
aus der Bedingung 4 (sondern erst aus der Bedingung 4’) folgt. 


*) Denn ist r,,(2) die Entfernung des Punktes x von der Summe aller der- 
jenigen ®7", die x nicht enthalten (wenn z in allen $;" enthalten ist, sei etwa r,, (x) =1), 
so folgt aus o(z,y)<T,(xz): Sn(y)CS,(x), und also fir hinreichend kleines 
o(z,y) (<r (2), ..-,%m(%)): y CU, (2). 
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Dieser Sachverhalt kann auch tatsichlich auftreten, wie folgendes Bei- 
spiel zeigt. 
Man zeichne in der zy-Ebene eine Schar dquidistanter Parallelen 


=-ar+bk (a>0, b>0 und fest, k=0, +1, +2,...) 


> 


die die Ebene mit Streifen 
P,: beso y—azx<b(k+1) 


iiberdecken. Damit zwei Punkte (2,,y,) und (z,, y,) demselben Streifen 
angehéren, mu8 fir z=—2,—2,, y= ¥,— Y, 


ly—az|<b 


sein. Wir lassen die Parameter a, b eine Folge a,,, b,, beschreiben, wodurch 
wir die Streifen Pj" erhalten; damit die beiden Punkte im selben Streifen 
der m-ten Uberdeckung liegen, muB 


. ly—a,2|<b 


m 
m 


~—» () an, so ist die Ungleichung (*) 


Um 


sein. Nimmt man z. B. a, 0, 6, -—+0, 


bei zwei verschiedenen Punkten nur fiir endlich viele m méglich, denn fiir 


; ; bin ’ 
unendlich viele m folgt y= 0, |x| < at x=(. Ist nun z. B. C das Quadrat 


0<°<1, 
== 
so erhalten wir eine Folge von Uberdeckungen 
C= SC-P;' = J @, 
(k) (k) 
die die Bedingung (A) erfiillen und wobei stets d, > 1 ist. 
Da hierbei ein Punkt héchstens zwei Mengen ®;" der m-ten Uber- 


deckung angehort, sind alle Komplexe §,, eindimensional und approximieren 
doch einen zweidimensionalen Raum! 

Somit ist die von Herrn Hausdorff erbrachte Erginzung meiner Axiome 
de rsimplizialen Approximation eine sachlich notwendige Ergainzung; da die 
Bedingung 4° iiberdies bei einer Approximation, die unendlich-fein werden- 
den Uberdeckungen entspricht, stets erfiillt ist, ist diese Erginzung im 
wesentlichen nur auf eine Weise méglich. 


g 3. 
Noch vor den kritischen Bemerkungen von Herrn Hausdorff und also 
unabhangig von ihnen habe ich (in den Arbeiten ,Sur ’homéomorphie des 
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ensembles fermés“*) und ,,Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen“ ‘)), 
eine andere Form der abstrakten Simplizielapproximationen gegeben, die 
wesentlich einfacher ist als die urspriingliche, und die iiberdies zu keiner, 
dem Einwand von Herrn Hausdorff analogen Bemerkung AnlaB gibt, obwohl 
das Trennungsaxiom dort in der Form 4 und nicht 4’ vorkommt. 

Die urspriingliche Form der Simplizialapproximationen beruht auf der 
Tatsache, def mean fiir jede n-dimensionale abgeschlossene Menge F eine 
Folge von unendlich-fein werdenden Uberdeckungen, die simtlich die Ord- 
nung n-+1 haben, konstruieren kann. Nun existieren, laut einem Satze 
von Hurewicz®), sogar solche Uberdeckungsfolgen 


(1) 5 ee Pele 
daB die Elemente von $,, Mengen F;,;,..;,, sind, die ein System von der 
Ordnung n +1 bilden und déberdies der Bedingung F;,..i,. = > Fi,... in ins, 


(tin +s) 


geniigen, wobei, wenn d,, das Maximum der Durchmesser der F;,_ ;,, be- 
deutet, lim d, = 0 ist. Wenn man die Uberlegungen meiner im Titel des 


n->@® 
vorliegenden Aufsatzes zitierten Arbeit auf diese speziellen Uberdeckungsfolgen 
(die ich ,, Unterteilungsfolgen“ nenne) anwendet, gelangt man zur folgenden 


Definition eines Projektionsspektrums. Eine Folge von Komplexen 


(2) | ae oe 
heiBt ein Projektionsspektrum, wenn fiir jedes m eine simpliziale Abbildung 
des Komplexes K,,, auf den (ganzen) Komplex K,, — die ,,Projektion 
von K,,, auf Ki“ — 

K,, = 2(K,,;) 
definiert ist; jede Folge 
(3) A? ae, 


wobei 7, ein Simplex von K,, und 7, =—a2(T,,,,) ist, heiBt eine aus- 
gezeichnete Folge. 

Sodann lassen sich die Begriffe einer Kette, eines approximierenden 
( Projektions )spekirums und eines, durch ein solches Spektrum approzi- 
mierten Raumes wértlich so wie auf S. 494 des 96. Annalenbandes ein- 
fiithren; dabei behdlt insbesondere auch die Bedingung 4 thre dort gegebene 
Form. Analog wie friiher gilt der Satz: 


Jeder durch ein n-dimensionales Projektionsspektrum approximierte 
Raum ist ein kompakter metrisierbarer héchstens n-dimensionaler Raum; 


5) Comptes Rendus Paris (14. Mai 1928) 186, S. 1340. 

*) Annals of Mathematics (bei der Redaktion eingegangen am 16. 4. 1928, erscheint 
demnichst). 

5) Proceedings Akademie Amsterdam 29 (1926), S. 1014. 











456 P. Alexandroff. Simpliziale Approximationen in der allgemeinen Topologie. 


jeder kompakte metrisierbare Raum |aBt sich durch ein Projektionsspektrum 
approximieren, wobei n-dimensionale Riume sich durch n-dimensionale 
Spektra approximieren lassen. 

AuBer den evidenten methodologischen Vorziigen des neuen Approxi- 
mationsbegriffes erlaubt er eine notwendige und hinreichende Bedingung 
fiir die Homéomorphie zweier kompakter metrisierbarer Raume durch kom- 
binatorisch gefaBte Eigenschaften je zweier, diese Raume respektive defi- 
nierender Projektionsspektra auszudriicken. Wegen Formulierung und Be- 
weises dieses ,Homéomorphiesatzes“ sowie wegen ausfiihrlicher Darstellung 
der Eigenschaften der Projektionsspektra verweise ich auf die am Anfang 
dieses Paragraphen zitierten Arbeiten (insbesondere auf das zweite Kapitel 


der Gestalt und Lage“ 


(Eingegangen am 4. 9. 1928. 


Alfred Ackermann -Teubner-Gedachtnispreis. 


Der von Herrn Domherrn Dr.Dr. Ing. Alfred Ackermann-Teubner in 
Leipzig im Jahre 1912 bei der Universitat Leipzig gestiftete Alfred 
Ackermann-Teubner-Gedachtnispreis zur Férderung der mathematischen 
Wissenschaften“, der zur Zeit 500 RM. betragt, ist fiir das Jahr 1928 
durch das Preisgericht dem Direktor des Instituts fiir Meereskunde in 
Berlin, Herrn Prof. Dr. Albert Defant, fiir seine in dem Werk ,,Das Zeiten- 
problem des Meeres in Landesnihe, Hamburg 1925“ zusammengefaBten 
Arbeiten zuerkannt worden. 














Uber Axiomensysteme fiir beliebige Satzsysteme. 
Von 
P. Hertz in Géttingen. 


Die vorliegende Arbeit schlieBt sich an zwei vor mehreren Jahren in 
dieser Zeitschrift erschienene Mitteilungen an*) und besteht aus zwei Ab- 
schnitten. Der erste von diesen hat wesentlich dasselbe Problem zum 
Gegenstand wie die zweite jener friiheren Arbeiten*). Wenn wir auf die 
dort behandelten Fragen zuriickkommen, so geschieht es erstens, um die 
Lektiire der gegenwiartigen Arbeit von derjenigen der vorhergehenden im 
wesentlichen unabhingig zu machen, zweitens, um das dort Gefundene zu 
erginzen, und drittens, weil auch fiir die schon friiher erhaltenen Ergeb- 
nisse jetzt einfachere und iibersichtlichere Beweise gegeben werden kénnen. 

Wir wollen nun einleitungsweise die Probleme angeben, mit denen sich 
die vorliegende Arbeit beschiaftigt. 

Ganz allgemein gesprochen, wollen wir uns hier mit Axiomen be- 
schaftigen; aber nicht mit den Axiomen irgendeiner besonderen Wissen- 
schaft, etwa der Mathematik, sondern mit dem Begriff des Axioms iiber- 
haupt. Dieser ist natiirlich eng verbunden mit dem des Schlusses; und wir 
miissen es gleich von vornherein sagen, daB hier nur ein Teil der Schliisse 
und logischen Grundbegriffe vorkommt, die in den Arbeiten der neueren 
Axiomatik untersucht werden. So vermeiden wir ginzlich die Begriffe 
,oder“ und , nicht“; ferner betrachten wir wohl Sdize, die Abhiangigkeiten 
von Elementen zum Ausdruck bringen — etwa von Ereignissen oder 
Relationen an variablen Relationsfundamenten —, nicht aber kommen 
Satze bei uns vor, die wieder die Abhangigkeit solcher Satze voneinander 
zum Inhalt haben. 


1) Math. Annalen 87 (1922) und 89 (1923). 

*) Auf diese werden wir uns hier beinahe allein zu berufen Gelegenheit haben, 
und das soll unter Benutzung der Abkiirzung Ann. mit Beifiigung der in Frage kom- 
menden Nummer geschehen. 
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Diese Einschrankung glaube ich allerdings theoretisch rechtfertigen 
zu kénnen. Doch wiirde das hier zu weit fiihren und scheint auch nicht 
nétig; denn wenn sich bei unserer Spez‘alisierung einfache und merk- 
wiirdige Beziehungen ergeben, so diirfte darin eine geniigende Recht- 
fertigung liegen, ganz abgesehen davon, daB man in diesen Untersuchungen 
eine Vorbereitung auf allgemeinere erblicken kénnte. 

Es mag noch bemerkt werden, da8 sich der Bereich unserer Betrach- 
tungen zum groBen Teil mit dem Gebiet der alten Aristotelischen SchluB- 
lehre deckt. Es ist wohl beachtenswert, daB sich auch auf diesem als giinz- 
lich unfruchtbar verrufenen Felde Fragestellungen ergeben, deren Beant- 
wortung zum Teil recht schwierig ist, ungleich den Problemen, die der 
gute unsterbliche, sterbliche Caius den Logikern aufgegeben hat. Von 
irgendwelchen Einsichten der neueren Logik oder von einem besonderen 
Formalismus werden wir nicht nétig haben, Gebrauch zu machen. 


Indessen handelt es sich hier nicht so sehr um die Lehre von den 
Schliissen wie um die im engsten Zusammenhang damit stehende Lehre von 
den Axiomen. Die neuere Entwicklung hat diesen Begriff immer mehr 
von dem der Evidenz gelést; ob mit vollem Recht, das zu untersuchen 
ist hier nicht der Ort. Jedenfalls ist es aber berechtigt, sich bei der 
Auswahl der Axiome nach anderen, rein logischen Gesichtspunkten umzu- 
sehen. Man kann z. B. wiinschen, mit einer méglichst kleinen Zahl von 
unabhangigen Axiomen auszukommen’*). 

Natiirlich wird aber die Frage nach der zweckmaBigsten Auswahl 
gegenstandslos, wenn es iiberhaupt keine unabhingigen Axiomensysteme 
geben sollte, oder wenn es nur ein einziges gibt. Daher ist eine Unter- 
suchung von Wichtigkeit, wann es fiir ein Satzsystem mehrere Systeme 
unabhangiger Axiome gibt. 

Dies ist nun unser Hauptproblem, und mit ihm stehen alle anderen 
hier behandelten Fragen in irgendeinem Zusammenhang; doch méchte ich 
glauben, da8 sie auch ein selbstandiges Interesse verdienen. Leider gelingt 
es nur, ein notwendiges Kriterium fiir die Vielfachheit der Axiomsysteme 
zu finden, und auch das nur fiir den elementaren, in dem ersten Abschnitt 
behandelten Fall, ein Kriterium, das bereits in der friiheren Arbeit gegeben 
wurde. Fiir den hdheren Fall ist nicht einmal soviel erreicht; entweder 
miissen noch einschrinkende Bedingungen iiber die Satzsysteme oder iiber 
ihre Axiomensysteme hinzugefiigt werden. Vielleicht, da8 sich unser Problem 
mit verbesserten Methoden wird lésen lassen. 


*) Dieser Gesichtspunkt gab Veranlassung zu meiner ersten Arbeit. Uber andere 
Gesichtspunkte siehe Helmholtz, Erkenntnistheoretische Schriften, erliutert von 
M. Schlick und P. Hertz, Berlin 1921, 8S. 57. 
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Wir wollen jetzt kurz angeben, worin sich der Gegenstand des ersten 
von dem des zweiten Abschnittes unterscheidet. In jenem haben wir es mit 
Sitzen vom Typus a—-} oder a, a,...a@,—+6 zu tun. Dabei sind unter 
a,,4,,.--,@, etwa Ereignisse (abstrakt genommen; nicht konkrete Einzel- 
ereignisse ) zu verstehen, deren Eintreten das Eintreten von 6 bedingt. Was 
unter Beweis, Axiom, unabhingigem Axiomensystem zu verstehen ist, bedarf 
keiner Erlauterung. Wir suchen nach einem Kriterium fiir das Vorhanden- 
sein mehrerer unabhangiger Axiomensysteme 

Von anderer Art sind die Satze, die wir im zweiten Abschnitt be- 
trachten. Sie enthalten Variable und driicken einen Zusammenhang aus, 
demgemaB das Bestehen von gewissen Relationen in irgendwelchen variablen 
Dingen (Relationsfundamenten) das Bestehen gewisser anderer Relationen 
nach sich zieht. Von dieser Art ist z. B. der Satz, dab, wenn zwei Dinge 
einem dritten gleich sind, sie untereinander gleich sind, ein Satz, der sich 
schreibt: 


0 (2%, %,) 0 (X_e%y)—- O( X, Xz 


In entsprechender Weise schreiben wir alle Sitze, die wir hier betrachten. 
Offenbar kommen im zweiten Abschnitt zu den Schliissen von der Art der 
im ersten Abschnitte behandelten noch solche hinzu, deren Konklusion 
durch Gleichsetzung von mehreren Variablen entsteht, und, wenn wir auf 
die formale Darstellung sehen, auch noch solche, deren Konklusion durch 
Anderung der Variablenbezeichnung gewonnen ist. 

Um nun die Satze mit Variablen, die wir auch Makrosdize nennen, 
auf die im ersten Abschnitt untersuchten zuriickzufiihren, ersetzen wir ihre 
Variablen durch Konstante. Die so entstehenden Satze nennen wir Mikro- 
sdtze*). 

Offenbar haben die Mikrositze den Makrositzen gegeniiber an Beweg- 
lichkeit eingebiiBt, da in ihnen keine zu verindernden Variablen mehr 
vorkommen. Zum Ausgleich ersetzen wir jeden Makrosatz durch die Ge- 
samtheit aller zu ihm gehériger Mikrosaitze. Nun zeigt sich, dab, wenn das 
urspriingliche Makrosystem nur endlich viel Axiomensysteme besitzt, auch 
das Mikrosystem ein unabhangiges Axiomensystem besitzt; ferner, daB. von 
den Axiomen des Makrosystems jedes einen Reprdsentanten unter den 
Axiomen des Mikrosystems besitzt, der ihm in einer leicht anzugebenden 
Weise entspricht. Bemerkenswert, ist aber eine besondere Klasse von 
Axiomensystemen der Makrosysteme, dadurch ausgezeichnet, daB aus jedem 
Axiom der Reprisentant dadurch hervorgeht, daB die Variablen durch 
Konstante — gleiche durch gleiche, verschiedene durch verschiedene — 





*) Wahrend die Makrosiitze verbal durch Satze wiedergegeben werden kénnen, 
die ein , wenn“ enthalten, entsprechen die Mikrositze Sitzen, die ein ,weil* enthalten. 
30* 
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ersetzt werden. Diese Eigenschaft haben gewisse von uns zu definierende 
Makrosysteme, die wir D-Systeme nennen; wir zeigen, daB jedes Satz- 
system, sofern es Axiomensysteme mit endlich vielen Satzen besitzt, auch 
D-Systeme zu Axiomensystemen haben mu. Leider gelingt es aber nicht, 
eine notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein mehrerer D-Systeme 
anzugeben. Um gestiitzt auf die Ergebnisse des ersten Abschnittes ein not- 
wendiges Kriterium fiir das Vorhandensein mehrerer D-Systeme zu ge- 
winnen, miissen entweder die Satzsysteme einer weiteren einschriinkenden 
Bedingung unterworfen werden, oder es mul die Betrachtung auf besondere 
ausgezeichnete D-Systeme — wir nennen sie d-Systeme beschrankt 
werden. Aber solche d-Systeme sind gar nicht immer vorhanden. Daher 
miissen unsere Ergebnisse als durchaus der Erginzung bediirftig gelten. 


Erster Abschnitt. 


Elementarer Fall. 


§ 1. 
Unabhingige Axiomensysteme. 


Der erste Abschnitt sollte als Vorbereitung auf den zweiten dienen. 
Zu diesem Zweck geniigt es nicht, wenn wir uns auf Satzsysteme be- 
schrinken, fiir die es endlich viele Axiome gibt. Wir miissen auch solche 
betrachten, deren simtliche unabhangige Axiomensysteme unendlich viele 
Axiome enthalten. Unsere Untersuchungen werden dadurch um _ nichts 
schwieriger, als wenn wir bei endlichen Axiomensystemen blieben. Ebenso- 
wenig bedeutet es eine Erschwerung, wenn die einleitenden Uberlegungen 
des ersten Paragraphen allgemeiner gehalten werden, als fiir die folgenden 
Paragraphen dieses Abschnittes erforderlich ist. Das wird mit Riicksicht 
auf den zweiten Abschnitt geboten sein. Nur wollen wir der gréBeren 
Anschaulichkeit halber mit spezielleren Betrachtungen beginnen. 

Wir denken uns einen Bereich © von endlich vielen oder abzihlbar 
unendlich vielen Elementen, die mit den kleinen Anfangsbuchstaben des 
lateinischen Alphabetes, oben oder unten mit einem Index oder mehreren 
Indizes oder mit Akzenten versehen, bezeichnet werden. Von diesen Ele- 
menten betrachten wir Komplexe, die aus endlich vielen Elementen be- 
stehen (auch aus einem Element) und die Antezedentia heiBen. Gegen- 
stand der Betrachtung sind nun Paare, bestehend aus einem Antezedens 
und einem Element, das als Element des Paares Sukzedens heiBe. Solche 
Paare nennen wir Sdize. Auch wenn das Antezedens nur aus einem Ele- 
ment besteht, kann es nicht mit dem Sukzedens vertauscht werden. Wir 
bezeichnen einen Satz, indem wir links vom Zeichen —» die Symbole fiir 
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die Antezedenselemente und rechts das Symbol fiir das Sukzedenselement 
schreiben, also durch Symbole von der Art 


a, a,, — b,, 
a,a,4a,— b,, 
usw., allgemeiner ausgedriickt durch irgendwelche Symbole, die aus 
U, Uy... Uv 


hervorgehen, wenn die u und v durch irgendwelche die Elemente bezeichnen- 
den Symbole ersetzt werden. 

Von solchen Satzen wollen wir nun gewisse Mengen betrachten, die 
wir als abgeschlossene Satzsysteme bezeichnen. Darunter verstehen wir 
Mengen von Sitzen von der Art, daB, wenn irgendwelche Satze in ihnen 
enthalten sind, auch gewisse andere zu ihnen gehéren, die mit jenen nach 
gewissen Regeln zusammenhiangen, den Verkniipfungsregeln, die sogleich 
anzugeben sind. Ziel der vorliegenden Untersuchungen ist es nun, Aus- 
sagen tiber solche abgeschlossene Systeme auszusprechen. Daher kénnen 
wir die Verkniipfungsregeln auch als die Axiome ansehen, durch die die 
abgeschlossenen Systeme definiert werden; es sind also die Axiome, durch 
die das Gebiet unserer Untersuchung abgegrenzt wird. Diesem Gebiet ge- 
héren nun aber gewisse Gebilde an, die den eigentlichen Gegenstand 
unserer Betrachtungen darstellen, und fiir die die Axiome der Einzelwissen- 
schaften Anwendungsbeispiele sind; sie allein werden hier mit dem Wort 
Axiom bezeichnet. Endlich kénnen wir noch in bezug auf unsere Betrach- 
tungen in einem dritten Sinn von Axiomen reden. Um namlich aus den 
Axiomen im ersten Sinn — des abgeschlossenen Systems gewisse 
Folgerungen zu ziehen (die sich z.T. auf die Axiome im zweiten Sinne 
beziehen ) bediirfen wir gewisser Prinzipien, die hier nicht besonders formu- 
liert werden. Es sind das die Axiome unserer Untersuchungsmethode. 

Die Verkniipfungsregeln geben an, wie man aus gewissen als Primissen 
zu bezeichnenden Satzen einen andern, die Konklusion, findet, der mit 
ihnen zusammen einen Schluf bildet. Um nun bequem die Verkniipfungs- 
regeln in Zeichen darzuzstellen, oder, was dasselbe ist, die Form des 
Schlusses, ist es zweckmaéBig, noch andere Bezeichnungsweisen fiir unsere 
Satze zu verwenden. Wir wollen es zulassen, daB in der Menge der das 
Antezedens darstellenden Zeichen dasselbe Zeichen mehrfach vorkommt, 
oder da8 darin Zeichen vorkommen, die dasselbe Element bedeuten. Unter 
einem Symbol von der Form (w,, u,,...,u,) wollen wir dann den Kom- 
plex aller der Elemente verstehen, fiir die sich mindestens ein Zeichen in 
diesem Symbol findet. Es wiirde z. B. (a,a,a,) soviel bedeuten wie 
(a,a,), und (a,a,a,) soviel wie (a,a,), wenn a, und a, Zeichen fiir 
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dasselbe Element sind. Wenn wir also einen Inbegriff von vier Satzen, die 
sich in der Form: 


a, — b, 
a, — b, 

b, b, >~C 
a, a, ~C 


darstellen lassen, als Schlu8 bezeichnen, so ist in dieser Definition einge- 
schlossen, daB auch 


a— b, 
a — 6. 

b, b,c 
a > 


ein SchluB ist. 
Allgemein verstehen wir unter einem SchluB ein Gebilde, das ent- 
weder Syllogismus oder unmittelbarer Schluf ist, und zwar nennen wir 
1. Syllogismus ein aus endlich vielen Satzen bestehendes Gebilde, das 
die Form annehmen kann: 


1 
ee... > 6b 
ee .:: > b° 
> | | 
aa b* b >Cc 
a: ae . 
a? a? 
1 . >C. 
a'‘a’* | 


Hier heiBt der letzte Satz Konklusion, der vorletzte Obersaiz, alle andern 
heiBen Untersdtze; die Untersiitze zusammen bilden das Untersatzsystem; 
Untersaétze und Obersatz zusammen heiBen Prdmissen. Wie man sieht, 
miissen die Sukzedenselemente der Untersitze saimtlich Elemente des 
Obersatzantezedens sein. Als solche heifBen sie seine Hauptglieder. Da- 
neben etwa sonst noch vorkommende Elemente des Obersatzantezedens 
nennen wir akzessorisch”*). 

Wir sehen nun, daB die Konklusion eines Syllogismus kein Element 
enthalt, das nicht in den Priamissen vorkommt. Daher gibt es zu einem 


5) Es kann natiirlich ein anderes Zeichen, als die fiir die Hauptglieder verwandten 
Zeichen doch dieselbe Bedeutung haben wie eines von diesen und wiirde dann eben 
entgegen dem duBeren Anschein kein akzessorisches Element bedeuten. 
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gegebenen System von Pramissen nur endlich viele Konklusionen, die sich 
leicht angeben lassen, und zwar, ohne da8 man Kenntnis von dem vorge- 
gebenen Elementenbereich zu haben braucht. 

Ganz anders verhalt es sich mit der zweiten Art von Schliissen, den 
unmittelbaren Schliissen. 


2. Unter einem unmittelbaren Schlu8 verstehen wir ein Gebilde von 
der Form 
a@,a, ... —-+)b 
a'a*... a, a, ... 5b; 


dabei sollen die beiden Satze nur endlich viele und nur zu dem gegebenen 
Bereich gehérige Elemente enthalten; der erste Satz heiBt Prdmisse, der 
zweite Konklusion. Durch die Festsetzungen 1. und 2. ist aber auch be- 
stimmt, was Primisse und Konklusion eines Schlusses bedeutet*). 

Ehe wir nun aber zur Betrachtung der abgeschlossenen Systeme iiber- 
gehen, definieren wir den Begriff des Beweises und einige damit zusammen- 
hingende Begriffe. Dazu mu8 noch die Definition vorhergehen: 

Ein tautologischer Satz ist ein Satz von der Form a—a. Wir 
schlieBen noch die Definition an: Einen Satz, dessen Sukzedens zugleich 
Element des Antezedens ist, der also aus einem tautologischen Satz durch 
einen unmittelbaren Schlu8 hervorgeht, nennen wir trivial. Die tautolo- 
gischen Siatze gehéren zu den trivialen. 

Jetzt definieren wir: Unter einem Beweis aus einem Satzsystem T - 
die Sitze von ZT nennen wir oberste Sdtze des Beweises — fiir einen 
Satz e verstehen wir eine Reihe von Schliissen, deren letzter e als Kon- 
klusion besitzt, und die von der Art ist, daB jede Primisse entweder tauto- 
logisch ist oder zu & gehért’) oder mit einer friiheren Konklusion iiber- 
einstimmt. Ein Satz heiBt beweisbar aus T, wenn es einen Beweis fiir ¢ 
aus I gibt’). 

Wir nennen in einem Beweis fiir einen Satz e einen SchluB entbehrlich*), 


*) Ober eine Rechtfertigung dieser Festsetzungen siehe eine Mitteilung in den 
»Annalen der Philosophie“ 7 (1928), S. 272. 

”) Die obersten Sitze brauchen nicht alle in dem Beweis vorzukommen. 

®) Es ist sofort zu sehen, daB es Beweise gibt: 

1. fiir alle tautologischen Sitze, niimlich fiir einen solchen Satz e den unmittel- 

e 

baren SchluB ~,, 

2. fiir alle trivialen Satze, 

8. fiir alle Saétze von T, namlich fiir einen solchen Satz e den Beweis -. 
Ubrigens ist leicht zu sehen, daB die tautologischen Sitze entbebrlich sind, da wir in 


den Schliissen akzessorische Elemente zugelassen haben. 
*) Ann. Nr. 65. 
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wenn nach seiner Entfernung ein Beweis fiir e iibrigbleibt. Ein Beweis 
ohne entbehrliche Schliisse moge reduziert heiBen*®). 

Das als Beweis bezeichnete Gebilde steht nun in engem Zusammen- 
hang mit einem anderen Gebilde, das ich in meiner friiheren Arbeit be- 
sprochen habe"): 

Wir denken uns einen SchluB aufgeschrieben, und zwar die Konklusion 
im einer Reihe, die Pramissen dariiber nebeneinander. Entweder nun brechen 
wir hiermit schon ab, oder wir fahren fort, indem wir iiber einige Pri- 
missen eine Reihe von Satzen schreiben, aus denen jene als Konklusionen 
folgen. Nun kénnen wir wieder hier abbrechen oder den ProzeB wieder- 
holen usw. Ein auf diese Weise in einer endlichen Anzahl von Schritten 
herstellbares Gebilde soll SchluBsystem heiBen'*). Die Siatze, iiber die 
keine andern Siatze als Primissen geschrieben sind, mégen oberste Satze des 
SchluBsystems heiSen. 

Es ist nun sofort zu sehen, daB es zu jedem Beweise mindestens ein 
SchluBsystem gibt, dessen nicht-tautologische oberste Saitze zu dem System T’ 
derjenigen obersten Siatze des Beweises gehéren, die in ihm als Primissen 
vorkommen, und das die Eigenschaft besitzt, daB jeder im Sci.luBsystem an 
hoherer Stelle stehende Satz auch im Beweis friiher vorkommt. Ein solches 
SchluBsystem nennen wir ein dem Beweis zugehériges**). Umgekehrt kann 
man aus jedem SchluBsystem einen Beweis herstellen, dessen oberste Satze 
die nicht-tautologischen obersten Sitze des SchluBsystems sind. 

In einem SchluBsystem bezeichnen wir als Kette’*) eine Reihe von 
Satzen, die mit dem untersten beginnt und von da immer weiter zu einem 
jeweils dariiberstehenden fortschreitet, bis sie mit einem obersten endet. 
Eine Kette in einem zu einem Beweis gehérigen SchluBsystem mége als 


”) Nach dieser Definition wiirde also in einem reduzierten Beweis fiir e nur dann 


ein Schlu8B von der Ferm < vorkommen kénnen, wenn ¢ tautologisch oder oberster 
Satz ist (vgl. Anm. 8). 

4) Ann. Nr. 38. 

#2) Diese Definition ist genetisch, wihrend die friihere entsprechende (Ann. Nr. 38) 
definierende Eigenschaften des fertigen Systems angab. Auch sachlich stimmt die friihere 
Definition nicht ganz mit der jetzigen iiberein. 

8) Es kann fiir einen Beweis auBer den zugehérigen SchluBsystemen noch an- 
dere geben, deren nicht-tautologische oberste Saitze zu I’ gehéren, fiir nicht-reduzierte 
Beweise auch solche, die nur Satze des Beweises enthalten. — Ein zu einem reduzier- 
ten Beweis gehériges SchluBsystem enthilt auch tatsichlich als oberste Sitze alle Sitze 
von &’. 

™) Von Hilbert (Math. Annalen 88 (1923), S. 158) Fiiden genannt. In meiner 
friiheren Arbeit habe ich beliebige Stiicke der hier als Kette bezeichneten Gebilde als 
Teilketten bezeichnet. (Nr. 37.) (In meiner Arbeit Math. Annalen 87 (1922) wurde das 
Wort Kette in einem ganz anderen Sinne gebraucht. ) 
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eine Kette des Beweises gelten. In einem reduzierten Beweis gibt es zu 
jedem obersten Satz eine mit ihm endende Kette. 

Besondere Beachtung verdienen erstens diejenigen Ketten, die nie zu 
Obersitzen fortschreiten (also im Syllogismus stets zu Untersitzen); wir 
nennen solche Ketten u-Ketten. Man erkennt sofort, daB fiir eine u-Kette 
die Menge der Antezedenselemente jedes Satzes in der Menge der Ante- 
zedenselemente jedes vorhergehenden Satzes enthalten ist. Zweitens sind 
diejenigen Ketten hervorzuheben, die nie zu Untersiitzen fortschreiten 
(also im Syllogismus stets zu Obersitzen) und die o-Ketten heiBen 
mégen’®). Ihre Satze haben alle das Sukzedenselement des letzten Satzes 
im Beweis. 

Von gréBter Wichtigkeit fiir das Folgende ist nun die Einsicht: 
Wenn die Satze eines Satzsystems YW aus einem Satzsystem 8 beweisbar 
sind, und die Satze von 8 aus einem System ©, so sind die Satze von A 
aus © beweisbar (Satz von der Transttivitdt der Beweisbarkeit). 

Nun wurde der Begriff des Schlusses nur eingefiihrt, um den des ab- 
geschlossenen Systems zu gewinnen, das Gegenstand unserer Betrachtungen 
sein sollte. Wir definieren: Ein abgeschlossenes System ist ein System von 
Saitzen, das alle aus den Elementen des Bereiches zu bildenden tautolo- 
gischen Siatze enthalt und von der Art ist, da die Konklusion jedes 
Schlusses, dessen Praimissen zu ihm gehdéren, ihm ebenfalls angehért**). 
Hieraus folgt sofort, daB aus Siatzen eines abgeschlossenen Systems nur 
Sitze des Systems bewiesen werden kénnen. 

Unter den zu einem Elementenbereich gehérigen abgeschlossenen Satz- 
systemen nimmt das aus nur trivialen Satzen bestehende eine besondere 
Stellung ein: Es ist in allen zu demselben Elementenbereich gehdérigen ent- 
halten und mége Nullsystem'‘) heiBen. Da ferner jedes Element des Be- 
reiches (© (S. 460) in mindestens einem Satz eines zu diesem Bereich ge- 
hérigen abgeschlossenen Systems vorkommen muB, so ist durch jedes ab- 
geschlossene System der zugehérige Elementenbereich eindeutig festgelegt. 

) In einem reduzierten Beweis gibt es nur eine o- Kette. 

16) Es wird jetzt klar sein, weshalb es nétig war, von einem Elementenbereich € 
(S. 460) auszugehen. Geschiihe das nicht, so wiirde es kein aus endlich vielen Siatzen be- 
stehendes abgeschlossenes System geben, ja iiberhaupt keine irgendwie beschreibbare 
Menge von Sitzen kénnte als abgeschlossen gelten. Anders wire es, wenn man als 
Schliisse nur Syllogismen zulieBe. 

Gebilde, wie wir sie hier betrachten, wurden unter dem Namen von Gruppen 
von E. Schréder untersucht, Algebra der Logik, Leipzig 1890, Bd. 1, S. 622. Man ver- 
gleiche auch die bereits zitierten Arbeiten des Verfassers und die Arbeit von Fritz 
London: Uber die Bedingungen der Méglichkeit einer deduktiven Theorie: Jahrbuch 
fiir Philosophie und phanomenologische Forschung 6 (1923), S. 356. 

17) Vgl. E. Schréder, a.a.O. S. 625. 
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Nun sieht man sofort: Ein abgeschlossenes System besteht aus endlich 
vielen oder unendlich vielen Satzen, je nachdem der zugehérige Elementen- 
bereich endlich viele oder unendlich viele Elemente besitzt. Abgeschlossene 
Satzsysteme, die nur endlich viele Satze besitzen, also Bereichen mit nur 
endlich vielen Elementen entsprechen, mégen kurz endliche abgeschlossene 
Systeme heiBen. Sie besitzen eine bemerkenswerte Eigenschaft, die sich 
auf ibre Axiumensysteme bezieht. 

Unter einem Aziomensystem zu einem abgeschlossenen Satzsystem 
wollen wir ein Satzsystem verstehen, aus dem alle Satze des gegebenen 
Satzsystems beweisbar sind. Ein unabhdngiges Satzsystem nennen wir ein 
System von Siatzen, in dem kein trivialer Satz vorkommt, und in dem kein 
Satz aus andern Sitzen des Systems beweisbar ist, endlich ein unabhdngiges 
Azxiomensystem ein Axiomensystem, das ein unabhingiges System ist. 

Offenbar gibt es aus jedem Axiomensystem eines abgeschlossenen 
Satzsystems fiir jeden Satz mindestens einen reduzierten (siehe 8. 464) 
Beweis. 

Da8 nun zu jedem abgeschlossenen Satzsystem mindestens e#n Axiomen- 
system gehért, ist auf Grund unserer Definitionen selbstverstandlich. Nicht 
so einleuchtend und vielleicht auch gar nicht allgemein richtig ist es, da 
jedes abgeschlossene Satzsystem — sofern es kein Nullsystem ist — ein 
unabhingiges Axiomensystem besitzt. Fiir ein endliches abgeschlossenes 
Satzsystem, das nicht Nullsystem ist, ]4t sich indes sehr leicht die Existenz 
eines unabhangigen Axiomensystems nachweisen. 

Wir denken uns die endlich vielen nicht-trivialen Siatze in eine 
Reihe geordnet und streichen aus dieser Reihe gewisse Siatze, nimlich 
folgendermaBen: LaBt sich der erste Satz aus andern beweisen, so wird er 
gestrichen, im andern Fall stehen gelassen. Darauf wenden wir uns dem 
zweiten Satz zu; ist dieser aus den dibriggebliebenen Sitzen beweisbar, so 
wird auch er gestrichen, im andern Fall wieder stehengelassen. In dieser 
Weise fahren wir fort, bis wir das ganze System durchgegangen sind. 
Mindestens ein Satz mu8 iibrigbleiben. Man erkennt sofort, daB das iibrig- 
bleibende System von Siatzen 


1. Axiomensystem, 
2. unabhiangiges Satzsystem, 


daher auch unabhingiges Axiomensystem ist. 

Es ist nun bemerkenswert, daB der eben gegebene Beweis, sowie der Satz 
von der Transitivitiét der Beweisbarkeit, erheblich verallgemeinert werden 
kann. Weder ist es fiir ihre Giiltigkeit erforderlich, daB die Siatze, noch 
daB die SchluBregeln die oben angegebene Form haben. Da wir im zweiten 
Abschnitt in der Tat Satze und Schliisse vom_andern Typus zu besprechen 
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haben, so mag es gestattet sein, hier kurz auf jene Verallgemeinerung hin- 
zuweisen, obwohl wir im zweiten Abschnitt keinen Gebrauch zu machen haben 
werden von dem Satz, da8 endliche Satzsysteme immer unabhangige Axiomen- 
systeme haben. In den andern Paragraphen des vorliegenden Abschnittes 
sollen wieder ausschlieBlich die oben definierten Arten von Satzen und 
Schliissen betrachtet werden. 

Unsere Verallgemeinerung kann in drei Schritten geschehen. 


1. kénnen die Satze die bisher betrachtete Form haben, dagegen andere 
SchluBregeln gewaihit werden. Es kann etwa als einzige Regel festgesetzt 
werden, aus A—-b, Bb—c soll folgen ABb-—-c (also nicht AB—c; 
A, B seien Komplexe von Elementen). Die Begriffe: Beweis, beweisbar, 
Axiom sind entsprechend wie bisher zu definieren. 


2. kénnen wir aber, indem wir immer noch die betrachteten Satz- 
formen beibehalten, die Schliisse, auf allgemeine Regeln verzichtend, da- 
durch definieren, da8 wir in willkiirlicher Weise den Pramissen Konklusionen 
zuordnen. Auch jetzt ist abgeschlossenes System, Beweis, beweisbar, unab- 
hingiges Axiomensystem wie friiher zu definieren. Wenn wir von einem 
Satzsystem ausgehen, und nur aus dessen Sitzen die Schliisse auswihlen, 
so erhalten wir natiirlich ein abgeschlossenes System. Sei z. B. das Ausgangs- 
system a-+b, b-+c, a-+c, das, wie bemerkt, selbstverstindlich abge- 
schlossen ist. Man kann als einzigen SchluB wihlen: ,zu den Pramissen 
a—+c, b-+c gehére als Konklusion a—+}“, wofiir in Zeichen geschrieben 
werde: (a—+c) (b—+c) => (a—-b), und hat dann das unabhingige Axiomen- 
system a-—+c, b-—c. 

Der letzte Schritt besteht darin, daB wir 


3. als Satze irgendwelche Gegenstinde bezeichnen, die nicht notwendig 
Antezedens und Sukzedens zu haben brauchen. 
Irgendeine Menge von solchen ,,Siatzen“ sei gegeben, und unter ihnen 


eine Reihe von Schliissen von der Form: 
@, GaGa ses =O 


ausgezeichnet. ZweckmaéBig wird man stets auch a->a zu den Schliissen 
rechnen. 

Auch jetzt ist Beweis, beweisbar und unabhingiges System wie bisher 
zu definieren. 

In allen drei Fallen gilt, wie man leicht erkennt, der Satz von der 
Transitivitat der Beweisbarkeit, sowie der Satz, daB endliche, Satzsysteme 
immer unabhangige Axiomensysteme besitzen. 

Der erste nun dieser beiden Sitze gibt noch zu einigen wichtigen Be- 
trachtungen AnlaB. Versteht man unter einer Beweisbarkeitsbeziehung 
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a,a,...-=6 die Aussage, daB 6 sich aus a,a,... beweisen lasse, so folgen 
aus gewissen Beweisbarkeitsbeziehungen andere genau in derselben Weise, 
wie in unseren speziellen Darstellungen aus Satzen Konklusionen folgen. 
Es folgt also zum Beispiel aus 


aa, +6 
as oC 
a, a, A, > C, 
und aus 
a,b 


folgt a,a,6 usw. 


Wir kénnen also folgende Korrespondenz herstellen: Sachlich ent- 


sprechen den Satzen a—-b, a,a,—+b usw. die mit a,, a,,... bezeichneten 
Dinge, den Schliissen einige der Beziehungen a, a,—> 6 usw.; dagegen formal 
entsprechen den Elementen a,,a,,... die Elemente a,,a,,..., den Satzen 


a,—> b, a,a,— b usw. die Beziehungen a->b, a,a,->6 usw. (Beweis- 
barkeitsbeziehungen ), den Axiomen a,—+b, a,a,—+b usw. die Beziehungen 
a,—> 6, a,a,—> 6 usw. (Schliisse) und den Schliissen die Schemata, durch 
welche aus gewissen Beweisbarkeitsbeziehungen andere hergeleitet werden ’’). 

Diese Korrespondenz kann auch zu einem wichtigen heuristischen 
Prinzip werden, von dem wir noch Gebrauch zu machen haben werden”’), 

Im zweiten Teil werden wir es nun mit Sitzen anderer Art und mit 
anderen Verkniipfungsregeln als den hier betrachteten zu tun haben. Daneben 
werden wir jedoch abgeschlossene Systeme von Sitzen der hier besprochenen 
Art untersuchen miissen, aber diese abgeschlossenen Systeme enthalten immer 
unendlich viele Saétze. Wir werden uns also fragen miissen, ob sie unab- 


*8) Allerdings haben wir auf der héheren Stufe noch eine Regel zu betrachten, 
zu der ein formales Gegenstiick auf der niedrigeren nicht vorhanden ist. Man wird 
nimlich auch noch Sitze af,af... einfiihren wollen, die eine Verallgemeinerung der 
tautologischen darstellen und als pseudo-tautologische bezeichnet werden kénnten. Es 
wiirde dann gelten, daS aus der Beweisbarkeitsbeziehung af a?...a,a,...—~6 stets 
folgt a,a,...—>6. Zu dieser Regel fehlt ein formales Gegenstiick auf der niedrigeren 
Stufe; es sei denn, man fiihrte gewisse ausgezeichnete Elemente ein (die etwa immer 
vorhandene Zusténde bedeuten). 

**) Hier geben wir noch folgendes Beispiel fiir die Anwendung unseres Prinzips: 
Gehen wir von dem eben bewiesenen Satz aus, daB es zu jedem endlichen Satzsystem 
stets ein unabhangiges Axiomensystem gibt, driicken diese Beziehung in den Symbolen 
des zweiten allgemeineren Systems aus und suchen sodann das formale Gegenstiick im 
ersten System auf, so erhalten wir den 


Satz: Fiir jedes abgeschlossene Satzsystem gibt es gewisse Elemente a,,, dys, .. +» Qn» 
so daB zu jedem Element a, des Systems stets ein Satz ay, dog... @y, —> a; vorhanden ist, 
daB aber kein Satz Bo, M9 - + -Fyn_ 3 2on43 --* Fon > FQ im System vorkommt. 
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haingige Axiomensysteme besitzen. Zur Vorbereitung auf diese Untersuchung 
wollen wir uns schon jetzt mit der Frage beschiftigen, ob unendliche Satz- 
systeme iiberhaupt immer unabhingige Axiomensysteme besitzen. Es liegt 
nahe, sich fiir diesen Fall der eben auseinandergesetzten Streichmethode 
zu bedienen. Indes kénnen wir an einem Beispiel zeigen, daB diese ver- 
sagen kann. 

Wir wollen die Betrachtungen auf Satze beschranken, deren Antezedens 
aus einem Element besteht, die also von der Form a-+6 sind. Soll es 
von ihnen tiberhaupt abgeschlossene Systeme geben, so miissen wir die 
Verkniipfungsregeln abaindern. Es darf keine unmittelbaren Schliisse mehr 
geben. Ferner diirfen wir keine Schliisse mit akzessorischen Elementen und 
keine mit mehr als einem Untersatz zulassen. sondern nur solche von 
der Form 

a—b 


b—c * 
a . 2 


Man sieht nun sehr leicht, daB, wenn ein Satz a—-b einem ab- 


geschlossenen Satzsystem angehért, es auch eine Reihe von Satzen 


A—-2,, 2, Xq, -+., >b 
1 | m 


geben muB, die Axiome fiir dieses System sind. Eine solche Reihe wollen 
wir eine Axiomenrethe nennen. Wir wollen jetzt ein Beispiel dafiir geben, 
da8 bei Zugrundelegung der eben gegebenen Verkniipfungsregeln nicht jedes 
unendliche Satzsystem ein unabhingiges Axiomensystem besitzt, und dab 
daher die Streichmethode versagen kann 
Wir wollen das Satzsystem, das wir meinen, durch ein System von 
Axiomen charakterisieren, natiirlich nicht unabhangiger, und zwar durch 
das folgende: 
lL a,—a t>1). 


Il. a.—a &k> 2). 


Es ist sofort zu sehen, daB das zugehérige abgeschlossene Satzsystem 

aus den Siatzen besteht: 
, . 
I. a,—a,; (¢>1 


Il’. a,—a,, i>m>1 


Gibt es zu diesem Satzsystem ein unabhingiges Axiomensystem? 
Offenbar kénnen wir Siatze von der Form II a,—-a,_, bei keiner Wahl 


des Axiomensystems aus andern beweisen; denn in einer bei a, beginnen- 





%) Solche Satze und Verkniipfungsregeln bildeten den Gegenstand meiner Ab- 
handlung Math. Annalen $7 (1922). 
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den, a,—+ a, _, nicht enthaltenden Axiomenreihe kénnten nur Indizes vor- 
kommen, die kleiner als k —1 sind; die Indizes miiBten immer mehr ab- 
nehmen, und ihre Reihe miiBte spitestens bei a, abbrechen. 
Die Satze II miissen also in jedem Axiomensystem enthalten sein. 
Gehérte ferner einem Axiomensystem nur eén Satz von der Form I, 


etwa der Satz a,—-a,, an, so lieBe sich aus ihm ein Satz a 


' 17> @,; Wo 
n> m, nicht beweisen; denn eine bei a, beginnende Axiomenkette wiirde 
zunichst zu a, fiihren und von da zu immer kleineren Indizes, um 
spitestens bei a, abzubrechen. In einem gegebenen Axiomensystem kommen 
also mindestens zwei Axiome a,—+4@,, a@,—+@, vor, wo etwa q > p ist 


und da sich a,—+a@, aus a,—+a,, a 


> 


\ tcol + a, beweisen lat, 
ist das Axiomensystem nicht unabhingig. Fiir unser Satzsystem laBt sich 


also kein unabhaingiges Axiomensystem finden **). 


*o, p+1- 


Was geschieht nun, wenn wir gleichwohl die Streichmethode an- 
wenden? Man erkennt leicht, daS man dann simtliche Satze von II iibrig- 
behalt; diese bilden ein unabhingiges System, aber kein Axiomensystem 
von I’ II’. 

Allgemein erkennt man: Geht man von einem beliebigen Satzsystem 
aus und wendet das Streichverfahren an, so ist ein etwa iibrigbleibendes 
System stets unabhingig. Dieses System braucht aber, wie wir eben ge- 
sehen haben, nicht Axiomensystem zu sein. Nur wenn das Ausgangssystem 
endlich viele Satze enthalt, werden wir zu einem unabhingigen Axiomen- 
system gelangt sein. Es kann jedoch offenbar nur fiir den Fall un- 
endlich vieler Satze — vorkommen, daB nach Anwendung des Streich- 
verfahrens iiberhaupt kein Satz iibrigbleibt. 

Ein Beispiel dafiir ist das folgende**), bei dessen Darstellung wir der 
Einfachheit halber die Elemente durch Zahlen bezeichnen: 


O— 1 


Auch fiir diesen Fall gibt es, wie leicht ersichtlich, kein unabhingiges 
Axiomensystem. 

Allgemein kénnen wir zwei Fille unterscheiden, in denen die Streich- 
methode versagt: 

**) Noch ehe ich mich mit dieser Untersuchung beschiftigte, hat mir Herr Fritz 
London mitgeteilt, daB er Satzsysteme ohne unabhingige Axiomensysteme gefunden 
habe; nachdem ich das oben angefiihrte Beispiel gefunden hatte, teilte er mir das weiter 
unten wiedergegebene Beispiel mit. ; 

%) Siehe Anm. **). 
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1. alle Satze werden gestrichen; 


2. es bleibt ein unabhangiges System als Rest, aber dieses ist nicht 
Axiomensystem. 

Man darf aber nicht meinen, daB, wenn der erste Fall vorliegt, kein 
unabhangiges Axiomensystem méglich wire. Es lassen sich Beispiele dafiir 
angeben, daB durch das Streichverfahren simtliche Satze verschwinden, 
und es doch ein unabhingiges Axiomensystem gibt **). 

Kehren wir noch einmal zu unserem ersten Beispiel zuriick. Wir 
wollen gleich hier bemerken, was wir spater (8S. 482) begriinden werden, 
daB, wenn wir aus I und II nach den gewdhnlichen SchluBregeln **) 
(S$. 462f.) ein abgeschlossenes System erzeugen, fiir dieses allerdings ein 
unabhangiges Axiomensystem gefunden werden kann, wenn es auch nicht 
einer Forderung geniigt, die wir meist an die von uns zu untersuchenden 
unabhangigen Axiomensysteme stellen werden. 

Wir nennen namlich in bezug auf ein abgeschlossenes Satzsystem 
einen Satz abundant**), wenn man aus seinem Antezedens noch Elemente 
weglassen kann, ohne daB der Satz aufhért, zum Satzsystem zu gehéren. 

Ist z. B. der Elementenbereich a, b,c, d gegeben, so ist das Satz- 
system, das aus den Sitzen a-—+b, c-+d besteht und den durch un- 
mittelbare Schliisse aus ihnen folgenden abgeschlossen**), und es gehéren 
ihm gewiB die Sitze ca-—-b, da-—-b, ac-—+-d, be-+d an; diese sind 
aber abundant, denn im Satzsystem kommen schon die Sitze a— b, 
a—b, c—-d, c—d vor. Siatze, die nicht abundant sind, wollen wir 
inabundant nennen und unser Augenmerk vor allem denjenigen unabhangigen 
Axiomensystemen zuwenden, die aus inabundanten Axiomen bestehen. 


*3) Wenn ein System © von abzihlbar unendlich vielen Sitzen der Bedingung 
geniigt, daB jeder Satz von ihm aus jeder Menge gewonnen werden kann, die aus & 
durch Streichung einer beliebigen endlichen Menge hervorgeht, so gilt, wie sofort klar, 
daB bei jeder Anordnung der Axiome von © das Streichungsverfahren alle Siitze be- 
seitigt. Dieser Bedingung geniigt nun das System der Sitze a,» a,, wo i und k 
irgendwelche Indizes bedeuten, die Null, positiv oder negativ sein kénnen. Es gibt 
aber fiir dieses System ein System unabhingiger Axiome, nimlich das folgende: 


eH -G& 5» & -G&». & -~G& >» 
@ —G.,, Giy—Gig, G.¢—>G-,; 
Se -G@& » & -G& 1» & ~G& >» 
G@-, > % » Gig 4-1, Gg->G-s,; 


*) Zu denen also auch der unmittelbare SchluB und der Syllogismus mit mehreren 
Untersiitzen gehért und mit Obersiitzen, die akzessorische Elemente enthalten. 

%5) Siehe Ann. Nr. 57. 

%) Hiervon iiberzeugt man sich leicht mit Hilfe einer einfachen Uberlegung. 
Auch folgt die Behauptung aus einem spiter zu beweisenden Satz (s. 8. 480). 
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Solche gibt es stets fiir endliche Satzssysteme, die Nullsysteme aus- Unt 
genommen. Ordnet man niamlich die inabundanten, nicht-tautologischen ste] 
Sitze eines endlichen abgeschlossenen Systems in eine Reihe und wendet wel 
die Streichmethode an, so mu man zu einem System unabhangiger in- tau 
abundanter Axiome gelangen. Dagegen gibt es sicher unendliche abge- des 
schlossene Satzsysteme ohne unabhangige Systeme inabundanter Axiome ko 

auch bei Zugrundelegung gewohnlicher Verkniipfungsregeln — z. B., wie ber 
wir spater (S. 482) zeigen werden, das abgeschlossene System, das aus den 
eben (8. 469) angefiihrten Axiomen I und II nach den gewdhnlichen Ver- No 
kniipfungsregeln erzeugt wird. Ur 

Schon in der Einleitung wurde auf das Interesse hingewiesen, das die av: 
Frage bietet, ob ein Satzsystem mehrere unabhingige Axiomensysteme Ur 
besitzt. Indessen erkennt man leicht die Notwendigkeit, das Problem zu su 
modifizieren; denn schon fiir die allereinfachsten abgeschlossenen Satz- un 
systeme gibt es mehrere unabhingige Axiomensysteme, wofern man namlich Ne 
auch solche zulaBt, die abundante Satze enthalten. So gibt es z. B. fiir 
das abgeschlossene Satzsystem, das aus den unabhingigen Axiomen a — b, ‘sf 
b—+c hervorgeht, auch noch das Axiomensystem ac—+b, a—+c, b—+c. Da de 
man aber die Forderung vertreten kann, in die Darstellung der Grundlagen ei 
einer Theorie keine abundanten Satze aufzunehmen, so liegt es nahe, unsere h 
Aufgabe dahin abzuindern: Es soll eine notwendige Bedingung fiir das K 
Vorhandensein mehrerer unabhingiger Axiomensysteme ohne abundante fi 
Satze gefunden werden. - 

Die Behandlung dieser Aufgabe ist, wie bereits angegeben, der wesent- 4 
liche Inhalt der vorliegenden Arbeit. ‘ 

§ 2. 
Ordnungszah! und Stufe. hi 


Um das im vorigen Paragraphen aufgestellte Problem zu lésen, be- 
diirfen wir des Satzes, daB bei Zugrundelegung eines Systems inabundanter 
Axiome jeder inabundante Satz ohne Verwendung inabundanter Siatze be- 
wiesen werden kann. Dieser Satz wiederum |aBt sich wohl am bequemsten 
nachweisen, wenn man vorher zeigt, daB jeder Beweis in einen Beweis von ¢ 
einer ganz bestimmten Art iibergefiihrt werden kann. Die hier in Betracht 
kommenden Beweise bezeichnen wir als Normalbeweise, und zwar unter- 
scheiden wir zwischen aristotelischen und goklenischen®’) Normalbeweisen. 


Th 


*”) Den Namen wiblen wir in Anlehnung an den Sprachgebrauch der Logiker. 
Doch findet sich die von ihnen als goklenischer Kettenschlu8 bezeichnete Beweis- 
anordnung schon in dem Kommentar zu Aristoteles’ erster Analytik von Alexander 
von Aphrodisias (Ausgabe von Wallis, Berlin 1883, S. 283 Z. 7-9; S. 284 Z. 20—28; 
S. 285 Z. 26-28, Z. 31-33). 
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Unter einem aristotelischen Normalbeweis wollen wir einen Beweis ver- 
stehen, in dem alle nicht-tautologischen Obersitze oberste Sitze des Be- 
weises, und unter einem goklenischen einen Beweis, in dem alle nicht- 
tautologischen Untersitze oberste Satze des Beweises sind. Fiir den Beweis 
des oben angefiihrten Satzes iiber die Entbehrlichkeit abundanter Sitze 
kénnen wir uns auf die Uberfiihrung von Beweisen in aristotelische Normal- 
beweise beschrianken. 

Es ist leicht zu sehen, daB es zu jedem aristotelischen bzw. goklenischen 
Normalbeweis ein zugehériges SchluBsystem gibt, in dem alle Obersitze bzw. 


29 


Untersitze oberste Satze des SchluBsystemes sind **)**): ein solches SchluB- 
system nennen wir ein aristotelisches bzw. goklenisches NormalschluBsystem. 
Umgekehrt fiihrt jedes aristotelische bzw. goklenische NormalschluBsystem 
zu einem aristotelischen bzw. goklenischen Normalbeweis. Wir brauchen fiir 
unsere Zwecke also nur zu zeigen, dal} sich jedes SchluBsystem in ein 
NormalschluBsystem tiberfiihren |aBt. 

Die Uberfiihrbarkeit nun aller Beweise in aristotelische Normalbeweise 
ist in meiner friiheren Arbeit gezeigt worden. Es soll hier der Weg, auf 
dem dieses geschehen, nur angedeutet werden. Dabei werden wir aber auf 
einen Begriff stoBen, aus dem sich ein anderer ableitet, der vielleicht einiges 
Interesse verdient. Diesem wiederum entspricht nach der in § 1 dargelegten 
Korrespondenz ein Begriff, mit dessen Hilfe wir hier einen neuen Beweis 
fiir die Uberfiihrbarkeit beliebiger Beweise in aristotelische Normalbeweise 
geben werden; der Vollstindigkeit halber geben wir auch einen entsprechen- 
den Beweis fiir die Oberfiihrbarkeit in goklenische Normalbeweise, obwohl 
wir von dieser keinen Gebrauch zu machen haben werden. 

Geben wir zunichst ein Beispiel fiir die Umformung in ein aristote- 
lisches Normalschlu8system. Man sieht sofort, daB das SchluBsystem 


b—-m,m—c 


— —— 


a—-b b—-c 


dieselben obersten Satze besitzt, wie das aristotelische NormalschluB- 
system 


a—-b b—-m 
ae 
a—m m—c 
—_ —-—_ 
a—c. 


28) Nicht nur gleichlautend mit solchen. 
*°) Es kénnen daneben noch SchluBsysteme zu einem nicht-reduzierten Normal 
beweis gehéren, die dieser Bedingung nicht geniigen. 
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Um nun das Verfahren dieser Umformung zu verallgemeinern, fiihren 
wir den Begriff der Ordnungszahl ein. Die obersten Satze des Schlub- 
systems erhalten die Ordnungszahl 0. Ein Satz aber, der nicht oberster 
Satz ist, soll als Ordnungszahl erhalten die gréBte Anzahl der Siatze, die 
in einer durch ihn hindurchgehende Kette auf ihn folgen. 

Man kann nun zeigen**): Enthalt ein NormalschluBsystem einen Ober- 
satz, der nicht oberster Satz ist, so laBt es sich in ein anderes Schlub- 
system iiberfiihren, so daB die Menge der Obersatzordnungszahlen fiir das 
zweite System aus derjenigen fiir das erste System dadurch entsteht, daf 
eine Zahl durch eine Menge kleinerer Zahlen ersetzt wird. 

Hieraus folgt aber sofort, daB jedes Schlu8system in ein aristotelisches 
NormalschluBsystem, jeder Beweis also in einen aristotelischen Normal- 
beweis iibergefiihrt werden kann. Indes, da dieses Ergebnis in dieser 
Arbeit auf andere Weise abgeleitet werden soll, ist es hier auch nicht 
nétig, den erwahnten Satz iiber die Reduktion der Obersatzordnungszahlen 
zu beweisen. 

Der Begriff der Ordnungszahl aber fiihrt uns sofort zu einem andern 
wichtigen Begriff. 

In bezug auf ein abgeschlossenes Satzsystem und ein zugehdriges 
Axiomensystem wollen wir Stufenzahl eines Satzes das Minimum der 
Ordnungszahlen nennen, die dem Satz in allen méglichen zu den Sitzen 
des Axiomensystems als obersten Satzen zugehdrigen SchluBsystemen zu- 
kommen. Da die Ordnungszah! ein Maximum ist, ist also die Stufenzahl 
ein Minimum-Maximum. 

Wie aber nicht schwer zu zeigen, ist der eben gegebenen Definition 
aquivalent die folgende, die tiberhaupt die Wahl unserer Bezeichnung 
rechtfertigt: Alle Axiome und tautologischen Satze erhalten die Stufen- 
zahl 0, Konklusionen aus Pramissen nullter Stufe, d.h. aus Axiomen und 


%) Dies ist in meiner friiheren Arbeit (Ann. Nr. 54) geschehen; nur war die 
dort gegebene Darstellung in einem Punkte unvollstindig, auf den hier aufmerksam 
gemacht werden soll. Es wurde die Transformation in den Normalbeweis sukzessive 
vorgenommen, und zwar wurde bei jedem Schritt ein aus zwei Schliissen des ge- 
gebenen Schlu8systems bestehender Teil — selbst ein SchluBsystem — in ein solches 
SchluBsystem umgewandelt, daB innerhalb des GesamtschluBsystems ein Obersatz ver- 
schwindet, und dafiir neue Obersitze von geringerer Ordnungszahl auftreten. Aber 
es wurde nicht beriicksichtigt, daB infolge der Transformation die Konklusion des 
herausgegriffenen Teiles eine gréBere Ordnungszahl erhalten kénnte, und somit auch 
ein spaterer Obersatz. Indes geniigt es, wenn man bei jedem Schritt zur Transfor- 
mation solche TeilschluBsysteme auswahlt, deren Konklusion mit der Konklusion des 
GesamtschluBsystems durch eine u-Kette verbunden ist. Naher hierauf einzugehen, 
ist nicht erforderlich, da im Text ein anderer Beweis fiir die Uberfiihrbarkeit von 
Beweisen in aristotelische Normalbeweise gegeben werden soll. 
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tautologischen Satzen, die Stufenzahl 1, und allgemein solche Konklusionen 
aus Pramissen 1 bis r-ter Stufe, die selbst nicht von 1 bis r-ter Stufe 
sind, die Stufenzahl r-+-1. Auf diese Weise wird jeder Satz erreicht und 
erhalt eine Stufenzahl. 

Sofern es sich nun um endliche Satzsysteme handelt, gelangt man 
auf diese Weise auch zu einem Verfahren, um von einem Satz zu ent- 
scheiden, ob er zu dem durch die Axiome definierten System gehért; man 
baut sich namlich das System auf, indem man der Reihe nach die zu den 
verschiedenen Stufen gehdérigen Siatze aufsucht. Das Verfahren muB ab- 
brechen, und, wenn der vorgelegte Satz zum System gehdért, mu8 er 
irgendeinmal erreicht werden**). 

Indes wird ein Entscheidungsverfahren zweckmaBiger sein, durch das 
von vorneherein aus dem Axiomensystem nur Satze mit dem Antezedens 
des zu untersuchenden abgeleitet werden. 

Der Satz nun, auf dem dies Verfahren beruht, fiihrt sofort zu einem 
einfachen Beweis fiir die Uberfiihrbarkeit jedes Beweises in einen aristote- 
lischen Normalbeweis; um ihn aber abzuleiten, miissen wir einen Begriff 
einfiihren, der dem der Stufenzahl cines Satzes im Sinne der in §1 er- 
érterten Korrespondenz entspricht. 


§ 3. 
Das Entscheidungsverfahren fiir endliche Axiomensysteme; Ersetzbarkeit 
beliebiger Beweise durch aristotelische Normalbeweise. 


Das Entscheidungsverfahren, das wir hier angeben wollen, ist nur fiir 
endliche Satzsysteme médglich. Dagegen kénnen wir fiir beliebige, auch 
unendliche Satzsysteme zeigen, da sich jeder Beweis in einen aristoteli- 
schen Normalbeweis iiberfiihren laBt. 

Sei ein Beweis 8 gegeben, so bilden wir das abgeschlossene System ©, 
das aus simtlichen aus den obersten Sitzen von § abzuleitenden Satzen 
besteht. Auf dieses endliche System © beziehen sich die folgenden Be- 
trachtungen **). 

Nun legen wir einen ein fiir allemal festzuhaltenden Komplex von 
endlich viel Elementen unseres Bereiches zugrunde**) und bezeichnen ihn 
als Grundkomplex. Seine Elemente nennen wir ausgezeichnete Elemente 


%1) Ist dagegen das System unendlich, so kann es schon unendlich viel Siitze 
von der ‘nullten Stufe (Axiome) geben, so daB ein anderer gar nicht erreicht wird. 

32) Darauf, daB die Anwendung unseres Verfahrens bedenklich sein kénnte, wenn 
das vorgegebene Satzsystem unendlich ist, bin ich durch eine Bemerkung von P. Bernays 
aufmerksam geworden. 

33) Eben das Antezedens des zur Priifung vorgelegten Satzes. 


31* 
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nullter Stufe. Ausgezeichnetes Element erster Stufe nennen wir ferner ein 
Element unseres Bereiches, wenn es nicht ausgezeichnetes Element nullter 
Stufe ist, und wenn es Sukzedens eines Axiomes ist, dessen Antezedens 
echte oder unechte) Teilmenge des Grundkomplexes ist; ausgezeichnetes 
Element r-ter Stufe nennen wir ein Element, das nicht Element nullter 
bis (r —1)-ter Stufe ist, wenn es Sukzedens eines Axiomes ist, dessen 
Antezedens nur aus Elementen nullter bis (r — 1 )-ter Stufe besteht. End- 
lich soll unter einem ausgezeichneten Element schlechtweg ein Element 
verstanden werden, das ausgezeichnetes Element von irgendeiner Stufe ist** 

Die Stufenzahl eines ausgezeichneten Elementes in bezug auf den 
Grundkomplex entspricht nun, wie leicht zu sehen, der Stufenzahl eines 
Satzes in bezug auf ein Axiomensystem. Indem man durch diese Analogie 
die friiher dargelegte vervollstindigt, gelangt man zu der Zusammen- 


stellung: Es entsprechen sich: 


Satz Element 

SchluB Axiom 

Konklusion eines Schlusses Sukzedens eines Axiomes 
Axiom Grundelement 


. ; , in bezug auf 
beweisbarer Satz \ in bezug auf ein  ausgezeichnetes Element ] 8 


- ait ey den Grund- 
Stufenzahl j xlomensystem Stufenzahl f komplex. 
Wir beweisen jetzt: Dafiir, daB sich ein Satz a,...a,—+6 aus den 
Axiomen ableiten laBt, ist notwendige und hinreichende Bedingung, da8 in 
bezug auf das Antezedens a, ...a, das Sukzedens b ausgezeichnet ist. 
Nehmen wir erstens an, fiir einen Satz a, ...a,—+b liege ein aus 


unseren Axiomen gefiihrter Beweis vor. Es ist zu zeigen, daB in bezug 
auf a,...a@, das Element 6 ausgezeichnet ist. Wir nennen nun «-Satz einen 
Satz, dessen Antezedens nur Elemente enthalt, die in bezug auf a, a, ... a, 
ausgezeichnet sind, dessen Sukzedens aber in bezug auf diesen Komplex 
nicht ausgezeichnet ist. Es ist dann klar, daB die Axiome und tauto- 
logischen Satze keine a-Sitze sein kénnen; zu zeigen ist, dab die letzte 
Konklusion unseres Beweises, deren Antezedens-Elemente a, a, ...@, aus- 
gezeichnete Elemente von nullter Stufe sind, kein «-Satz sein kann. 

Wir beweisen dazu den Satz: Wenn die Konklusion eines Schlusses 
ein «-Satz ist, so ist auch mindestens eine seiner Primissen ein solcher 


*) Jedes Element ist also entweder ausgezeichnet oder nicht. Das wiirde vom 
intuitionistischen Standpunkt nicht gelten fiir unendliche Satzsysteme, weshalb wir 
uns erst (s. oben) ein endliches abgeschlossenes System herstellen muBten. 





— 
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Satz. DaB® das fiir- unmittelbare Schliisse zutrifft, ist sofort klar. Sei nun 
ein Syllogismus gegeben, dessen Konklusion a@-Satz ist, ohne dab es eine 
seiner Primissen ware. Es miissen dann samtliche Antezedens-Elemente 
der Konklusion ausgezeichnet sein, also alle Antezedens-Elemente der 
Untersatze und, weil keiner von ihnen a-Satz sein soll, auch alle ihre 
Sukzedens-Elemente, mithin alle Hauptelemente des Obersatz-Antezedens. 
Da nun aber seine akzessorischen Elemente Antezedens-Elemente der 
Konklusion, also ausgezeichnet sind, so mu auch das Sukzedens des Ober- 
satzes, also auch das der Konklusion ausgezeichnet sein, was gegen die 
Annahme ist. Es ist damit gezeigt, dais in Schliissen, deren Konklusion 
ein «-Satz ist, mindestens esne Pramisse ein «-Satz ist. 

Kime daher in dem Beweis iiberhaupt ein «-Satz vor, so miibte 
auch mindestens ener der obersten Sitze ein a-Satz sein, was unmdg- 
lich ist. Daher enthalt der Beweis iiberhaupt keinen «-Satz, und 6 ist 


ausgezeichnet. 


Aber daB 6b ausgezeichnetes Element in bezug auf a,...a@, ist, ist 
nicht nur notwendige, sondern auch hinreichende Bedingung fir die 
Seweisbarkeit des Satzes a,...a,—+b. Wir beweisen gleich den weiter- 
gehenden Satz: Wenn in bezug auf einen Komplex a,...a, das Ele- 
ment 6 ausgezeichnet ist, so gibt es fiir den Satz a,...a,—+b einen 


aristotelischen Normalbeweis. Den Beweis fiihren wir durch vollstindige 
Induktion. 

Die Richtigkeit unserer Behauptung ist klar fiir alle in bezug auf 
den Grundkomplex von nullter oder erster Stufe ausgezeichneten Sukze- 
dentia. Nun nehmen wir ihre Richtigkeit fiir alle von der nullten bis r-ten 
Stufe ausgezeichneten Elemente an, wo r>1 ist. Sei b ausgezeichnet von 
der r + 1-ten Stufe; dann mu8 es ein Axiom ¢, ¢,...¢,—+b geben, wo 
die ¢,¢,,...¢, in bezug auf den Grundkomplex ausgezeichnet von der 
nullten bis r-ten Stufe sind, und nicht alle zu den a@ gehéren. Nach 


unserer Annahme gehéren aber zu den von den a verschiedenen c, Sitze 


a,...@,—»c., die entweder Axiome sind, oder fiir die es einen aristote- 
lischen Normalbeweis gibt. Also gibt es auch einen solchen Beweis fiir 
a,...a,—b. 


Unter Beriicksichtigung des vorher Bewiesenen folgt nunmehr, da 
jeder Beweis in einen aristotelischen Normalbeweis iibergefiihrt werden kann. 

Ferner sind wir zu einem Verfahren gelangt, nach dem wir die Zu- 
gehorigkeit emes Satzes a,...a,—+b zu dem endlichen abgeschlossenen 
System beurteilen kénnen. In einer endlichen Anzahl von Schritten kénnen 
wir simtliche zu a,a,...a, gehérigen ausgezeichneten Elemente aufsuchen. 
Je nachdem 6 ausgezeichnetes Element ist oder nicht, gehért der vor- 


gegebene Satz zu unserem System oder nicht. 
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§ 4. 
Ersetzbarkeit beliebiger Beweise durch goklenische Normalbeweise. 


Statt einen Beweis in einen aristotelischen kann man ihn auch in 
einen goklenischen (8.472) iiberfiihren. Der Vollstaindigkeit halber be- 
weisen wir auch diesen Satz, obwohl wir ihn fiir das Folgende nicht ge- 
brauchen. Der Beweis entspricht ganz dem im vorigen Paragraphen 
gegebenen; wir miissen ein Entscheidungsverfahren suchen, bei dem nur 
Satze mit demselben Sukzedens wie der gegebene der Priifung unterworfen 
werden. 

Zunachst stellen wir wieder ein endliches abgeschlossenes System her, 
indem wir die Gesamtheit aller aus den obersten Satzen des Beweises ab- 
leitbaren Satze betrachten; sodann gehen wir von einem Element aus, 
eben dem Sukzedens des zu priifenden Satzes und nennen es Grundelement. 
Ausgezeichneten Komplex nullter Stufe nennen wir das Grundelement und 
jeden Komplex, der es als Element enthalt; ein ausgezeichneter Komplex 
r-ter Stufe sei ein Komplex, der nicht ausgezeichnet von nullter bis 
(r —1)-ter Stufe ist, wenn es einen ausgezeichneten Komplex (r — 1)-ter 
Stufe gibt, aus dem er dadurch hervorgeht, daB man einige Elemente 
durch die Antezedentia von Axiomen ersetzt, deren Sukzedentia sie sind, 
und noch beliebige andere Elemente des Elementenbereiches € hinzufiigt. 
Aus dieser Definition folgt, daB ein ausgezeichneter Komplex erster Stufe 
ein Komplex ist, der das Grundelement nicht enthailt, und von dem eine 
Teilmenge Antezedens eines Axiomes ist, dessen Sukzedens das Grund- 
element ist. Endlich verstehen wir unter einem ausgezeichneten Komplex 
schlechthin einen Komplex, der von irgendeiner Stufe ausgezeichnet ist. 
Nach Definition geht aus einem ausgezeichneten Komplex durch Hinzufiigung 
von irgendwelchen Elementen des Elementenbereiches wieder ein aus- 
gezeichneter Komplex hervor. 

Wir wollen jetzt zeigen: Dafiir, daB ein Satz a,...a,—+ 6 aus den 
Axiomen beweisbar ist, ist notwendige und hinreichende Bedingung, daB 
das Antezedens a, ...a, in bezug auf b ausgezeichneter Komplex ist. 


Sei also erstens fiir den Satz a,...a,-+b ein Beweis aus unseren 
Axiomen vorgelegt. Wir wahlen fiir die folgende Betrachtung 6 als Grund- 
element. Als £-Satz bezeichnen wir einen Satz A—+e — unter A einen 


Komplex verstanden —, wenn es einen ausgezeichneten Komplex gibt, der 
e enthalt und dadurch in einen nicht ausgezeichneten iibergeht, da in ihm 
e durch A ersetzt wird. 

Offenbar kann kein Axiom ein f-Satz sein. Ferner ist nicht schwer 
zu zeigen: Fir jeden SchluB, in dem die Konklusion ein -Satz ist, ist 
mindestens eine Primisse ein $-Satz. Daher kann kein Satz des Beweises 
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f-Satz sein, also auch nicht a,...a,— 06, dh. a,...a@ 
neter Komplex zu b. 

Zweitens beweisen. wir durch vollstindige Induktion: Wenn in bezug 
auf 6 der Komplex a,...a, ausgezeichnet ist, so gibt es fiir den Satz 
a,...@,—» 6 einen goklenischen Normalbeweis. 

Die Richtigkeit unseres Satzes ist klar fiir alle in bezug auf b aus- 


gezeichneten Komplexe von nullter und erster Stufe. Nehmen wir jetzt 


ist ausgezeich- 


seine Giiltigkeit fiir alle Komplexe von der nullten bis r-ten Stufe an. 
Sei dann a, ...@, ein ausgezeichneter Komplex von der r+1-Stufe. Es 
mu8 dann einen ausgezeichneten Komplex c, ... c, von der r-ten Stufe geben, 
und zu den von den a verschiedenen c¢; Axiome aj a3 :..— ¢,, wo die 
aja... zu den Elementen des Komplexes a,...a, gehéren. Da es nun 
aber nach unserer Annahme fiir c, ...c,—+ b einen glokenischen Normal- 
beweis gibt, so gibt es auch einen solchen fiir a,...a,—> b. Unsere Be- 
hauptung ist also bewiesen. 

Unter Beriicksichtigung des friiheren Ergebnisses folgt nun, daB sich 


jeder Beweis in einen goklenischen Normalbeweis iiberfiihren laBt. 


§ ”. 
Vermeidbarkeit abundanter Sitze. 


Nunmehr sind wir auf den Beweis eines Satzes vorbereitet, von dem 
wir Gebrauch machen kénnen, wenn wir ein notwendiges Kriterium fiir 
das Vorkommen mehrerer Systeme unabhangiger inabundanter Axiome ab- 
leiten wollen. Wir meinen den Satz, da8 es fiir jeden inabundanten Satz 
eines abgeschlossenen Satzsystemes aus einem gegebenen System inabun- 
danter Axiome einen aristotelischen Normalbeweis gibt, in dem kein in- 
abundanter Satz und kein unmittelbarer Schlu8 vorkommt. An Stelle 
meines urspriinglichen Beweises**) fiir diesen Satz sei hier ein wesentlich 
einfacherer, von Herrn P. Bernays herriihrender mitgeteilt. 

Sei ein endliches oder unendliches abgeschlossenes Satzsystem gegeben, 
ein zugehériges System % inabundanter Axiome und ein zu dem Satz- 
system gehériger inabundanter Satz e. Es mu jedenfalls einen reduzierten 
aristotelischen Normalbeweis aus & fiir e geben. Kommen nun in diesem 
abundante Satze vor, so sei n die Maximalzahl der Antezedens-Elemente 
in solchen Satzen und qa ein Satz, in dem diese Maximalzahl erreicht wird. 
Dann ist a von e verschieden, und es gibt eine echte Teilmenge des 
Antezedens von a, so daB, wenn das Antezedens von a durch sie ersetzt 
wird, ein inabundanter Satz a’ entsteht. Wir zeigen leicht, da8 a als Unter- 
satz und Konklusion, und nur so, im Beweis vorkommt. Nun wollen wir a 


%5) Siehe Ann. Nr. 73. 
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als Untersatz iiberall durch a’ ersetzen. Es wird dann unter Umstinden 
nétig werden, die Konklusion desselben Schlusses und die nachfolgenden 
Schliisse abzuindern. Aber wegen der Inabundanz von e bleibt die so 
entstehende Menge von Schliissen ein Beweis fiir e. 

Ferner streiche man jeden a als Konklusion enthaltenden SchluB, falls 
a’ Axiom ist, sonst aber ersetze man ihn durch einen aristotelischen Normal- 
beweis fir a’. In diesem muf jeder abundante Satz ein Antezedens von 
weniger als n Elementen besitzen, denn da er nicht Axiom ist, muB es 
eine ihn mit a’ verbindende u-Kette geben, sein Antezedens also echte 
Teilmenge des Antezedens von a sein. 

Wenn man nun das geschilderte Verfahren auf alle abundanten Sitze 
anwendet, deren Antezedens n Elemente besitzen, so erhalt man einen 
Beweis fiir e, in dem kein abundanter Satz ein Antezedentia von mehr als 
(n —1) Elementen besitzt, und durch Fortsetzung des Verfahrens gelangt 
man zu einem aristotelischen Normalbeweis fiir ¢, der nur inabundante Satze 
enthalt. Wenn man die entbehrlichen Schliisse wegla&t, entsteht ein redu- 
zierter Normalbeweis, der keine unmittelbaren Schliisse enthalten kann. 


§ 6. 
Abgeschlossenes Satzsystem aus Axiomen,, deren Antezedentia nur ein 
Element enthalten. 


Die Einfiihrung des Begriffes der Abundanz gibt Veranlassung zu 
einer Einteilung der abgeschlossenen Satzsysteme. Bei der Angabe aber 
von Beispielen werden wir von einem Satz Gebrauch machen kénnen, 
dessen Beweis sich auf den eben bewiesenen Satz stiitzt, und den wir hier 
mitteilen wollen. 

Wir bezeichnen als linear einen Satz mit nur einem Antezedens-Ele- 
ment und als linearen SchluB einen SchluB von der Form ,a—>b, b—c 
also a — c“ **), 

Nun gilt: Man erhalt alle inabundanten Sitze des abgeschlossenen 
Systems ©, das nach Vorgabe eines Elementenbereiches aus linearen Axiomen 
folgt, durch lineare Schliisse *’). 

Fiir irgendeinen inabundanten Satz naimlich von G, muB es einen 
aristotelischen Ncrmalbeweis geben, ohne inabundante Satze und unmittel- 


%*) Solche Sitze, damals als Satze ersten Grades bezeichnet, und solche Schliisse 
habe ich in meiner Arbeit Math. Annalen 87 (1922) betrachtet. 

8”) Oder auch, was dasselbe ist: Fiigt man nach Vorgabe eines Elementen- 
bereiches zu einem System linearer Sitze alle durch lineare Schliisse daraus folgenden, 
sodann alle durch unmittelbare Schliisse sich aus dem so erganzten System ergebenden 
hinzu, so entsteht ein abgeschlossenes System. 
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bare Schliisse. Nun kann in jedem seiner Syllogismen der Obersatz als 
Axiom nur ein Antezedens-Element enthalten. BesiB®e der Syllogismus 
aber mehrere Untersaitze, so miBten sie dasselbe Sukzedens haben, also 
verschiedene Antezedentia, und die Konklusion ware abundant, was nicht 
sein sollte. Also haben alle Syllogismen nur je einen Untersatz. Daraus 
folgt leicht, daB alle Saitze des Beweises nur ein Antezedens-Element be- 
sitzen, und damit ist unser Satz bewiesen. 


§ 7. 
Einteilung der abgeschlossenen Systeme nach der Art ihrer 
Axiomensysteme. 
Mit Riicksicht auf die Art ihrer Axiomensysteme kénnen wir die ab- 
geschlossenen Systeme folgendermaBen einteilen: 


1. Es gibt fiir das Satzsystem unabhingige Axiomensysteme, und alle 
bestehen nur aus inabundanten Axiomen. 


2. Es gibt fiir das Satzsystem unabhangige Axiomensysteme, und 
einige enthalten nur inabundante Axiome, andere nicht. 


3. Es gibt fiir das Satzsystem unabhangige Axiomensysteme, und alle 
enthalten inabundante Axiome. 


4. Es gibt fiir das Satzsystem iiberhaupt keine unabhangigen 
Axiome. 


Geben wir nun Beispiele fiir die ersten drei Fille. 
1. Fall: Elementenbereich a, b 
Satzsystem : a—-b, a—a, b-—-b, 
ab-—-a, ab-—-b. 
Axiomensystem: a-— b. 
2. Fall: Elementenbereich: a, b, c. 
Satzsystem: a—b, b—-c,a-—c 


und die trivialen und tautologischen Saétze des Bereiches, sowie die aus 
den obigen durch unmittelbare Schliisse hervorgehenden. 


Ein unabhangiges System inabundanter Axiome ist 
a—b, b—ec. 


Daneben gibt es aber noch das unabhangige Axiomensystem, das aus den 
inabundanten Axiomen a —c, b—+c und dem abundanten Axiom ac — b 
besteht. 
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3. Ein Beispiel fiir den dritten Fall ist das Satzsystem, das zu dem 
Bereich a,a,... gehdrt und fiir das das schon auf 8. 469 betrachtete 
System 

Il’ a—a i>! 
Il’ a,—a l>m>1 
ein nicht unabhangiges Axiomensystem ist. 

Nach dem vorigen Paragraphen nimlich kann es keine andern in- 
abundanten Satze des Systems als I’ II’ geben; also gehéren auch die 
Satze eines beliebigen Systems inabundanter Axiome zu I’ II’. Aus diesen 
miiBten aber — ebenfalls nach dem vorigen Paragraphen — alle Siatze von 
I’ II’ durch lineare Schliisse folgen; sie kénnten also nach den friiheren 
Ergebnissen (8. 469f.) kein unabhangiges System bilden. Unser fragliches 
Satzsystem besitzt also kein unabhangiges System inabundanter Axiome. 

Wohl aber gibt es fiir unser Satzsystem ein unabhangiges Axiomen- 
system, das abundante Axiome enthalt, nimlich das folgende: 


” ” 
I a,— a, II Il a,— a, 
a, a, —> a, a,— a, 
a, @,a,—> a, a,— a, 


Es ist sofort zu sehen, daB aus den Satzen I” die Sitze I abzuleiten sind. 

Um die Unabhiangigkeit des Systems I” II” zu zeigen, haben wir zu 
beweisen: erstens, daB die Satze von I”, zweitens, daB die Sitze von II” 
aus den andern nicht abgeleitet werden kénnen, und kénnen uns bei diesen 
Beweisen sowohl auf die Uberfiihrbarkeit von Beweisen in aristotelische 
als auch in goklenische Normalbeweise stiitzen. So erhalten wir vier 
Beweise, von denen es geniigt zwei mitzuteilen**). 

LieBe sich ein Satz a.—+a,_, von II” aus andern Axiomen aus der 
Menge I” II” ableiten, so miiBte es einen reduzierten goklenischen Normal- 
beweis ohne tautologische Sitze aus ihnen fiir den Satz geben. Es waren 
also in dem letzten SchluB, einem Syllogismus, simtliche Untersitze Axiome, 
und es miiSte daher auBer a.—-a, , noch ein Axiom geben, dessen 
Antezedens nur a, als Element besitzt, was nicht zutrifft. 


**) Hier kénnen wir noch eine sehr einfache von Herrn P. Bernays herriihrende 


Cberlegung anfiihren: Deutet man die das —+-Zeichen enthaltenden Symbole als Aus- 
sage, daB ein Bereich, falls er das Antezedens enthalt, auch das Sukzedens enthalten mu8 
man beweist dann leicht die Giiltigkeit unserer SchluSregeln), so zeigt der Elementen- 
bereich @,, a, ..., @, daB alle Axiome auBer a, ...a,—>a,,, erfiillt sein kénnen, 
dieser Satz aber nicht. Ebenso zeigt der aus dem einen Element a, (@ > 2) bestehende 
Bereich, daB alle Axiome erfiillt werden kénnen, auBer dem Satz a,» a,_,. Das 
System I” IJ” muB also unabhiangig sein. 
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LieBe sich ferner der Satz a,a,...a@,—+a,,, aus andern Siatzen ab- 
leiten, so gabe es fiir thn mit diesen als obersten Satzen ein goklenisches 
NormalschluBsystem ohne tautologische Satze und entbehrliche Schliisse. 
Betrachten wir in ihm die o-Kette (S. 465, Anm. *5)), so hatten alle ihre Satze 
das Sukzedens a 


und sie kénnte oben nur abbrechen mit a —a 


+2 +1° 

Einem Satz nun dieser Kette, in dem kein Antezedensindex 9 tibersteigt, 
miiBte, wie leicht zu zeigen, ein Satz von derselben Eigenschaft folgen (nach 
oben hin), und da der erste Satz diese Eigenschaft besitzt, miiBten alle sie 
haben, im Gegensatz zu dem iiber den letzten Satz Festgestellten. 


Das aus I’ II” abzuleitende Satzsystem besitzt also zwar kein unab- 


o+1 


hingiges System inabundanter Axiome, wohl aber ein System unabhangiger, 
z. T. abundanter Axiome. 

4. Ob es bei Zugrundelegung unserer SchluBregeln abgeschlossen. Satz- 
systeme auBer den Nullsystemen gibt, zu denen iiberhaupt keine unab- 
hingigen Axiomensysteme gehéren, habe ich nicht untersucht. 


o 


§ 8. 


Gemeinsame Eigenschaften aller Axiomensysteme desselben 
Satzsystems. 


Von entscheidender Bedeutung fiir die Struktur eines Wissensgebietes 
ist es, sofern iiberhaupt unabhingige Axiomensysteme vorhanden sind, ob 
es deren mehrere oder nur eines gibt. 

Es ist der Hauptgegenstand unserer Arbeit, ein Kriterium fiir das 
Vorliegen des ersten Falles zu geben. Zunichst wollen wir aber darauf hin- 
weisen, daB, wo er vorliegt, allen Axiomensystemen gewisse Eigenschaften 
gemeinsam sind. 

Wir definieren fiir ein Satzsystem ©, das nicht notwendig abgeschlossen 
zu sein braucht, folgende Gebilde: 

1. s-Element nennen wir ein Element, das Sukzedens eines seiner 
Satze ist. 

2. t-Element nennen wir ein Element eines seiner Satze, das nicht 
Sukzedens eines seiner Siatze ist. 


3. Minimalkomplex nennen wir eine endliche Menge von Elementen, 
= 


die Antezedens eines Satzes von © ist, von der aber keine echte Teilmenge 
diese Eigenschaft hat. 


4. Einen Maximalkomplex von © nennen wir eine endliche Menge von 
t-Elementen von G, wenn sie Antezedens eines Satzes von © ist oder ein 
solches durch Hinzufiigung von s-Elementen aus ihr hervorgeht, und wenn 
sie diese Eigenschaft nach Hinzufiigung weiterer t-Elemente verliert. 
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5. Von einem Satzsystem sagen wir, der Nulikomplex sei Maximal- 
komplex von ihm, wenn es keine t-Elemente besitzt. 

Nun gilt: Alle Axiomensysteme ohne triviale Satze (also alle unab- 
hangigen Axiomensysteme) desselben abgeschlossenen Satzsystems haben 
dieselben s-Elemente und Minimalkomplexe, und alle wunabhdngigen 
Axiomensysteme desselben Satzsystems dieselben Maximalkomplexe; und 
hesitzt ein unabhangiges Axiomensystem als Maximalkomplex den Null- 
komplex, so besitzt es keinen andern, und dasselbe ti:fft fiir alle andern 
unabhangigen Axiomensysteme zu. 


Wegen Raummangels miissen wir es uns versagen, auf die einfachen 
Beweise fiir diese Behauptungen einzugehen. 


9. 


mm 


Mehrere unabhingige Systeme inabundanter Axiome fiir ein 
abgeschlossenes Satzsystem. 


Mit Hilfe des in § 5 bewiesenen Satzes laBt sich nun auch eine not- 
wendige Bedingung dafiir aufstellen, daB es zu einem abgeschlossenen Satz- 
system mehrere unabhangige Systeme inabundanter Axiome gibt, und somit 
eine hinreichende Bedingung dafiir, da8 nur ein solches Axiomensystem 


vorhanden ist. 


Wenn ein Satzsystem mehrere Axiomensysteme der angegebenen Art 
besitzt, so gibt es darin ein Gebilde, das wir Zyklus nennen, namlich eine 
zyklisch angeordnete Menge von nicht-tautologischen, inabundanten Sitzen 
von der Form: 


E, e, *é,, 
Eye, +e, 
E,_1¢, > €,, 1? 


wo die E,, E,,...,£,_,,£ 


4 , itgendwelche Komplexe von Elementen und 
die e; in den £, nicht enthalten sind. 
Fiir den Beweis dieses Satzes muB auf die friihere Arbeit verwiesen 
werden ®®), 


*) Ann. Nr. 94; dort wurde der Satz nur fiir endliche abgeschlossene Systeme 
ausgesprochen; indes ist der Beweis nicht auf diesen Fall beschrankt. 
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Zweiter Abschnitt. 


Satze mit Variablen. 


§ 10. 
Mikro- und Makrositze *°). 


Die Betrachtungen des ersten Abschnittes sollten nur als Vorberei- 
tungen auf die Untersuchungen des zweiten Abschnittes dienen, von denen 
eher zu erhoffen ist, daB sie — allerdings wohl nur nach einigen weiteren 
Verallgemeinerungen Anwendung auf wissenschaftstheoretische Fragen 
finden kénnen. 

Sei gegeben: 

1) ein Bereich Ul von abzahlbar unendlich vielen Dingen «,, «,, ..., die 


Unterglieder heiBen mégen, 


2) ein Bereich ® von Dingen 9,, 0, ..., 


3) ein Bereich © von Dingen O,,0,,..., die Oberglieder heiBen mégen, 

4) ein Bereich 8 von Dingen V,, V,,..., die Antezedentia heiben mégen, 

5) ein Bereich M von Dingen M,,M,,..., die Mikrosdtze heiBen mégen, 

6) ein Bereich 3% von Dingen m,, m,,..., die Makrosdtze heiben mégen. 
Ferner gewisse Relationen, die wir mit (), [], —+, {} bezeichnen, und 
fiir deren Vorkommen folgendes gelte: 

1. Zu jeder ganzen positiven Zahl > 2 gibt es eine Relation ( ). Wir 
bezeichnen aber alle unterschiedslos mit (). Eine Relation () besteht 


zwischen einem Element von ©, einem von St und einem oder mehreren 


Elementen von Ul. Dabei gibt es zu einem Element von © ein und nur 
etn Element von R und eine und nur eine Menge endlich vieler Elemente 
von Ul, in eéner und nur einer Reihenfolge, die von ( ) betroffen werden **), 
wobei dasselbe Element von il aber mehrfach vorkommen kann. Umge- 
kehrt aber gibt es auch zu jedem Element von in Verbindung mit jeder 
geordneten Menge endlich vieler, nicht notwendig verschiedener Elemente 
von Ul eém und nur ein Element von ©, das mit diesen Elementen zu- 

‘°) Man wird die hier gegebene Definition der Mikro- und Makrosiitze reichlich 
abstrakt finden und weit abgelegen von dem, worauf sie eigentlich bestimmt ist, an- 
gewandt zu werden. Indes ist diese Einfiihrung nach reiflicher Uberlegung als die 
am zweckmiBigsten scheinende gewahlt worden. Worauf aber die hier definierten 
Begriffe angewandt werden sollen, ersieht man aus der Einleitung (S. 459, vel. 
auch §S. 488). 

1) Es ist hier gleichgiiltig, ob wir die Menge von Elementen von Ui als ein Ele- 
ment ansehen, das von () betroffen wird, oder ob wir deren Elemente als das von ( ) 
Betroffene ansehen, wobei es aber auf die Anordnung ankommt. 
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sammen von () betroffen wird**). Ein Element O, von ©, das mit 
0; @p, &,... Zusammen von der Relation ( ) betroffen ist, schreiben wir auch 


O; (Gp, Hy, -- a 
und nennen @, «,... die Unterglieder von O,. 

2. Zu jeder ganzen Zahl > 2 gibt es eine Relation [{ ]. Wir schreiben 
fiir alle []. Die Relationen [ }] betreffen ein Antezedens M, ein Element 
von ¥ und endlich viele Elemente von ©, auf deren Reihenfolge es nicht 
ankommt. Zu jedem Antezedens gehért eine und nur eine Menge von 
Elementen von ©, die mit ihm zusammen von der Relation [ ] betroffen 
werden und ebenso zu jeder Menge von Elementen von © ein und nur 
ein Element von %. Elemente von ©, die mit einem Element von & 
durch die Relation [ ] verbunden sind, nennen wir dessen Oberglieder. Die 
Unterglieder der Oberglieder eines Elementes V nennen wir auch Unter- 
glieder von V. Sind 


O,,, Or, ... baw. 04, (pz, Oe, ---)» Os, (Ob, He,, ---)--- 


die Oberglieder eines Antezedens, so schreiben wir dieses 


[O1,, Or,,---] 
oder kiirzer 
O;,, 01, --- 
oder 
[ Os, (@E,, e,, +++) Oc, (Ce, Mey +++) «+ ] 


oder kiirzer ohne Klammer [ }. 
Wir wollen diese Symbolik noch erweitern. Bedeuten in dem Symbol 
[O,,, O1,...] mehrere O bzw. in 


(Os, (Gx, e,.- ++) Os, (Ck, k,g---) ++] 
mehrere 


dasselbe Oberglied, so soll das ganze Symbol [] dasjenige Element V 
von % bezeichnen, das von der Relation [] zusammen mit der Menge 
aller Elemente O von © betroffen ist, die durch ein oder mehrere der 
hingeschriebenen Elemente bezeichnet werden (vgl. S. 461). 


3. Um das Vorkommen der Relation —- zu beschreiben, schicken wir 
folgende Definition voraus: 

Von einem Element O von © sagen wir, es sei zu einem Element V 
von & meronom, wenn jedes Unterglied von O auch Unterglied von V ist. 
Driickt man also die beiden Elemente V und O durch die Symbole « fiir 





**) Siehe vorige Anmerkung. 
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Unterglieder aus, so muB jedes fiir die Darstellung von O benutzte «-Symbol 
auch in der Darstellung von V vorkommen, vorausgesetzt natiirlich, daB 
nicht dieselben Unterglieder durch verschiedene Symbole bezeichnet sind. 
Nunmehr sind wir in der Lage, unsere Annahmen iiber das Vorkommen 
der Relation —+ auszusprechen. Diese Relation soll immer drei Elemente 
betreffen, namlich ein Element it von I, einen Mikrosatz also, ein Ele- 
ment V von % und ein zu ihm meronones Element O von ©, und zwar 
soll es zu jedem Element m von 9X ein und nur ein Paar von Elementen 
V und O geben, die zusammen mit ihm von der Beziehung — betroffen 
sind, und umgekehrt zu jedem Paar von Elementen V,O0, wo O zu V 
meronom ist, em und nur ein Element von Y%. Die mit m durch die 
Relation —> verbundenen Elemente von &% und © heiBen sein Antezedens 
und Sukzedens. Die Oberglieder des Antezedens eines Mikrosatzes und sein 
Sukzedens gelten auch als Oberglieder des Mikrosatzes, die Unterglieder 
seines Antezedens und seines Sukzedens auch als seine Unterglieder. 
Ist 
Qi, \ OR 


Oy i+-+) Oi,\ Ch, Ek, ++> 


i 
das Antezedens eines Mikrosatzes und 0; (, ¢,...) sein Sukzedens, so wird 
der Mikrosatz selbst bezeichnet durch 


Oi, \ &x,, io oe eee) Oi, | Gp, Gk, +++) +++ > OF, (Gp, Op,--- 


oder kiirzer durch 
O;,0i, ... + 01, 
wenn die O Zeichen fiir die Oberglieder des Mikrosatzes sind. 

Nach Definition sind die Unterglieder des Sukzedens eines Mikrosatzes 
zugleich Unterglieder seines Antezedens. 

Ist das Sukzedens eines Mikrosatzes zugleich Oberglied seines Antezedens, 
so heiBt der Satz trivial. Ein trivialer Satz, dessen Obersatz nur ein 
Oberglied enthalt, tautologisch. 

Wir werden iibrigens im folgenden nur solche Mikrositze betrachten, 
bei denen jedes og innerhalb des Satzes mit gleichviel Untergliedern ver- 
bunden ist und auch in einem Satzsystem nicht mit einer anderen Zahl 
von Untergliedern zusammen vorkommt. Diese Beschrankung bei unseren 
Beispielen nehmen wir uns mit Riicksicht auf die Anwendungen vor, die 
uns vor Augen schweben. Indes haben wir keine Veranlassung, sie in unseren 
Definitionen festzulegen, da durch ihre Einfiihrung nichts an der Theorie 
vereinfacht wird. 

4. Um das Vorkommen der Relation {} zu erkliren, miissen wir 
abermals eine vorbereitende Definition vorausschicken. Seien m, und m, 
zwei Mikrosatze und seien die an entsprechenden Stellen von ihnen stehenden 
Elemente 9 von § gleich; 


ferner mégen, wenn zwei Unterglieder des 
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einen Mikrosatzes gleich bzw. verschieden sind, die an entsprechenden 
Stellen des anderen Mikrosatzes stehenden Unterglieder gleich bzw. ver- 
schieden sein. Dann nennen wir m, und Mm, assozitert. 

Wir sehen sofort: Zu trivialen und tautologischen Sitzen assoziierte 
Satze sind trivial und tautologisch. Ferner: Zwei Mikrositze, die zu einem 
dritten assoziiert sind, sind zueinander assoziiert. 

Nunmehr kénnen wir unsere Festsetzung tiber das Vorkommen der 
Relation {} formulieren: Die Relation soll ein Element m von Yt und 
eine Menge einander assoziierter Mikrosatze betreffen. Zu jeder Menge von 
assoziierten Mikrositzen, die die Eigenschaft hat, daB sie alle zu einem 
von ihnen assoziierten Mikrositze von I enthalt, soll es ein und nur ein 
Element m von 3 geben, das mit ihnen zusammen von der Relation { } 
betroffen ist, und zu jedem Element m von Qt soll es eine und nur eine 
solche Menge geben. Die Elemente von 3{ nennen wir Makrosiatze, und 
jeden Mikrosatz, der mit einem Makrosatz zusammen von der Relation { } 
betroffen wird, einen zu diesem Makrosatz gehérigen Mikrosatz. Ein Makro- 
satz, zu dem ein trivialer bzw. tautologischer Mikrosatz gehért und zu dem 
daher nur triviale bzw. tautologische Mikrositze gehéren, heiBe trivial bzw. 
tautologisch. 

Um einen Makrosatz zu schreiben, geht man von einem ihm zuge- 
hérigen Mikrosatz aus, und ersetzt die Unterglieder durch Zeichen 
©, Y,2, X,,Y,,2,,---, die Variable heiBen, so daB gleichen Untergliedern 
gleiche und verschiedenen Untergliedern verschiedene Variabeln entsprechen. 
Die Zeichen fiir die Elemente von werden nicht geiandert. Die Variablen 
nennen wir auch Unterglieder des Makrosatzes. Die aus den Symbolen fiir 
die Obersiitze des Mikrosatzes hervorgehenden Symbole heiBen auch Ober- 
glieder des Makrosatzes. So ist z. B. 


0 (2, 2%) O(X_Xs3) — O( 2, Zz) 


die Darstellung eines Makrosatzes, 9 ein Element von ft und z,, 2,, 2, 
sind Variable. 

In den Anwendungen bedeuten die g Relationen und die 2,, 2,,... 
Dinge, zwischen denen die Relationen bestehen, und zwar gilt: Wenn die 
Dinge so gewahlt sind, daB Relationen zwischen ihnen entsprechend den 
links vom Zeichen —+ stehenden Zeichenverbindungen bestehen, so trifit 
das auch fiir die rechts vom Zeichen —- stehenden Zeichenverbindungen zu. 

Um einen Makrosatz in Worten auszudriicken, brauchen wir das Wort 
»wenn“. Einem Mikrosatz entspricht in den Fallen, in denen die Rela- 
tionen gemaB den Zeichenverbindungen links und rechts vom Zeichen — wirk- 
lich ihre Elemente betreffen, eine verbale Formulierung, die das Wort ,,weil* 
enthalt. 
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§ 11. 
Schliisse. 


Unter Schliissen von Mikrositzen oder Makrositzen verstehen wir ge- 
wisse geordnete Mengen von Mikro- oder Makrositzen. Von den Schliissen 
der Mikrosatze unterscheiden wir zwei Arten, die den im ersten Abschnitt 
unterschiedenen entsprechen, namlich Syllogismen und unmittelbare Schliisse. 

1, Unter einem Syllogismus von Mikrosdtzen verstehen wir eine Menge 
von Mikrositzen, bestehend aus einer Untermenge von Mikrositzen, deren 
Elemente Untersdtze heiBen, einem Obersaiz genannten Mikrosatz und 
einem Konklusion genannten Mikrosatz, wenn diese Menge in die Form ge- 
bracht werden kann: 





Untersatz: 0.,, Ou, +++ —> On, 

0.,, 0.., — 0.., 
Obersatz : O;, O., ... O,, O,, ... —> O, 
Konklusion: = Ser 

0.,, ao. 

Oi, Oi, «.. — O,, 


wo die O Oberglieder sind. Die hingeschriebenen Zeichen bedeuten nicht 
einen SchluB, sondern Zeichen fiir einen SchluB, die entstehen, wenn man 
die «,, ... %,... 4, durch bestimmte Zahlen, die Indizes, ersetzt. Die Unter- 
sitze und die Obersitze nennen wir Prdmissen. Besonders ist noch zu 
beachten unsere auf 8. 486 eingefiihrte Erweiterung der Symbole. So ist 
z. B. ein SchluB 

Q (Hy) O (Hy%,) — @ (a, &) 


‘ , . 
o (a, a,) 0 (a, &,) — 0° (a, a, a, ) 





Q (4, Hy) @ (Hy tty ) —> 9" (t,t, ); 


denn im Antezedens der Konklusion kann man o0(«,«,) hinzufiigen, ohne 
daB an der Bedeutung etwas geindert wird; das so entstehende System 
von Symbolen hat aber die verlangte Form, und es ist dazu, daB ein 
System von Satzen Syllogismus ist, nur erforderlich, daB es durch Symbole 
dargestellt werden kann, die die oben angegebene Form besitzen. 

2. Unter einem unmittelbaren SchluB von Mikrosdtzen verstehen wir 
ein Paar bestehend aus einem als Prdémisse und einem als Konklusion zu 
bezeichnenden Satz, das die Form besitzt: 


Mathematische Annalen. 101. 32 
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Pramisse 0,,0., ... +O, 
Konklusion On, Ga, 122 GO De. «0 oO,» 


D. h. Praimisse und Konklusion besitzen dasselbe Sukzedens, und die Menge 
der Antezedensoberglieder der Primisse ist Teilmenge der Antezedensober- 
glieder der Konklusion (von Bedeutung wird nur der Fall sein, daB es 
eine echte Teilmenge ist). 

Wir miissen aber jetzt auch Schliisse von Makrosdtzen oder Makro- 
schliisse definieren. 

Wir unterscheiden zunichst drei Arten: 


1. Unter einem Syllogismus von Makrosdtzen oder einem Makrosyllo- 
gismus verstehen wir eine Menge von Makrosdtzen, bestehend aus einer 
Untermenge, deren Elemente Untersdtze heiBen, einen Makrosatz, der Ober- 
satz heiBt, und einen Makrosatz, der Konklusion heiBt, wenn folgendes 
gilt: Zu jedem Untersatz, zu dem Obersatz und der Konklusion gehért ein 
Mikrosatz, so da8 die entsprechenden Mikrositze Untersitze, Obersatz und 
Konklusion in einem Schlu8 von Mikrositzen sind. Die Mikrountersitze 
und der Makroobersatz des Makroschlusses heiBen auch seine Primissen. 
Eine Darstellung des Makroschlusses gewinnt man, wenn man in dem zu- 
gehérigen Makroschlu8 die Unterglieder durch Variable, und zwar gleiche 
Unterglieder durch gleiche und verschiedene durch verschiedene ersetzt. 
Wir verzichten darauf, die allgemeine Form des Mikroschlusses hinzu- 
schreiben und geben lieber ein Beispiel: 


@ (2, 2,) O(%, 2; ) — 0(x, 2,5) 


0 (x, 2%,) 0 (2, 2,) — 0’ (x, 2,2) 





0 (2, %,) 0 (24%, ) —> 0’ (2%, %2,). 


Man erkennt auch leicht, daB man bereits aus einem Satz schlieBen 
kann, d. h. daB Obersatz und Untersatz identisch sein kénnen. Ein Schlu8 
ist z. B. 


@ (2, %) O(%_%5) — (2, 25) 


o (x, %,) 0 (x, 2) — o(2, 2,) 





0 (2, 2%) 0(%,%,) O(25%,) — @(z,2,). 


Da dieser Schlu8 sehr wichtig ist, so ist es verwunderlich, daB man 
die falsche Behauptung, jeder Syllogismus erfordere mindestens zwei Pri- 
missen, so oft ausgesprochen findet **). 


**) Wiirde der Bereich U1 nur drei Eleménte enthalten, so wirden dem hier fiir 
die Konklusion hingeschriebenen Symbole keine Makrositze entsprechen, denn unser 
(Fortsetzung der FuGnote **) auf nichster Seite.) 
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2. Der unmittelbare SchluB von Makrosdtzen wird in ganz entspre- 
chender Weise definiert. Er besteht aus einem Paar von Makrositzen, zu 
denen Mikrositze gehéren, die einen unmittelbaren SchluB bilden. Der 
Makrosatz, zu dem die Priamisse bzw. Konklusion des Mikroschlusses gehért, 
gilt als Pramisse bzw. Konklusion des Schlusses. Die Darstellung aber des 
unmittelbaren Schlusses aus Makrositzen erhalt man wieder, indem man 
die Unterglieder des zugehérigen Mikroschlusses durch Variable ersetzt. 
Z. B. ist ein unmittelbarer Schlu8 aus Makrositzen “*): 


Q(%,%,) Q(X, %,) — O(x, 25) 





0(x,%,) Q(%, 2) Q(X,%,) + O( 4, 2s). 


3. Es ist nun aber noch eine dritte Art von Schliissen zu definieren. 
Zu diesem Zweck bediirfen wir einiger vorbereitender Definitionen. Geht 
ein Mikrosatz im, aus einem Mikrosatz m, dadurch hervor, daB die Unter- 
glieder durch andere ersetzt werden, und zwar gleiche durch gleiche, ohne 
da8 im, so aus Mm, hervorginge, so nennen wir Mm, dem Mm, swbassozitert **), 
Offenbar ist das Subassoziertsein eine transitive Relation. 


Von einem Mikrosatz i, der zu einem Makrosatz m gehért, oder zu 
einem zu diesem gehérigen Satz subassoziiert ist, sagen wir, daB er m zu- 
geordnet ist. Gehdren endlich den Makrosiatzen m, und m, die Mikrositze m, 
und Mm, zu, und ist m, dem Mm, subassoziiert, so sagen wir, m, gehe aus 
m, durch Bindung und m, aus m, durch Spaltung hervor, oder auch m, 
sei ein Derivat von m,. Offenbar ist ein Derivat eines Derivates wieder 
ein Derivat. 


Als dritte Art von Schliissen definieren wir die Schliisse durch Bin- 
dung. Ein Schlu8 durch Bindung ist ein Paar von Sitzen, deren einer, die 
Konklusion, aus dem andern, der Primisse, durch Bindung hervorgeht, also 
sein Derivat ist. Ein solcher Schlu8 ist z. B. das Satzpaar 


Bereich m enthielte keinen Mikrosatz, aus dessen Darstellung 


@ (2%) O(%y%) O(%y%) > O (4, %) 
dadurch entstehen kénnte, daB die Symbole fiir die Unterglieder durch Variable, 
gleiche durch gleiche, verschiedene durch verschiedene, ersetzt werden. Uberhaupt 
gabe es keinen Syllogismus, dessen Obersatz und Untersatz der Satz 0 (x, 2,) 0 (%_2;) 
—»o(2,2%,) ist. Das ist auch der Grund, weshalb wir von vornherein die Unendlich- 
keit des Bereiches Ul forderten. Freilich gibt es auch Mengen von Sitzen von der Art, 
daB die formale Anwendung des Syllogismus auch bei Wahl eines endlichen Bereiches U 
méglich bleibt und zu neuen Satzen fiihrt. 

“*) Wiirden wir den Bereich U als endlich annehmen, so wiirden wir als Kon- 
klusion von unmittelbaren Schliissen Sitze verlieren, die wir jetzt dazu rechnen kénnen. 
*5) Einen assoziierten Satz wollen wir also nicht als subassoziiert bezeichnen. 
32° 
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Pramisse : (2, Z,) @(%_%,) — Q(z, 23) 
Konklusion : o(2,2,) 0(%,2,) + o(%,2,). 


Von einer vierten Art von Schliissen, die aber nicht aus Satzen, son- 
dern aus Darstellungen von Satzen bestehen, reden wir am besten im fol- 
genden Paragraphen. 

Schliisse, die sowohl aus Makrositzen als aus Mikrositzen bestiinden, 
werden wir nicht betrachten. 


§ 12. 
Abgeschlossene Systeme. 


In bezug auf einen Inbegriff von Bereichen der in § 10 charakterisierten 
Art nennen wir abgeschlossenes System von Mikrositzen bzw. Makrositzen 
einen Inbegriff von Mikrositzen bzw. Makrositzen, der alle zu dem Be- 
reich gehérigen tautologischen Satze enthalt und zu jedem Inbegriff von 
Mikrosatzen bzw. Makrosatzen, die Pramissen eines Schlusses sind, auch 
noch die Konklusion “). 

In bezug auf ein abgeschlossenes Satzsystem nennen wir ferner einen 
zu ihm gehérigen Satz abundant, wenn er Konklusion eines unmittelbaren 
Schlusses ist, dessen Primisse von ihm verschieden ist und auch im Satz- 
system vorkommt. Sitze, die nicht abundant sind, heiSen inabundant. 

Unter einem Beweis fiir einen Mikrosatz @ bzw. Makrosatz a aus 
einem System T von Mikrositzen bzw. T von Makrosiitzen verstehen wir 
eine Reihe von Schliissen, deren letzter 4 bzw. a zur Konklusion hat, und 
in der jede Priamisse entweder tautologisch ist oder zu T bzw. T gehért 
oder mit einer vorhergehenden Konklusion iibereinstimmt. 

Hier ist nun der Ort, die im vorigen Paragraphen angekiindigte Defi- 
nition der vierten Art von Schliissen zu geben. Diese Schliisse sind, wie 
schon bemerkt, Gebilde, die nicht aus Sitzen sondern Symbolen fiir 
Satze bestehen. 

An und fiir sich ist es natiirlich gleichgiiltig, welche Zeichen wir als 
Variable bei der Darstellung eines Makrosatzes benutzen. Wollen wir 
aber aus Makrositzen einen Beweis aufbauen, so werden wir die Zeichen 
zweckmaBig so wahlen, daB wir die Konklusion sofort als solche erkennen. 
Dazu ist nétig, daB innerhalb ein und desselben Schlusses die Variablen- 
symbole sich so entsprechen wie die Unterglieder in einem Mikroschlu8. 








“) Offenbar gibt es kein abgeschlossenes Makrosystem mit nur endlich vielen 
Saétzen; nur wenn wir unsere Definitionen andern und ausdriicklich verlangen, daB 
jedes go stete mit derselben Zahl von Untergliedern verbunden sein soll (S. 487), kann 
es endliche abgeschlossene Makrosysteme geben. 
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Verstehen wir also unter Schliissen nicht nur Operationen an Satzen, sondern 
auch an Symbolen, oder genauer, Zusammenstellungen von mehreren Sitze 
bedeutenden Symbolen, so werden wir sagen kénnen, daB, um einen Be- 
weis in Symbolen darzustellen, die drei bisherigen Arten von Schliissen 
durch eine vierte zu erginzen sind, die wir als formale Schliisse bezeichnen. 


4. Unter einem formalen Schlu8 verstehen wir eine Zusammenstellung 
von zwei Symbolen fiir denselben Makrosatz, von denen die erste als for- 
male Pramisse, die zweite als formale Konklusion bezeichnet werde, und 
die aus einander hervorgehen, indem die Zeichen des einen Symbols durch 
neue Zeichen ersetzt werden, so daB gleichen bzw. verschiedenen gleiche 
bzw. verschiedene entsprechen *’). 

Mit Hilfe des Begriffes Beweis definieren wir nun auch Axiomensysteme. 
In bezug auf ein abgeschlossenes System von Mikro- bzw. Makrositzen 
nennen wir Aziomensystem ein System von Siatzen, aus denen alle Sitze 
des abgeschlossenen Systems bewiesen werden kénnen; wir nennen ein 
Axiomensystem unabhdngig, wenn es keinen trivialen Satz enthalt und 
keiner seiner Sitze aus den anderen bewiesen werden kann. Ein Axiomen- 
system heiBt endlich inabundant, wenn alle seine Satze inabundant sind. 

Wir kénnen nun die Satzsysteme aus Makrositzen in fiinf Klassen 
einteilen. 

Erste Klasse: Das Satzsystem enthalt nur endlich viele inabundante 
Satze **). 

Zweite Klasse: Das Satzsystem gehért nicht zur ersten Klasse; es 
besitzt mindestens ein inabundantes unabhangiges Axiomensystem, das nur 
aus endlich vielen Siatzen besteht. 

Dritte Klasse: Das Satzsystem gehért nicht zu den ersten beiden 
Klassen; es besitzt aber ein inabundantes unabhangiges Axiomensystem. 


Vierte Klasse: Das Satzsystem gehért nicht zu den ersten drei Klassen, 
es gibt mindestens ein unabhangiges Axiomensystem. 


*?) Die Existenz dieser vierten Art von Schliissen laBt die Méglichkeit erkennen_ 
aus endlich vielen Sitzen, ja sogar aus einem Satz unendlich viel zu beweisen, und laBt 
die Notwendigkeit erkennen, den Bereich Ul unendlich zu wiahlen, auf die schon in 
Ann. 43 hingewiesen wurde. 

*8) Mit Riicksicht auf die Fille, in denen formal durch den Syllogismus unend- 
lich viele Saitze abgeleitet werden kénnen, haben wir unseren Bereich Ul gleich von 
vornherein unendlich angenommen. Dann sind aber abgeschlossene Makrosatzsysteme 
mit nur endlich vielen Satzen iiberhaupt unmédglich, da unmittelbare Schliisse immer 
zu unendlich vielen Folgerungen fiihren. Wohl aber gibt es Satzsysteme mit nur 
endlich vielen inabundanten Sitzen. Wenn die in Ann. 46 erwihnte Modifikation der 
Definitionen angenommen wird, sind Satzsysteme mit iiberhaupt nur endlich vielen 
Satzen mdglich. 
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Fiinfte Klasse: Das Satzsystem gehdért nicht zu den ersten vier Klassen; 
es besitzt kein unabhangiges Axiomensystem. 
Auch die elementaren Satze (erster Abschnitt) lassen sich so einteilen. 
Geben wir nun Beispiele fiir die ersten vier Klassen; ob die fiinfte 
Klasse itiberhaupt méglich ist, ist mir nicht bekannt. 
Erste Klasse: 
Elementare Sdize: 
Grundbereich: a, b. 
Satzsystem: a—b, a—a, b—b, 
ab—a, ab—b. 


Makrosdatze: 


Der Bereich $i enthalte nur das eine Element 0. Das Satzsystem 
bestehe aus den Siatzen: 


OQ (2%, 2%, Xs) — O( 2X, 7%, 7, ), 
o (x, %, 2%) — 0 (2, 2, 2, ) 
und samtlichen durch Bindung und unmittelbare Schliisse daraus hervor- 
gehenden Sitzen, z. B. 
0 (x, 2%, 2,) O( 2,1, 2%,) — O( 4,2, 2). 

DaB das Satzsystem abgeschlossen ist, und da das Axiomensystem 
entweder der erste oder der zweite der beiden inabundanten Siatze ist, 
ergibt sich leicht aus unserem auf 8.480 gegebenen Beweis durch sinn- 
gemiBe Modifikation. 


Zweite Klasse: 


Elementare Sdize: 
Fehit. 


Makrosdize: 
Bereich i: ein Element o. 
Satzsystem: Die Siatze, die aus dem einen Axiom 
(x, ©) O(%_%,) — O( 2, 2) 
folgen. Zu ihnen gehért z. B. der Satz 
o(x,2,) (2, z) o (2%, 2%) 0 (2%, 2%,) — (4, 2,). 
Dritte Klasse: 
Elementare Satze: 


Grundbereich: Big Gin Bigs 000 














Axiomensysteme, 


Satzsystem: a, — a,, 
a,—@ 

3 3? 

a, — as, 
usw. 


und die daraus durch unmittelbare Schliisse folgenden Satze. 


Makrosdtze: 
Bereich i: o', 07, o® usw. 
Satzsystem: Die Siatze, die aus den Axiomen 
o* (x, %) + o* (2% 2;), 
o* (4, %,) — 07 (%,2,), 
o* (x, z,) — o* (2, 2,), 
usw. 
folgen. 
Vierte Klasse: 
Elementare Sdtze: 
Grundbereich: a 


a9 Bas Byy -or0 


Satzsystem: Die Sitze, die durch unmittelbare Schliisse aus den Satzen 
des Satzsystems folgen (vgl. S. 482) 


a,— a, (é > 3) 
a, — a,, (lL>m>1). 
Makrosdatize: 
Bereich i: WO a 
= % & Ss ? 


Satzsystem: Die Satze, die durch unmittelbare Schliisse aus dem Satz- 
system folgen 
o* (2) + e' (x) (¢>1), 
o' (x) +e” (zx) (lL>m>1). 


DaB es zu diesen beiden Systemen von Mikro- und Makrositzen keine 
inabundanten, wohl aber abundante unabhiangige Axiomensysteme gibt, folgt 
aus den Betrachtungen auf 8. 482f. 


Fiinfte Klasse: Ob es Systeme von Mikro- bzw. Makrositzen gibt, 
die zu dieser Klasse gehéren, habe ich nicht entscheiden kénnen. 














P. Hertz. 


§ 13. 
Gemeinsame Eigenschaften aller Axiomensysteme desselben Satzsystems, 


Ein System von Makrositzen kann mehrere Axiomensysteme besitzen. 
Wir wollen die Betrachtungen des § 8 auf den vorliegenden Fall iiber- 
tragen und Gebilde suchen, die allen Axiomensystemen bzw. unabhangigen 
Axiomensystemen zu einem gegebenen Satzsystem gemeinsam sind. Wie 
friher wollen wir auch hier die einfachen Beweise fiir unsere Behauptungen 
fortlassen. Zunachst sind noch einige Definitionen erforderlich. 

Unter einem Mikrosatz eines abgeschlossenen Systems von Makrositzen 
verstehen wir einen zu einem Makrosatz des Systems gehérigen Mikrosatz. 
Ferner erklaren wir die Beziehungen des ,,Assoziiert- und Subassoziiertseins“, 
die wir bisher nur fiir Mikrositze erklirt haben, jetzt auch fiir Oberglieder 
und Antezedentia, nennen aber diese Gebilde von jetzt ab Mikrooberglieder 
und Mikroantezedentia. Geht ein solches Gebilde aus einem andern dadurch 
hervor, daB gleiche Unterglieder durch gleiche, verschiedene durch ver- 
schiedene ersetzt werden, so nennen wir diese beiden assozitert. Geht aber 
ein Gebilde aus einem andern dadurch hervor, daB gleiche Unterglieder 
durch gleiche ersetzt werden, ohne daB das zweite so aus dem ersten her- 
vorginge, so heiBe das zweite dem ersten subassozitert. Nunmehr nennen 
wir einen Inbegriff von assoziierten Mikroobergliedern bzw. Mikroanteze- 
dentia Makrooberglied**) bzw. Makroantezedens, und sagen von den Mikro- 
gebilden, daB sie zu den Makrogebilden gehéren, in denen sie als Elemente 
enthalten sind. Weiter sagen wir von einem Makrooberglied, da8 es in 
einem Makroantezedens enthalten ist, wenn dasselbe von den Mikrogebilden 
gilt, die zu den Makrogebilden gehéren. Wir bezeichnen die Oberglieder 
oder die Antezedensglieder, indem wir die Symbole fiir die Unterglieder 
der zugehérigen Mikrogebilde durch Variable ersetzen. Sind ferner die zu 
einem Makrogebilde gehérigen Mikrogebilde den Mikrogebilden, die zu einem 
anderen Makrogebilde gehéren, subassoziiert, so sagen wir, das erste Makro- 
gebilde sei dem zweiten subassoziiert oder gehe aus ihm durch Bindung 
und aus ihm das zweite durch Spaltung hervor. Endlich bezeichnen wir 
ein Makrooberglied als Antezedensoberglied bzw. Sukzedens eines Makro- 


**) Es hatte nahe gelegen, von vornherein neben unseren sechs Grundbereichen 
(S. 485) noch einen Bereich von Makroobersitzen und einen Bereich von Makro- 
antezedentia zu betrachten. Doch haben wir davon Abstand genommen, weil wir nur 
in diesem Paragraphen Gebrauch von diesen Gebilden machen werden, und miissen 
sie daher als Mengen von den entsprechenden Mikrogebilden einfiihren. Man hiitte 
auch wohl als Oberglieder bzw. Antezedentia die Symbole bezeichnen kénnen, die in 
der Darstellung der betreffenden Makrogebilde vorkommen; doch wiirde das nicht 
recht zur sonstigen Darstellung gepaBt haben. 
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satzes, wenn die Mikrooberglieder, die zu ihm gehéren, Antezedensoberglieder 
bzw. Sukzedentia der zu dem Makrosatze gehérigen Mikrositze sind. Wir 
bezeichnen ein Makroantezedens als Antezedens eines Makrosatzes, wenn 
die zugehérigen Mikroantezedentia Antezedentia der Mikrosiatze sind, die 
zu dem Makrosatz gehéren. Von Makroobergliedern, Makroantezedens-Ober- 
gliedern, Makroantezedentia und Makrosukzedentia eines zu einem Makro- 
satzsystem gehdérigen Makrosatzes sagen wir, da8 sie zu dem Satzsystem 
gehéren. Wie man sieht, gehen durch Bindung aus Makroobergliedern bzw. 
Antezedentia eines abgeschlossenen Makrosystems wieder Makrooberglieder 
bzw. Antezedentia hervor, die zu dem System gehéren, aber nicht durch 
Spaltung. 

Damit sind wir vorbereitet, die Gebilde zu definieren, die mehreren 
Axiomensystemen von Makrositzen gemeinsam sind. 

1. Als Mazximalsukzedens eines (nicht notwendig abgeschlossenen ) 
Systems von Makrositzen bezeichnen wir ein Oberglied, das als Sukzedens 
in ihm vorkommt, wenn keine durch Spaltung aus ihm hervorgehenden 
Oberglieder in ihm vorkommen. 


2. Unter einem Minimalantezedens eines Satzsystems verstehen wir ein 
Antezedens Ves das im Satzsystem vorkommt, wenn in ihm kein anderes 
Antezedens vorkommt, das aus V, durch Spaltung hervorgeht oder durch 
Weglassung von Obergliedern oder durch beide Prozesse. 


3. Wir bezeichnen als o-Oberglied eines Satzsystems ein Oberglied, das 
identisch ist mit einem Sukzedens des Satzsystems oder aus einem solchen 
durch Bindung hervorgeht. Ein Oberglied, das kein o-Oberglied ist, heiBe 
ein t-Oberglied. Als Maximalantezedens bezeichnen wir ein Antezedens Vy 
wenn folgendes gilt: 

&) Vy enthalt nur r-Oberglieder. 

b) Vy ist entweder identisch mit einem Oberglied des Satzsystems oder 
ein solches geht aus Vy durch Hinzufiigung von o-Obergliedern hervor. 

c) Fiigt man Vy t-Oberglieder hinzu oder wendet den ProzeB der 
Bindung darauf an oder nimmt beide Prozesse vor, so gelangt man zu einem 
Antezedens, das weder mit einem Antezedens des Systems identisch ist, 
noch durch Hinzufiigung anderer o-Oberglieder zu einem solchen gemacht 
werden kann. 

4. Von einem Satzsystem sagen wir, es enthalte den Nullkomplex als 
Maximalkomplex, wenn keines seiner Antezedens ein t-Oberglied enthilt. 

Nunmehr behaupten wir ohne Beweis: Alle Axiomensysteme ohne 
triviale Sitze (also auch alle unabhangigen) desselben Satzsystems enthalten 
dieselben Maximalsukzedentia und Minimalantezedentia. Alle unabhangigen 
Axiomensysteme eines und desselben abgeschlossenen Satzsystems erster 
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bis vierter Klasse haben dieselben Maximalantezedentia, und, ist fiir eines 
von ihnen der Nullkomplex Maximalantezedens, so trifit das auch fiir 
alle zu. Die Beweise fiir die Richtigkeit dieser Behauptungen sind leicht 
zu fiihren. 


§ 14. 
Normalbeweis. 

Auch die Siatze iiber die Verwandlung beliebiger Beweise in Normal- 
beweise, die in unserem ersten Abschnitt mitgeteilt wurden, kénnen wir in 
den zweiten hiniiberretten, wobei sich allerdings der Begriff Normalbeweis 
eine nicht ganz unbetriachtliche Modifikation gefallen lassen muB. Wollten 
wir namlich Beweis im engeren Anschlu8 an den ersten Abschnitt definieren, 
so kénnten wir nicht behaupten, daB sich jeder Beweis nach Wahl in einen 
aristotelischen oder goklenischen Normalbeweis iiberfiihren laBt. Z. B. laBt 
sich aus den Axiomen 


oO a, 


, “ag Ts , ” 
—> 0 (2,2, ); OQ (%,%)—-> oO (2, 2,) 
der Satz 
"i 
oO x,) +O (2%, 2%,) 
beweisen, namlich so: 


Pi pa o” | ) 
O |X, Xa) > 0 TU, 





o(2,)—> 0’ (x, 2,) o’ (x, x,) + 0” (a, 2,) 





o(x,)— o” (x, 2,) 


Dieser Beweis wire aber nach Analogie der Definition des ersten Abschnittes 
als goklenischer zu bezeichnen. Ein anderer Beweis ist tiberhaupt nicht 
méglich, also auch keiner, der als aristotelischer bezeichnet werden kénnte. 

Nun ist aber der im vorigen Abschnitt gegebene Beweis fiir die Uber- 
fiihrbarkeit beliebiger Beweise nach Wahi in aristotelische und goklenische 
Beweise nicht auf den Fall beschrinkt, daB die Axiomensysteme unabhangig 
sind. Betrachtet man also ein Axiomensystem von Makrositzen, das zu 
jedem Satz alle seine Derivate enthalt, ein System, das im allgemeinen also 
nicht unabhingig sein wird, so ist leicht zu sehen, daB jeder Beweis aus 
einem solchen System nach Wahl in einen aristotelischen oder goklenischen 
iibergefiihrt werden kann, wo nun diese Bezeichnungen ganz entsprechend 
der Definition des ersten Abschnittes gebraucht sind. 

Zunichst nimlich kann man zeigen, da sich alle Schliisse durch Bin- 
dungen eliminieren lassen. Nachdem das geschehen, kénnen wir die Makro- 
siitze durch Mikrositze ersetzen und den so entstandenen Beweis nach Wahl 
in einen aristotelischen oder goklenischen Normalbeweis iiberfiihren und 


hernach wieder die Mikrosatze durch Makrositze ersetzen. Sofern also ein 
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Axiomensystem mit jedem Satz alle seine Derivate enthalt, kann jeder Be- 
weis nach Wahl in einen aristotelischen oder goklenischen Normalbeweis 
iibergefiihrt werden. 


Sei aber M% ein Axiomensystem, das diese Eigenschaft nicht besitzt, 
und a ein aus U beweisbarer Satz. Wir erginzen dann 2% zu einem Axiomen- 
system %*, dem jene Eigenschaft zukommt, und geben fiir a einen nach 
Wahl aristotelischen oder goklenischen Normalbeweis 8 aus U*, in dem 
keine Schliisse durch Bindungen vorkommen werden. Nun kann aber § 
auch als Beweis aus & gelten, falls wir die Definition des Beweises so ab- 
indern: Ein Beweis aus einem System oberster Satze fiir einen Satz ist 
eine Folge von Schliissen, deren letzter den gegebenen Satz zur Kon- 
klusion hat und fiir die jede nicht tautologische Pramisse jedes Schlusses 
durch Bindung aus einer vorhergehenden Konklusion oder aus einem ober- 
sten Satz hervorgeht oder mit einer vorhergebenden Konklusion oder einem 
obersten Satz identisch ist®), 


Ferner kénnen wir die Definition des Normalbeweises so abiandern: 
Ein aristotelischer bzw. goklenischer Normalbeweis ist ein Beweis, in dem 
alle Obersitze bzw. Untersitze oberste Sitze sind oder durch Bindung aus 
obersten Siatzen hervorgehen. 

Dann kann man behaupten: Jeder Satz eines abgeschlossenen Systems 
von Makrosaitzen l4Bt sich aus den Axiomen nach Wahl durch einen 
aristotelischen oder goklenischen Normalbeweis beweisen. 


§ 15. 
Weitere Unterschiede gegen den ersten Abschnitt. 


Im ersten Abschnitt wurde — ohne Beweis — eine notwendige Be- 
dingung dafiir mitgeteilt, daB es zu einem abgeschlossenen System von 
elementaren Satzen, d. h. von Satzen ohne Variable, mehrere inabundante 
Axiomensyst=.ae gibt. Der in einer friiheren Arbeit gegebene Beweis des 
betreffenden Kriteriums fiir die Giiltigkeit beruhte u. a. auf folgendem Satz: 
Gibt es mehrere inabundante Axiomensysteme fiir ein elementares System, 
so gibt es auch ein Schlu8system, bestehend aus inabundanten Satzen, und 
in diesem eine Kette, die von einem Satz zu einem mit ihm identischen 
fiihrt. Ferner bedingen sich in einer Kette eines SchluBsystems fiir ele- 
mentare Satze, die von einem Satz zu einem mit ihm identischen fiihrt, 
die Antezedentia gegenseitig, was natiirlich nur dann von Bedeutung ist, 


5°) Fiir unseren Fall geniigt es sogar, zu fordern, daB jede nicht-tautologische 
Piimisse identisch mit einer friiheren Konklusion oder einem obersten Satz ist oder 
aus einem obersten Satz durch Bindung hervorgeht. 
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wenn die betreffenden Satze verschiedenes Antezedens besitzen. Auch dieser 
Satz wurde bei der Ableitung des erwaihnten Kriteriums herangezogen. 
Sein Beweis beruhte auf dem Satz: In jedem Syllogismus folgt aus dem 
Antezedens der Konklusion das Antezedens jeder Primisse. Die Ubertragung 
nun dieses Satzes auf Satzsysteme von Makrositzen ist nicht méglich. 

Betrachten wir etwa das abgeschlossene System der Makrositze, die 
sich aus den folgenden Satzen ableiten : 


Q(x, %,) — 9" (2,) 
@ (2,2) e@(%,2,); o(2,2,) + 0’ (2,) 
o (2, 2, ) — o’(z,). 
Wir haben zwei Axiomensysteme 
(Mf, ) @(2,2,) + e(2,2,); o(2,2,) +e’ (2,), 
(4, ) o(%,%,) + 0(%,2,); (xz, %,) + e’(2,), 
und in dem betreffenden SchluBsystem die Kette : 
o(2,2,) — oe’ (2,) 
o(x,2,) — oe’ (2,) 
o(2,2,) — o’(2,). 
Die Antezedentia dieser Satze bedingen sich nun nicht gegenseitig. Zwar gilt: 
o(x,2,) + o(x,2,); 
dagegen nicht: 
O(2%,x,) — 0(2%,2%,). 
Ubrigens kénnen wir die zuletzt genannte Verbindung gar nicht als Makro- 
satz gelten lassen, da wir ja nach Ersetzung der Variablen durch konstante 
Glieder fiir das Sukzedens ein Oberglied erhalten, das nicht meronom 
(8.486) zu dem fiir das Antezedens in Frage kommenden Oberglied ist, 
was nach unserer Definition von dem Sukzedens eines Mikrosatzes verlangt 
wurde. 

Wir kénnen also die Betrachtungen der friiheren Arbeit, durch die 
eine notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein mehrerer Axiomen- 
svsteme erhalten wurde, nicht einfach auf unsern Fall iibertragen, sondern 
miissen uns nach einem andern Wege umsehen. Es liegt nun nahe, das 
Makrosystem durch das System der Mikrosiitze zu ersetzen, deren formale 
Darstellung wir aus der Darstellung der Makrositze erhalten, indem wir 
die Variablen durch alle méglichen konstanten Unterglieder ersetzen. Auf 
das so entstandene System kénnen wir aber die bereits bewiesenen Sitze 


anwenden und dann sehen, wieviel sich’ daraus fiir die Frage nach dem 
Vorhandensein mehrerer Axiomensysteme fiir ein und dasselbe Makrosystem 
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ergibt. Es wird dabei zu untersuchen sein, unter welchen Bedingungen 
aus dem Vorhandensein mehrerer Axiomensysteme fiir das Makrosystem 
auf das Vorhandensein mehrerer Axiomensysteme fiir das zugehérige Mikro- 
system geschlossen werden kann. 


§ 16. 
Das dem Makrosystem zugeordnete Mikrosystem. 


Wir denken uns ein abgeschlossenes Makrosystem © von der ersten 
bis vierten Klasse (8.493) und fragen, welche Eigenschaften durch das 
Vorhandensein mehrerer unabhangiger Axiomensysteme bedingt werden. 
Die Schwierigkeiten, diese Frage mit den in dem vorigen Abschnitt ent- 
wickelten Hilfsmitteln zu behandeln, beruhte, wie man leicht auf Grund 
der Betrachtungen des vorigen Paragraphen einsieht, darauf, daB ein Be- 
weis auch Schliisse durch Bindung enthalten kann; also werden wir diese 
Schliisse unterdriicken, und das geschieht, wie auch schon im vorigen 
Paragraphen bemerkt, dadurch, daB wir die Makrositze durch Mikrositze 
ersetzen. Formal erhalten wir aus den Makrositzen die betreffenden Mikro- 
sitze, indem wir an Stelle der Variablen Konstante setzen. Aber wir 
miissen uns hier der Art erinnern, wie die Makrositze eingefiihrt wurden, 
und werden dann einfach sagen: Wir ersetzen jeden Makrosatz durch die 
Menge der zugehérigen Mikrositze. So entsteht ein System © von Mikro- 
satzen. Dieses wird, wie sofort klar ist, unendlich viele inabundante Satze 
enthalten, und keines seiner Axiomensysteme kann aus endlich vielen Axiomen 
bestehen, auch wenn © zur ersten oder zweiten Klasse gehért. 


Wir werden nun vor allem die Beziehung zwischen © und © ins Auge 
zu fassen haben; dabei wird es sich aber vor allem um die Beziehungen 
der unabhingigen Axiomensysteme von © zu denen von © handeln, natiir- 
lich sofern G ein abgeschlossenes System ist und unabhingige Axiomen- 
systeme besitzt. Wir werden also zu fragen haben: 

1. Ist S ein abgeschlossenes System ? 


Wie finden wir nun ein unabhangiges Axiomensystem fiir G? Es liegt 
nahe, aus einem unabhangigen Axiomensystem 2% von © ein Mikrosatz- 
system zu bilden, in dem man jeden Makrosatz durch alle ihm zugehérigen 
Mikrosatze ersetzt. Da es aber fiir Mikrosiitze keine Schliisse durch Bin- 
dung gibt, so fiigen wir noch zu samtlichen Derivaten der Sitze von 
YW alle zugehérigen Mikrositze hinzu. Das so entstehende System nennen 
wir 2. Es kommt nun darauf an, ob & Axiomensystem von © ist. 


Also fragen wir: 
2. Gehért jeder aus U abgeleitete Satz zu S? 
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3. Ist jeder Satz von S aus M zu beweisen? 

Falls iibrigens 2. und 3. zu bejahen sind, so muB das natiirlich auch 
fiir 1. gelten. Wir werden aber bei der Beantwortung von 2. von der 
bejahenden Antwort auf 1. Gebrauch machen. 

Endlich wird zu untersuchen sein: 

4. Ist U wnabhdngiges Axiomensystem von 6? 


Mit diesen vier Fragen werden wir uns in diesem Paragraphen be- 


schaftigen. Sollten wir nun finden, daB & nicht unter allen Umstianden 


=~ 


unabhangiges Axiomensystem von © ist, so werden wir uns die weitere 
Aufgabe stellen miissen, ein solches zu suchen, und zwar liegt es nahe, es 
aus % nach dem Streichverfahren (S. 466) zu gewinnen. Ist aber das ge- 
gliickt, so entsteht die Frage nach der Beziehung zwischen diesem System 


und &% und &. Diese Aufgaben werden den niachsten Paragraphen zufallen. 


Gehen wir nun an die Beantwortung der oben zusammengestellten 
vier Fragen und schicken voraus, da8 wir fiir die ersten drei Fragen & 
nicht als unabhaingig vorauszusetzen brauchen. 


1. Dab S abgeschlossen ist, ist sofort zu ersehen. Ersetzen wir namlich 
in den Satzen eines Schlusses aus © die Unterglieder durch Variable, so 
erhalten wir einen SchluB, dessen Priimissen zu © gehéren. Also gehért 
auch seine Konklusion zu © und mithin auch die Konklusion des urspriinglich 


gegebenen Schlusses zu ©. 


2. Da alle Satze von & nebst allen ihren Derivaten zu S gehdren, 
gehéren auch alle Satze von & zu G; und wegen der Abgeschlossenheit 
von © alle aus Y ableitbaren Satze. 

8. Sei @ ein Satz von ©. Wir betrachten den Makrosatz ¢, zu dem 
€ gehért (indem wir die Unterglieder durch Variable ersetzen). Es muB8 
dann einen Beweis fiir e aus 2% geben. Aus diesem Beweis stellen wir 
uns ein SchluBsystem her und ersetzen in diesem dann die Variablen wieder 
durch konstante Unterglieder. Dabei beginnen wir mit ¢ und nehmen die 
Ersetzung so vor, daB wir aus diesem Makrosatz wieder ¢@ zuriickerhalten. 


Es ist leicht zu sehen, daB man, aufsteigend von der Konklusion zu 
den Primissen innerhalb eines Schlusses und wieder von den Pramissen 
za den gleichlautenden Konklusionen der friiheren Schliisse, iiberall die 
Variablen durch Konstante ersetzen kann**), ohne daB das Gefiige den Cha- 
rakter eines SchluBsystems verlére. Eine besondere Beachtung verdienen 
dabei noch die Schliisse, die durch Bindung entstehen, und die formalen 
Schliisse (S. 493). Diese beiden Arten von Schliissen sind wegzulassen, und 








5) Vgl. die entsprechenden Betrachtungen in Hilberts Beweistheorie, Math. 
Annalen 93 (1924), S. 6. 
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zwar ist beim Weglassen der letztgenannten die Primisse des (beim Auf- 
steigen ) vorhergehenden Schlusses direkt in Beziehung zu bringen mit der 
Konklusion des folgenden Schlusses, die im MakroschluBsystem mit der 
Primisse des weggelassenen Schlusses gleichlautend ist. Was ferner die 
Schliisse durch Bindung betrifft, so wird es freilich nétig, die Konklusion, 
die gleichlautend mit der Pramisse des weggelassenen Schlusses ist, nicht 
durch einen zu ihr selbst, sondern durch einen zu einem ihrer Derivate 
gehérigen Mikrosatz zu ersetzen. Indem man so alle Makrositze durch Mikro- 
sitze ersetzt, erhalt man ein SchluBsystem, dessen oberste Siitze zu Siitzen 
von & oder deren Derivaten gehéren, die also dem Satzsystem 2% angehéren. 
Daher ist @ aus & zu beweisen. 

Wir haben nun gezeigt, daS 2% Axiomensystem von © ist. Aber ist 
es unabhangiges Axiomensystem? Selbstverstindlich nicht, wenn bereits % 
nicht unabhangig ist. Aber wir wollen jetzt. als unabhangig voraussetzen 
und fragen, ob dann dasselbe von % behauptet werden kann. Damit 
kommen wir zu unserer vierten Frage. © 


4. Wir wollen an Beispielen zeigen, daS sowohl Unabhangigkeit als 
auch Nicht-Unabhangigkeit des Systems Y%{ méglich ist. 


a) Der Bereich § unseres Satzsystems enthalte die beiden Elemente 
o und 9’. Das Axiomensystem % enthalt nur den einen Satz 


o(z)—+ oe’ (zx). 


Dann wird auch © nur diesen einen inabundanten Satz enthalten, 
daneben werden freilich unendlich viel abundante Satze vorkommen 
kénnen, z. B. 


Q’ (2) o(x,) — o' (2, ) 
Zu Y gehéren alle Satze, die von der Form 
@(a,;) — 9’ (a,) 
sind. Es ist sofort klar, daB dieses System unabhingig ist. 

b) Als Beispiel fiir den Fall, da8 & nicht abhangig ist, wihlen wir 
zunichst das Axiomensystem, dem die Relation der Gleichheit geniigt: Es 
wird also ein Bereich i betrachtet, dem nur die eine Relation 9 angehdrt. 
W bestehe aus den Sitzen 

Q (2, %) — 0(z,%,), 
OQ (2%) O(%_%,) + O(%, 2). , 
Natiirlich gehéren zu G wieder unendlich viele Makrosiitze. Zu YU gehéren 
die folgenden 5 Mikrositze: 
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@(4,4,)—> @(4,4,); @(a,a,) > e(a,4,), 

@(a,4,) @(4,4,) — o(a,4,), 

9 (a,a,) — o(a,4,), 

0 (a,4,) 0 (a,a,) —> o(a,a,). 
Offenbar la8t sich aber der letzte dieser Sitze aus den anderen beweisen. 
Endlich wollen wir noch ohne Beweis einen Satz angeben, dessen 
Richtigkeit leicht nachgewiesen werden kann: Besteht das Axiomensystem ¥ 

aus dem einen Satz 


Q (2, Z ... Zp) —> O (2%, %, ..- Bi), 


wo der Bereich i nur ein Element 9 enthalt und die 2;,, 2;,,... dieselben 
Variablen wie z,, 2,,... sind, nur in einer andern Reihenfolge, so ist das zu- 
gehérige System & unabhangig. 

Da also, wie wir sehen, ein zu einem Axiomensystem gehériges System Y% 
unabhangig oder nicht unabhangig sein kann, tritt die Aufgabe an uns 
heran, ein Verfahren zu finden, durch das wir stets zu einem unabhingigen 
Axiomensystem von © gelangen. Es liegt nahe, dabei von & auszugehen 
und ein unabhiangiges Axiomensystem fiir © durch Weglassung entbehr- 
licher Satze herzustellen. 


§ 17. 


Vorhandensein unabhingiger Axiomensysteme fiir die zu einem 
Makrosystem erster und zweiter Klasse gehérigen Mikrosysteme. 


Wir betrachten ein Makrosystem © erster oder zweiter Klasse und ein 
Axiomensystem %{ dazu, das nur endlich viele Sitze enthalten soll, von dem 
wir aber weder Unabhangigkeit noch Inabundanz seiner Siatze verlangen. 

Wir bilden nun aus & das System W und fragen uns, ob es méglich 
ist, aus seinen Saitzen eine Auswahl so zu treffen, daB man ein unabhiangi- 
ges Axiomensystem von © erhalt. Hierzu wird es hinreichend sein, solche 
Sitze auszuwahlen, die ein unabhingiges Axiomensystem fiir & bilden. 

Nun wird & aus abzihlbar unendlich vielen Sitzen bestehen. Wir 
kénnen und wollen sie in einer einfachen Folge 4,,4,,... anordnen. Es 
liegt nahe, aus dieser der Reihe nach die Sitze wegzustreichen, die aus 
den noch nicht durchstrichenen ableitbar sind. Indes kénnen wir noch 
nicht ohne weiteres erwarten, auf diese Weise ein unabhangiges Axiomen- 
system fiir das urspriinglich vorhandene System %, also auch fiir © zu 
erhalten. Denn aus den Uberlegungen des § 1 wissen wir, daB durch das 
Streichverfahren alle Satze in Wegfall kommen kénnen, sowie, daB anderer- 
seits sich ein Rest ergeben kann, der zwar notwendig ein unabhangiges 
System ist, aber kein Axiomensystem zu sein braucht. Wir haben also zu 
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untersuchen, ob diese Méglichkeiten auch fiir unsern besondern Fall vor- 


liegen und zu fragen: 

1. Erkalten wir durch Anwendung des Streichverfahrens einen Rest? 

2. (Bei Bejahung der ersten Frage.) Ist dieser Rest Axiomensystem 
fir WU? 

Ist die zweite Frage zu bejahen, so wissen wir, daB dieser Rest auch 
unabhingiges Axiomensystem ist. 

Wir denken uns also eine abzaihlbar unendliche Menge von Satzsyste- 
men 2,, 2,, 2,,.-.. Das System 2, stimme mit Y iiberein. Ferner stimme 
=, mit =, _, tiberein oder gehe aus 2, , durch Weglassung von 4, her- 
vor. Daraus folgt, daB jedes System 2, den Satz a,,, enthilt. Nun 
setzen wir weiter fest: 2, stimme mit 2, , iiberein, oder gehe aus > , 
durch Weglassung des in 2, _, sicher enthaltenen Satzes a, hervor, je 
nachdem a, aus den anderen Siatzen von 2, , nicht zu beweisen oder 
zu beweisen ist. Einen Satz a,, der nicht in 2, und dann auch nicht in 
den folgenden = enthalten ist, nennen wir einen o-Satz. Offenbar besitzt 
jeder o-Satz von S, einen Index > y. Nun bezeichnen wir den Durchschnitt 
der Mengen S oder die Menge aller Sitze, die nicht o-Sitze sind, mit ¥. 

Wir haben jetzt zu zeigen: 

1. W ist keine leere Menge. 

2. Alle Satze von M kénnen aus Sitzen von Wf bewiesen werden. 

Zunachst bemerken wir, daB jeder o-Satz a, abgeleitet werden kann 
aus Satzen des Systems 2, ,; wir nennen diese Sitze die dem Satz 4, 
iibergeordneten. Offenbar haben diejenigen von ihnen, die selbst o-Sitze 
sind, einen Index >», da 2, _, tiberhaupt keinen o-Satz von niedrigerem 
Index als » enthilt. 

Nunmehr gehen wir zum Beweis unserer beiden Behauptungen iiber. 

1. Wire die erste Behauptung nicht richtig, so waren alle Sitze von U 
o-Satze; jeder lieBe sich also aus iibergeordneten Siatzen von hdherem 
Index beweisen. (Wiirden wir iiber jeden Satz ein SchluBsystem (S. 464) 
schreiben, dessen oberste Satze jene tibergeordneten Siatze sind, so erhielten wir 
ein Gebilde von der Art eines SchluBsystems, das aber aus unendlich vielen 
Satzen bestinde.) Wir kénnten nun jedem Satz einen seiner iibergeordneten 
zuordnen und erhielten so eine mit 0, beginnende unendliche Folge von 
Satzen. Indem wir allgemein als y-Reihe eine Reihe von o-Siatzen bezeich- 
nen, in der jeder folgende dem vorhergehenden iibergeordnet ist und 
héheren Index als jener besitzt, kénnen wir auch sagen, daB nach unserer 
Annahme eine mit 4, beginnende pm-Reihe mit unendlich vielen Satzen vor- 
handen sein miiBte. Das kann aber nicht sein. Der Beweis, dab p-Reihen 
nur endlich viele Glieder haben kénnen, soll spiter nachgetragen werden. 
Mathematische Annalen. 101. 33 
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2. Sei nun @ein beliebiger nicht zu W gehériger Satz von &%. Machen wir 
zunachst die Annahme, fiir die Zahl der Satze in den mit a, beginnenden 
p-Reihen gabe es eine obere Schranke, so kénnen wir zu dem Satz a, der 
o-Satz ist, alle iibergeordneten Satze aufsuchen, zu denjenigen von ihnen, 
die o-Satze sind und dann von héherem Index wieder die iibergeordneten 
usw. Nach unserer Annahme mu8 das Verfahren abbrechen und wir 
gelangen, indem wir jeden der so erhaltenen Sitze aus seinen iibergeordneten 
beweisen, zu einem SchluBsystem®*?). @ ist also aus YM beweisbar. 

Wenn wir also beweisen, da8 die Satzzahl in allen g-Reihen unter einer 
Schranke bleibt, so ist damit erstens gezeigt, daB alle Satze von WA aus ¥ 
ableitbar sind, zweitens tragen wir den unter 1. schuldig gebliebenen Beweis 
dafiir nach, daB es keine g-Reihe von unendlich vielen Saétzen geben kann. 

Zunachst bemerken wir, da8 in eiriem Syllogismus die Unterglieder 
des Antezedens jedes Untersatzes in dem Antezedens der Konklusion vor- 
kommen. Also enthalten nach unserer Definition (S. 487) auch die Sukze- 
dentia keine anderen Unterglieder und daraus folgt, daB iiberhaupt in keiner 
Priimisse anderer Unterglieder als im Antezedens der Konklusion vor- 
kommen. Ist also ein bestimmter Satz gegeben, so kénnen simtliche Sitze 
aller mit ihnen beginnenden gy-Reihen nur Unterglieder enthalten, die in 
seinem Antezedens vorkommen. 

Da nun unser Satzsystem der ersten oder zweiten Klasse angehéren 
soll, kénnen in & nur endlich viel Elemente g von i verkommen. Sei R 
deren Anzahl und sei N die Maximalzahl der Leerstellen in den Satzen von Y, 
so kann, wie man leicht sieht, das Antezedens des ersten Satzes einer 
g-Reihe héchstens (N — 1) verschiedene Unterglieder enthalten, und iiber- 
haupt nur so viel verschiedene Unterglieder kénnen in einer g-Reihe vor- 
kommen. Ferner werden in einem Satz héchstens an N Stellen Elemente 0 
stehen kénnen. Die y-Reihe kann also nicht mehr als (N—1)(R+N)** 
verschiedene Satze enthalten. Und da in ihr der Index stets wichst, alle 
Satze also verschieden sind, nicht mehr als (N — 1)(R + N)*™ Siatze iiber- 
haupt. Hiermit ist der Beweis gefiihrt. 

DaB ein etwaiges Restsystem unabhingig sein miisse, wurde bereits 
bemerkt. Wir wollen es an dieser Stelle noch ausfiihrlich begriinden: Ware 
der Satz 4, aus anderen Sitzen dieses Systems ableitbar, so kénnten diese als 
Satze von ‘y nicht o-Satze sein, miiBten also in 2, _, enthalten sein; dann wire 
aber G, ein o-Satz und kénnte entgegen der Annsiate nicht zu % gehéren. 


8?) Greifen wir aus einer mit a beginnenden Kette dieses SchluBsystems eine Teil- 
reihe heraus, indem wir von jedem Satz zu dem ihm iibergeordneten iibergehen, und 
lassen den obersten Satz der Kette weg, so erhalten wir eine y-Reihe. Der oberste Satz 
aber, der nicht o-Satz ist, braucht nicht von héherem Index zu sein als der Satz, dem 
er iibergeordnet ist. 
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§ 18. 


Reprisentanten. 


Unser Ziel sollte es sein, Folgerungen aus dem Vorhandensein mehre- 
rer Axiomensysteme zu ziehen. Nachdem wir nun jedem Axiomensystem Y% 
ein aus ihm abgeleitetes Mikroaxiomensystem %{ von © zugeordnet haben, 
wird es nétig sein, die Beziehung dieser beiden Systeme zueinander ins 
Auge zu fassen, namlich zu untersuchen, ob die Saitze von YW in dem 
System Y, das doch durch das Streichverfahren hervorgegangen ist, durch 
Satze vertreten sind, die noch eine Beziehung zu den Sitzen von YU auf- 
weisen. Fiir gewisse Axiomensysteme, von denen wir im nichsten Para- 
graphen sprechen wollen, wird in der Tat ein den Makrosatz vertretender 
Satz des Mikrosystems zu ihm als Makrosatz gehdren (S. 488). Sodann 
werden wir noch einen erganzenden Satz iiber die Beziehung der Makro- 
systeme zueinander brauchen; denn wenn auch jeder Makrosatz des 
Systems % seinen Vertreter in dem Mikrosatzsystem YW hat, so kénnte 
dieser zugleich noch in dem aus einem anderen Makrosystem abgeleiteten 
W-System vorkommen, und es lieBe sich aus dem Vorhandensein mehrerer 
Systeme % nicht auf das Vorhandensein mehrerer Systeme Y schlieBen. 
Diese Schwierigkeit wiirde auftreten, wenn die Satze verschiedener Makro- 
systeme in einer gewissen Beziehung zueinander stehen wiirden. Es muS 
also gezeigt werden, daB wenigstens, soweit unabhangige Axiomensysteme 
betrachtet werden, diese Beziehungen der Axiomensysteme nicht méglich 
sind. Obwohl der betreffende Satz als ergiinzendes Gegenstiick zu den 
Satzen des nachsten Paragraphen aufgefaBt werden kann, wollen wir ihn 
schon hier zur Sprache bringen, weil er ganz allgemein gilt, auch wenn es 


iiberhaupt kein System W geben sollte. 


Wir beweisen also folgenden Satz: Wenn ein Makrosystem (das nicht 
zu den ersten beiden Klassen zu gehéren braucht) zwei verschiedene unab- 
hangige Axiomensysteme besitzt, so enthalt mindestens das eine von ihnen 
einen Satz, der nicht in dem anderen vorkommt und auch kein Derivat 
eines seiner Sitze ist. 


Um diesen Satz und seinen Beweis bequem aussprechen zu kénnen, 
sagen wir von einem Satz, er stehe zu einem andern in der Relation D 
oder sei ein D-Satz von ihm, wenn er entweder mit ihm identisch ist 
oder sein Derivat ist, so daB die Relation D transitiv ist. Dann lautet 
unser Satz: Es gibt mindestens in einem von zwei verschiedenen unab- 
hangigen Axiomensystemen einen Satz, der kein D-Satz eines Satzes des 
andern ist. Nehmen wir das Gegenteil an: Jeder Satz des einen sei also 
ein D-Satz eines Satzes des andern. Dann kénnte kein Satz des einen 
33* 
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Axiomensystemes Derivat eines Satzes des andern sein. Denn sonst miibte 
er auch Derivat eines Satzes desselben Systems sein, was wegen der vor- 
ausgesetzten Unabhingigkeit nicht méglich wire. Nach unserer Annahme 
miiBte also jeder Satz des einen Systems auch im andern vorkommen, die 
Systeme kénnten also nicht verschieden sein, was ebenfalls gegen die Vor- 
aussetzung ist. Daher ist die Annahme falsch, und es gibt jedenfalls einen 
Satz des einen Systems, der nicht D-Satz eines Satzes des andern ist**), 

Nunmehr haben wir die Beziehung zu betrachten zwischen dem unab- 
hingigen Axiomensystem %& eines Makrosystemes © und einem etwa vor- 
handenen unabhangigen Axiomensystem % fiir das © entsprechende Mikro- 
satzsystem ©, wo YW nur Satze von W enthalten soll, also nur Satze, die 
zu Sitzen von % oder deren Derivaten gehéren. Ein solches System Y 
ist, wie im vorigen Paragraphen gezeigt, immer vorhanden, wenn © der ersten 
oder zweiten Klasse angehért. Aber auch wenn © ein beliebiges Satzsystem ist, 
werden, sofern nur &% den genannten Bedingungen geniigt, die folgenden 
Betrachtungen giiltig bleiben. 

Wir wollen als Reprdsentanten eines zu YU gehérigen Satzes a einen 
Satz @ von Y bezeichnen, der als Mikrosatz zu dem Satz a oder einem 
seiner Derivate gehért; a heiBe der von 4 reprisentierte Satz. Dann kénnen 
wir zeigen, daB jeder Satz von YM in YU einen Reprisentanten besitzt. 

Angenommen, zu einem Satz a von & giibe es keinen Reprasentanten, 
so miiBte doch ein zu a als Makrosatz gehériger Mikrosatz 4 in Y vor- 
kommen, und es miiBte daher fiir ihn einen Beweis aus YU geben. Denken 
wir uns nun in diesem die konstanten Unterglieder durch Variable ersetzt, 
indem wir mit @ beginnen, dann die Ersetzung in den Pramissen von a 
vornehmen, usf. bis zu den obersten Satzen, so erhalten wir einen Beweis 
fiir a. Die obersten Siatze in diesem Beweis miissen aber Derivate von 
Satzen des Systems YM sein, ohne daB doch unter ihnen ein Derivat von a 
vorkame. a wire also aus den anderen Satzen von W abzuleiten, d.h. W 
wire entgegen der Voraussetzung nicht unabhangig. 


§ 19. 
D- Systeme. 


Die Beziehungen zwischen dem Reprisentanten und dem urspriinglich 
gegebenen Axiomensystem sind nicht so eng, da wir auf sie gestiitzt 
den Ubergang machen kénnten von dem im vorigen Abschnitt (§ 9) 
angefiihrten Satz iiber das Vorhandensein mehrerer Axiomensysteme fiir 


5%) Genau entsprechend beweist man: Besitzt ein Satzsystem zwei verschiedene 
unabhangige Axiomensysteme, so gibt es mindestens in einem einen Satz, der nicht in 
dem andern enthalten ist, und von dem auch kein Derivat in dem andern vorkommt. 
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Systeme elementarer Siatze zu einem entsprechenden Satz iiber das Vor- 
handensein mehrerer Axiomensysteme fiir unsere Makrosysteme. Vielmehr 
miissen wir zunichst die Gewibheit haben, da zu dem repriisentierten Satz 
mindestens ein Reprisentant auch wirklich als Mikrosatz gehért (S. 488); 
dazu ist aber erforderlich, daB iiber die Natur der Axiomensysteme noch 
gewisse einschrinkende Voraussetzungen gemacht werden, und daher ge- 
winnen wir keine Saétze mehr, die eine Folgerung aus dem Vorhandensein 
mehrerer Axiomensysteme iiberhaupt aussprechen. Bemerkenswert ist aber, 
daB es doch immer Axiomensysteme gibt, die diesen einschrinkenden Be- 
dingungen geniigen. 

Leider ist es damit noch immer nicht genug. Denn die Notwendigkeit, 
den gegebenen Axiomensystemen inabundante Mikroaxiomensysteme Y% zu- 
zuordnen, zwingt zu einer Modifikation unseres Verfahrens; und daraufhin 
miissen wir die Ausgangsaxiomensysteme noch weiteren Einschriinkungen 
unterwerfen. DaB aber diesen geniigende Axiomensysteme stets vorhanden 
sind, kénnen wir nicht mehr behaupten. 

Wir definieren zuniachst: 


Wir verstehen unter einers D-System ein Axiomensystem % fiir ein 
abgeschlossenes System erster oder zweiter Klasse von Makrositzen, wenn 
folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. & ist unabhingig. 

2. Es ist unmédglich, einen Satz r von WU aus einigen seiner Derivate 
und anderen in 2% enthaltenen Sitzen zu beweisen. 


Natiirlich miiBten wegen 1. in jedem solchen Beweis auch wirklich 
Derivate von x als oberste Sitze vorkommen. 

Offenbar ist mit 2. vollkommen fquivalent die Forderung: 

2’. Es ist unméglich, einen Satz y von & aus einer x nicht enthalten- 
den Menge von D-Siatzen der in & enthaltenen Sitze zu beweisen. 

Endlich kénnen wir, wie man sofort sieht, statt 2. und 2’. auch 
fordern : 

2”. Es ist unméglich, aus & dadurch ein anderes Axiomensystem zu 
erhalten, da8 ein Satz durch einige seiner Derivate ersetzt wird). 


Nun ergibt sich sofort, daB alle D-Systeme eine bemerkenswerte 
Eigenschaft besitzen: Zu jedem Axiom eines D-Systems gibt es in dem 
zugeordneten System % einen Repriisentanten, der als Mikrosatz zu ihm 
gehort. 

*) Es ist unnétig hinzuzusetzen, daB auch dann nicht ein Axiomensystem ent- 
stehen darf, wenn auBerdem noch einige Axiome durch ihre Derivate ersetzt werden. 
— Unsere Forderung 2” gilt auch dann als nicht erfiillt, wenn durch die Ersetzung 
ein nicht-unabhingiges Axiomensystem entsteht. 
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Sei nimlich in dem D-System & der Satz y ein Satz, fiir den das 
nicht zutrife, und sei ¢ ein beliebiger zu ¢ gehdriger Mikrosatz, so miiBte 
es fiir ihn einen Beweis aus % geben. Indem wir in diesem die konstanten 
Unterglieder durch Variable ersetzen, gelangen wir zu einem Beweis fiir r. 
Seine obersten Siatze wiirden nach unserer Annahme fr nicht enthalten 
kénnen, wiirden aber alle D-Satze von Satzen des Systems HW sem; es 
wire also gegen die Voraussetzung 2% kein D-System. Damit ist unser 
Satz bewiesen. 

Hieraus folgt nun weiter, da8 zu allen Axiomensystemen, die D-Systeme 
sind, verschiedene Systeme sy gehéren. Seien naimlich YW, und W, zwei 
Systeme, denen die U&-Systeme U, und W, entsprechen, so gibt es nach 
dem vorigen Paragraphen in einem der beiden Makroaxiomensysteme, etwa 
in U,, eimen Satz a, der nicht Derivat eines Satzes des andern, also des 
Systems YW, ist. - 

Nun kommt aber nach dem eben Bewiesenen in MU, ein zu a gehériger 
Satz vor, und dieser kann nicht in &, vorkommen, weil dieses System 
nur Satze enthalt, die zu D-Siatzen von W, gehdren, a aber nicht Derivat 
eines Satzes von , sein soll. U%, und W, sind also verschiedene Systeme. 

Beschranken wir uns nun auf Satzsysteme erster und zweiter Klasse, 
so gibt es zu jedem Satzsystem mindestens ein D-System als Axiomen- 
system, und zwar JaBt sich ein D-System gewinnen aus jedem Axiomen- 
system, das endlich viele Satze enthalt und selbst kem D-System ist. 

In der Tat kénnen wir zunachst aus einem solchen System, sollte es 
nicht schon unabhangig sein, alle entbehrlichen Saétze weglassen. Wenn es 
dann noch kein D-System geworden sein sollte, kénnten wir — was fir 
ein unabhangiges Axiomensystem von vornherein zu geschehen hat — ein 
Axiom durch eine Menge von Derivaten ersetzen, so daB wieder ein Axiomen- 
system entsteht. Ist das so entstehende System immer noch kein D-System, 
so ist das Verfahren zu wiederholen, das notwendig irgendeinmal ab- 
brechen muB. 

Entsprechend zeigt man, daB jedes Satzsystem erster oder zweiter 
Klasse D-Systeme besitzt, die nur inabundante Satze enthalten. 


§ 20. 
d - Systeme. 


Aus dem bisher Bewiesenen folgt, daB zu Satzsystemen erster und 
zweiter Klasse, die mehrere D -Systeme besitzen (eines besitzt jedes solche 
Satzsystem) auch mehrere Mikroaxiomensysteme W gehéren. Entwickelt 
man nun weiter die Folgerungen aus dem Vorhandensein mehrerer Mikro- 
axiomensysteme fiir dasselbe System von Mikrosiétzen, so wird man ganz 
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natiirlich zu einem zyklisch angeordneten System von Mikrositzen in © 
gefiihrt, von denen jeder als Sukzedens ein Oberglied besitzt, das im Ante- 
zedens des vorhergehenden enthalten ist (vgl.§ 9). Indes ist leicht zu 
sehen, daS das Vorhandensein eines solchen Gebildes, das ja ohnehin 
nur als notwendige Bedingung in Betracht kommt, itiberhaupt in keinem 
Sinne als Kriterium gelten kann. Denn jedes Mikrosystem enthilt solche 
Gebilde. 

Ist namlich a irgendeines der Elemente von D (8.485), so ist bereits 
a—a, a—»+a ein Gebilde der betreffenden Art. Freilich sind diese Sitze 
tautologisch. Enthalt aber der Bereich © auch nur zwei Elemente a, b, 
so gibt es ein solches Gebilde, das aus nicht-tautologischen Satzen besteht, 
nimlich ab-—+ 6, ab-—+a. Immerhin sind diese Satze trivial. Sofern je- 
doch unser Mikrosystem © auch nur zwei nicht triviale Satze mit ver- 
schiedenem Sukzedens A’— b’, A” —+ 6” enthalt, gibt es bereits ein Ge- 
bilde von der beschriebenen Art, das aus nicht trivialen Satzen besteht, 
nimlich das System A’b”— b’, A” b’—+ 6”. Ein brauchbares Kriterium 
kénnen wir also nur erhalten, wenn wir auch noch Inabundanz der Siatze 
verlangen. Daher miissen wir entweder die Betrachtung auf bestimmte 
Satzsysteme beschriinken, oder ohne solche Beschrankung nur ein Kriterium 
fiir das Vorhandensein mehrerer D-Systeme einer besonderen Art suchen; 
und diese Einschrinkungen miissen so gewahlt sein, daB das Kriterium 
in dem Vorhandensein eines Gebildes besteht von der Art des oben be- 
schriebenen, das aber aus lauter inabundanten Siatzen besteht. 

Die ausgezeichneten D-Systeme, die wir jetzt zu betrachten haben, 
bezeichnen wir als d-Systeme. Wir miissen aber gleich bemerken, dab 
nicht jedes Satzsystem d-Systeme als Axiomensystem besitzt. 

Um den Begriff des d-Systems zu definieren, miissen wir eine andere 
Definition vorausschicken: Gibt es zu zwei Satzen a und 6 einen Satz c, 
so daB c aus a durch Bindung und aus 6 durch einen unmittelbaren 
Schlu8 entsteht oder mit einem der beiden Siatze identisch ist, aus dem 
andern aber, so wie oben angegeben, entsteht, so heiBe b ein Deszendent 
von a und a ein Aszendent von 6b. Man erhilt also einen Deszendenten 
eines Satzes, indem man mehrere Variablen in ihm gleichsetzt, oder fiir 
mehrere Gruppen von Variablen alle durch je eine ersetzt und dann Ober- 
glieder weglaBt, oder wenigstens einen dieser Prozesse ausfiihrt. 

Von einem Satz sagen wir, er stehe zu einem andern in der Relation b 
oder er sei ein })-Satz von ihm, wenn er entweder mit ihm identisch oder 
ein Deszendent von ibm ist; die }-Relation ist also transitiv. 

Nunmehr kénnen wir die angekiindigte Definition geben. Wir nennen 
ein Axiomensystem % ein b-System, wenn es folgenden Bedingungen 
geniigt: 
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1. Es ist unabhangig. 
2. Zu keinem seiner Satze soll ein Deszendent in ihm vorkommen. 


3. Es ist unméglich, einen Satz ry von %& aus einer Menge von 6-Sitzen 
von Siitzen von W% zu beweisen, in der x nicht vorkommt. 


Zunichst sehen wir nun, daB jedes d-System ein D-System ist. Falls 
aber das System © die Eigenschaft hat, da8 seine inabundanten Sitze 
keine anderen Deszendenten als ihre Derivate haben, so ist auch umgekehrt 
jedes inabundante D-Axiomensystem von © ein d-System. 

Es ist nun aber leicht, Satzsysteme anzugeben, fiir die nur en Axiomen- 
system médglich ist, und zwar ein solches, das die Forderung 2 nicht er- 
fillt, z. B. das Satzsystem, fiir das der §t-Bereich nur die Elemente 
, 2, enthalt und das sich aus den Axiomen ableiten laBt. 


03> Og. @ 


O; (©, Xy) Oy (%y Xp) Oy (%, Xz) —> O, (4, 2), 
OQ, (2, %) Oy (X_%,) — 0, (2, 25). 


Man kann also nicht behaupten, daB zu allen Satzsystemen d-Systeme 
als Axiomensysteme gehdren. 

Nichtsdestoweniger wird es nicht ohne Interesse sein, Folgerungen aus 
dem Vorhandensein mehrerer d-Systeme zu ziehen. 

Wir wollen jedem Axiomensystem Y% fiir ein Satzsystem © erster oder 
zweiter Klasse Mikroaxiomensysteme &* und Y%* zuordnen. Sei wieder 
das System aller Mikrositze, die zu Satzen von © und deren Derivaten 
gehéren. Wir bilden zunichst aus © das Satzsystem Y%, das alle Mikro- 
sitze enthalt, die zu Makrosiitzen von &% und deren Derivaten gehéren. 
Dann lassen wir aus den Satzen von Y& alle entbehrlichen Oberglieder weg, 
d. h. ersetzen jeden in bezug auf © abundanten Satz von % durch einen 
inabundanten von ©, aus dem er durch einen unmittelbaren SchluB folgt. 
Das System, das so entsteht, nennen wir 4%*. Es enthialt also nur in bezug 
auf © inabundante Sitze. Nun gibt es aber stets eine echte oder unechte 
Teilmenge %* der Satze von U*, die ein unabhangiges Axiomensystem 
von %* und darum auch von © bildet. Die Existenz einer solchen Teil- 
menge wird in genau derselben Weise bewiesen, wie im § 17 die Existenz 
eines unabhangigen Axiomensystems fiir & und © gezeigt wurde. Alle 
Satze von U* gehdren zu b-Satzen von Sitzen des Systems W. 

Wir kénnen jetzt zeigen, daB zu zwei verschiedenen d-Systemen not- 
wendig zwei verschiedene Systeme %{* gehéren. Der Beweis geschieht in 
zwei Schritten: 

1. Sind zwei d-Systeme U,, U, gegeben, so gibt es mindestens in 
einem einen Satz, der nicht }-Satz eines Satzes des anderen ist. Wiirde 
das nicht zutreffen, wiirde also jeder Satz des einen Systems }-Satz eines 
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Satzes des anderen Systems sein, so miiBte auch ein beliebiger Satz des 
einen Systems etwa von %{, in dem anderen, also YU, vorkommen. Denn 
andernfalls miiSte er Deszendent eines Satzes von YW, sein, also auch von Y,, 
was der Definition des d-Systems widerspricht. Beide d-Systeme kénnten 
sich also entgegen der Voraussetzung nicht unterscheiden. Hiermit ist unsere 
Behauptung bewiesen. 

2. In jedem zu einem d-Axiomensystem YU gehérigen System Y* gibt 
es fiir jeden Satz a von & einen Satz, der als Mikrosatz zu a gehért. 
Wire das fiir einen Satz a von & nicht der Fall, und wire @ ein zu a 
gehériger Mikrosatz, so miiBte sich 4 aus %* beweisen lassen. Wenn wir 
nun in diesem Beweis die konstanten Unterglieder durch Variablen ersetzen, 
so gelangen wir zu einem Beweis von a, dessen oberste Sitze alle }-Sitze 
des Systems, aber von a verschieden sind. Das widerspricht aber der Defini- 
tion des d-Systems. Mithin ist unsere Annahme falsch, und es gibt zu 
jedem Satz von & in &* einen Satz, der zu ihm als Mikrosatz gehért. 

Aus 1 und 2 folgt nun: Sind %, und %, zwei verschiedene d-Systeme, 
so sind die zugehérigen Systeme U* und Uy verschieden. 

In der Tat, sei a ein Satz des einen Systems, etwa des Systems W,, 
der nicht Deszendent eines Satzes des anderen, also des Systems Y, ist, 
so gibt es in Y, einen Satz a, der zu ihm als Mikrosatz gehért. Wiirde 
nun a in YU; vorkommen, so miiBte a Deszendent eines Satzes von YW, sein, 
was gegen die Annahme ist. 

Wenn es also fiir ein Satzsystem © erster oder zweiter Klasse zwei 
d-Systeme als Axiomensysteme gibt, so gibt es fiir G zwei verschiedene un- 
abhangige Mikroaxiomensysteme, die aus inabundanten Satzen bestehen. ‘Nach 
§ 9 gibt es also in © einen Zyklus. Nun kénnen wir in diesem die Unterglieder 
durch Variable ersetzen und werden dann ein Gebilde erhalten, das wir 
ebenfalls als Zyklus bezeichnen. Unter einem Zyklus von Makrosdtzen ver- 
stehen wir namlich ein System zyklisch angeordneter, nicht-tautologischer, 
inabundanter Makrositze von der Art, daB das Sukzedens jedes Satzes als 
Oberglied in dem Antezedens des vorhergehenden vorkommt. 

Wir haben also den Satz bewiesen: Wenn ein Satzsystem erster oder 
zweiter Klasse mehrere d-Systeme als Axiomensysteme besitzt, so gibt es 
in ihm einen Zyklus. 

Hiermit ist noch keine notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein 
mehrerer D-Axiomensysteme gegeben. Eine solche kénnen wir aufstellen, 
wenn das vorgelegte Satzsystem noch besonderen Einschrinkungen unter- 
worfen ist. 

Wenn © ein Satzsystem erster oder zweiter Klasse ist und auberdem 
noch die Eigenschaft besitzt, daB seine inabundanten Siatze keine anderen 
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Axiomensysteme. 


Deszendenten als ihre Derivate besitzen, so mu es unter seinen Axiomen- 
systemen immer d-Systeme geben, und sogar immer d-Systeme, die nur 
aus inabundanten Satzen bestehen. Denn, wie schon bemerkt wurde, besitzt 
es inabundante D-Systeme (8.510), und jedes solche inabundante D-System 
ist zugleich ein inabundantes d-System (8.512). Fiir jedes inabundante 
d-System ist aber nach dem Vorausgesetzten das Satzsystem %* identisch 
mit &, und als System %* kann daher Y gewahit werden. Fiir solche 
Systeme © gilt also der Satz, daB das Vorhandensein mehrerer inabundanter 
D-Systeme notwendig das Bestehen eines Zyklus zur Folge hat. 

So sind wir nur unter einschrankenden Bedingungen dazu gelangt, ein 
notwendiges, nicht einmal hinreichendes Kriterium aufzustellen fiir das Vor- 
handensein von mehreren Axiomensystemen von einer gewissen Gattung, 
von der unter gewissen einschrinkenden Voraussetzungen iiber das Satz- 
system eines immer vorhanden sein mu. LaBt man diese Voraussetzung 
fallen, so kann nur eine Folgerung gezogen werden, aus dem Vorhandensein 
mehrerer Axiomensysteme einer speziellen Art, ohne daB doch ein solches 
Axiomensystem itiberhaupt immer vorhanden sein miiBte, 

Diese Ergebnisse kénnen also sicher nicht als abschlieBend gelten und 
bediirfen dringend der Ergianzung. Vielleicht diirfen wir aber hoffen, dab 
unsere Betrachtungen die Schwierigkeiten klarstellen, die mit dem Problem 
verbunden sind, allgemein ein Kriterium, etwa ein notwendiges, fiir das 
Vorhandensein mehrere Axiomensysteme zu finden, und da sie dadurch 
auch als Vorbereitung fiir die endgiiltige Lésung dienen kénnen. 


Eingegangen am 30. 5. 1928. 














Stetige Konvergenz und normale Familien 
von Funktionen. 


Von 
C. Carathéodory in Miinchen, 


Einleitung. 


1. Der urspriingliche Begriff der gleichmaBigen Konvergenz (auf einer 
festen Punktmenge) ist bekanntlich fiir die Zwecke der Funktionentheorie 
ganz unzureichend, und daher hat sich schon WeierstraB entschlossen, auBer 
diesem noch die gleichmaBige Konvergenz ,in der Nahe einer Stelle“ zu 
definieren und zu benutzen*). Spater hat sich gezeigt, daB man den Weg, 
den WeierstraB gegangen war, noch erheblich weiter verfolgen konnte, und 
man hat den Begriff der gleichmaBigen Konvergenz ,in einem Punkte“ 
gepragt*). In neuerer Zeit hat man sich endlich gewéhnt, als man mero- 
morphe Funktionen in den Kreis der Betrachtungen ziehen wollte, auch 
dann von gleichmaBiger Konvergenz zu reden, wenn nicht die Folge der 
f(z) selbst, sondern die Folge der 1:f,(z) in einem Punkte gleichmaBig 
konvergiert. So entstand stufenweise ein sehr komplizierter Begriff, dessen 
Benutzung bei den Beweisen auch der einfachsten Saétze mit gewissen Um- 
standlichkeiten verbunden ist*). 

2. Der Hauptzweck der vorliegenden Arbeit ist nun zu zeigen, daB 
man alle diese Umwege vermeiden kann, wenn man eine mit der gleich- 
maBigen Konvergenz verbundene Eigenschaft der betrachteten Funktions- 
folgen, die bisher ziemlich unbeachtet geblieben ist, an die Spitze der 





1) WeierstraB, Zur Funktionenlehre, Ges. Werke 2, 8. 202. 

*) P. du Bois-Reymond, Berlin. Sitzungsber. 1886, 8. 359~360, und besonders 
A. Pringsheim, Math. Annalen 44 (1894), S. 64—65 und 80—81. Vgl. fiir die weitere 
Literatur den Enzyklopidiebericht von A. Rosenthal, Enzykl. II 3, 2, 8. 1141. 

*) Dies ist z. B. der Fall, wenn man, unter der Voraussetzung, daB eine Folge 
von Funktionen f,(z) in jedem Punkte einer Punktmenge A im erweiterten Sinne 
gleichmaBig konvergiert, zeigen will, daB dieselbe Eigenschaft auch den Funktionen 
(1+, (z)) zukommt. 
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Theorie stellt. Mein Vorschlag geht dahin, jedesmal, wo es vorteilhaft ist 
— und es ist, wie ich glaube, mit ganz wenigen Ausnahmen immer vor- 
teilhaft —, den Begriff der gleichmaBigen Konvergenz in der Funktionen- 
theorie durch den Begriff der ,stetigen Konvergenz“ zu ersetzen, den 
H. Hahn vor einigen Jahren in die Mathematik eingefiihrt hat*) und dessen 
Handhabung unvergleichlich einfacher ist. Im allgemeinen ist allerdings 
die stetige Konvergenz enger als die gleichmaBige; fiir den in der Funk- 
tionentheorie allein in Betracht kommenden Fall, in dem die Funktionen 
der Folge stetig sind, decken sich die beiden Begriffe vollkommen ‘). 


oY 


3. Da Herr Hahn nicht an analytische Funktionen gedacht hat, als 
er seine schénen Resultate aufstellte, wird es fiir uns zweckmiBig sein, die 
ganze Theorie von neuem aufzubauen. Es wird sich dabei herausstellen, 
da8 die Konvergenz einer Funktionsfolge nur in solchen Punkten _,,stetig“ 
sein kann, in welchen die Schwankungen der verschiedenen Funktionen der 
Folge eine gewisse Bedingung erfiillen. Um diese bequem auszudriicken, 
werden wir zu jeder Folge von ganz beliebigen Funktionen f(z), die alle 
auf einer Punktmenge A definiert sind, in jedem Punkte von A eine reelle 
Zahl o(z,) definieren, die wir die Grenzschwankung der Folge im Punkte z, 
nennen werden. Das Verschwinden dieser Grenzschwankung in einem Kon- 
vergenzpunkt der betrachteten Folge ist eine notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die stetige Konvergenz 


4. Der Begriff der Grenzschwankung einer Folge von Funktionen, der 
ganz unabhangig davon ist, ob die betrachtete Folge in diesem Punkte 
konvergiert oder nicht, laBt sich ohne weiteres auf nicht abzihlbare Mengen 
{f(z)} von Funktionen iibertragen. Es zeigt sich nun, daB ein Satz, 
durch welchen Herr A. Ostrowski die normalen Familien charakterisiert 
hat*) und bei welchem er einen Begriff benutzt, der sich inhaltlich mit 
dem der Grenzschwankung deckt, fiir eine systematische Darstellung der 
Theorie dieser Familien auBerordentlich gut geeignet ist. Dies fiihrt zu 
einer, wie ich glaube, viel handlicheren Definition der normalen Familien 
als diejenige, die Herr P. Montel gefunden und entwickelt hat’). Die beiden 


*) H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen (Berlin: Julius Springer 1921), 
S. 238-246. Gelegentlich tritt der Begriff und auch die Bezeichnung der stetigen 
Konvergenz schon friiher in der Literatur auf, z. B. bei R. Courant in der Arbeit ,Uber 
eine Eigenschaft der Abbildungsfunktionen bei konformer Abbildung“, Gétt. Nachr. 1914. 

5) A. Rosenthal, a.a.O. FuBnote 901a, oder H. Hahn, S. 248. 

*) A. Ostrowski, Uber Folgen analytischer Funktionen und einige Verschirfungen 
des Picardschen Satzes, Math. Zeitschr. 24 (1926), S. 215-258, s. insbes. S. 233. 

*) S. insbes. das Buch: P. Montel, Legons sur les familles normales (Paris: 
Gauthier-Villars 1927), in dem der Autor die hauptsichlichsten Resultate dieser wich- 
tigen Theorie zusammengestellt hat. 
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Definitionen sind in allen Fallen aquivalent, in welchen die Montelsche Defini- 


tion gilt. Unsere Methode ist aber nicht nur allgemeiner — wenigstens, 
wenn man den bisher iiblichen Umfang der klassischen Definition nicht 
erweitert —, sondern sie ist konstruktiv: d.h. man kann ein regulares 


Rechnungsverfahren angeben, durch welches man entscheiden kann, ob eine 
gegebene Familie {f(z)} von Funktionen in einem Punkte z, ihres gemein- 
samen Definitionsbereiches normal ist oder nicht. Bei der friiheren Defini- 
tion schien dagegen der Nachweis, daB die gerade betrachtete Familie 
normal ist, mehr oder wenig dem Zufall iiberlassen zu sein. Dies scheint 
mir ein prinzipieller Fortschritt zu sein, der keineswegs dadurch beein- 
trichtigt wird, daBS man auch in Zukunft in den Fallen, in denen es be- 
quem ist, dieselben Schliisse wie bisher anwenden wird, um einen solchen 
Nachweis zu fiihren. 


5. Die stetige Konvergenz einer Folge von meromorphen Funktionen 
in den inneren Punkten eines Gebietes spielt eine so hervorragende Rolle 
in der Funktionentheorie, daB es sich, wie ich glaube, empfiehlt, einen 
kurzen, prignanten Namen auch fiir diesen Begriff zu haben. Ich schlage 
vor, hier von ,regulaérer Konvergenz“ zu reden, was daran erinnern soll, 
daB die Punkte ,,irregularer Konvergenz* gerade diejenigen sind, die Montel, 
Julia und andere ,,irregulire Punkte“ genannt haben. 


6. Um nicht bestiandig die Fille unterscheiden zu miissen, in denen 
eine Funktion endlich oder unendlich ist, ist es bequem, von einem Kunst- 
griff Gebrauch zu machen, den Herr Ostrowski zuerst in die Funktionen- 
theorie systematisch eingefiihrt hat*): anstatt mit dem absoluten Betrag 
der Differenz von zwei komplexen Zahlen zu arbeiten, der nur dann definiert 
ist, wenn beide Zahlen endlich sind, werden wir immer den Euklidischen 
Abstand der Bilder dieser Zahlen auf der Riemannschen Kugel benutzen *). 
Der sehr einfache Ausdruck, der diesen ,chordalen Abstand“ darstellt, ist 
in der Nicht-Euklidischen Geometrie seit langem bekannt und hat eine 
gewisse Ahnlichkeit mit einem Ausdruck, den Fréchet vor vielen Jahren 
in ahnlicher Absicht gebildet hat’). 


7. Zum Schlu8 will ich noch darauf verweisen, daB alle folgenden 
Ausfiihrungen sich ohne weiteres auf Funktionen von mehreren reellen oder 
komplexen Veranderlichen iibertragen lassen. 


*) a.a.O. 8. 282. 

*) Herr Ostrowski hat an Stelle des chordalen Abstandes die Bogendistanz der 
betrachteten Punkte auf der Kugel benutzt. Der chordale Abstand besitzt den Vor- 
teil, da8 man seine Haupteigenschaften durch direkte Rechnung ableiten kann, ohne 
auf das geometrische Bild zuriickgreifen zu miissen. 

10) M. Fréchet, Sur quelques points du calcul fonctionnel, Rend. Circ. Pal. 22 
(1906), p. 40. 
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Stetige Konvergenz. 


8. Der chordale Abstand von zwei Zahlen. Wenn man eine Kugel 
vom Durchmesser Eins stereographisch auf die komplexe z-Ebene projiziert, 
so sind zwei Punkte z und z’ dieser Ebene dann und nur dann Bilder von 
entgegengesetzten Punkten der Kugel, wenn 


(8, 1) 27’+1=0 


ist, wobei 7’ die mu z’ konjugiert komplexe Zahl bedeutet. Durch die 
Modbiussche Transformation 


zZ—a 
(8, 2) ita: 
wird, wie man sofort berechnet, jedes Zahlenpaar (z, z’), das der Bedingung 
(8,1) geniigt, in ein Zahlenpaar (w, w’) iibergefiihrt, fiir welches w #’ + 1 —0 
ist. Eime Moébiussche Transformation, die wie (8,2) Bilder von Gegen- 
punkten der Kugel in Bilder von ebensolchen Punkten iiberfiihrt, stellt 
aber eine starre Drehung der Kugel dar. Hieraus folgt, daB die beiden 
Zahlenpaare (a, 8) und (0,7), wobei mit Benutzung von (8, 2) 








B—«a | 
(8, 3) . =| =A 
gesetzt wird, die Bilder von zwei Punktepaaren auf der Kugel sind, die 
denselben Euklidischen Abstand z(a,f) im dreidimensionalen Raume be- 
sitzen. Mit Hilfe der Elementargeometrie findet man nun, da8 


— 





r 

(8, 4) z(e, B) = yi+r* 

ist, und der Vergleich von (8,3) und (8, 4) liefert schlieBlich die Formel 
_ Al 

(8, 5) x(a, B) = 164 








Vrs je") (1+ 16%) | 
der Ausdruck x(a, #) soll der chordale Abstand der Zahlen « und £ ge- 


nannt werden. 


9. Falls 6 +0 ist, folgt sofort aus (8, 5) 








x(«, B) = 4 





woraus man entnimmt, daB man 


(9, 1) 


+3 
2(@, 00) = aT 
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zu setzen hat. Der chordale Abstand ist also auch fiir unendliche Werte 
von « oder # definiert. Man verifiziert sofort auch direkt mit Hilfe der 
Ausdriicke (8,5) und (9,1), dad 7(a, 8) invariant gegeniiber den Trans- 
formationen 
(9, 2) 2’=— und 2! =~ 

' 1+y2z 
ist, wobei y eine beliebige endliche Zahl bedeutet. 

Hieraus kann man leicht, auch auf algebraischem Wege, die folgenden 
Haupteigenschaften des chordalen Abstandes 7(a,f) ableiten, die geo- 
metrisch evidente Tatsachen ausdriicken : 

1. Es ist x(a, 8) =7(B, «). 

2. Es gilt stets die Ungleichheit 


(9,3) 0<z(e, 8) <1. 


Die untere Grenze Null wird hierbei nur dann erreicht, wenn «¢ = f 
ist, die obere Grenze Eins dann und nur dann, wenn a B + 1=0 oder 
wenn die eine der Zahlen (a, 8) gleich Null und die andere unendlich ist. 

3. Fiir jedes Tripel von Zahlen a, 8 und y, von denen keine zwei 
gleich sind, gilt stets die Relation 


(9, 4) 1(@,7)<z(a@,8)+2(8, 7). 


10. Konvergente Zahlenfolgen. Wir stellen folgende Definition auf: 
Eine Folge von (endlichen oder unendlichen) komplexen Zahlen 


(10,1) 6, Mg, My, «+ 


soll konvergent heiBen, wenn es eine (endliche oder unendliche) komplexe 
Zahl w gibt, fiir welche die Relation 


(10, 2) lim z(u,,w) = 0 


gilt. Die Zahl w heiBt der Grenzwert der Folge (10,1) und wir werden 
daher auch an Stelle von (10, 2) 
(10, 3) lim u, = w 
n=w 
schreiben. 

Diese Definition ist gleichwertig mit der iiblichen, wenn w eine end- 
liche Zahl ist. Die Tatsache, daB die Folge (10,1) nach der letzten 
Definition konvergiert, werden wir sehr oft ausdriicken, indem wir sagen, 
da8 lim wu, existiert. Wir werden auch von der nicht schwer zu beweisen- 

n=@ 


den Tatsache Gebrauch machen, da8 man aus jeder unendlichen Menge { u} 
von (endlichen oder unendlichen) komplexen Zahlen stets eine im obigen 
Sinne konvergente Teilfolge aussondern kann. 
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Von einer auf einer Punktmenge A definierten Funktion f(z) werden 
wir jetzt sagen, daB sie im Punkte z, (wobei auch z, =o sein kann) 
stetig ist, wenn fir alle Punktfolgen z,,z,,... aus A, die der Relation 
lim 1 (Zs Z%) = 0 geniigen, die Bedingung Jim 2 (f (z,), f(Z)) = 0 erfillt ist. 

Nach dieser Definition sind alle rationalen Funktionen einer komplexen 
Verinderlichen z auf allen Punkten der z-Ebene und auch im Punkte 
z= oo stetig. 

11. Stetige Konvergenz. Es sei A eine beliebige Punktmenge in der 
komplexen Ebene und z, sei ein Punkt von A, der auch im Unendlichen 
liegen kann. Wir fiihren folgende Definition ein: 

Eine Folge von komplexen Funktionen f,,(z), die alle auf A definiert 
sind, soll im Punkte z, stetig konvergent relativ zu A heiBen, wenn fiir jede 
gegen z, konvergierende Folge von Punkten z,,2z,,... aus A auch die Folge 
(11, 1) w,, = f,, (Z,) 
konvergent ist. 

Es gilt nun zunichst der 

Satz 1. Ist die Funktionenfolge f(z) in 2, relativ zu A stetig 
konvergent, so ist der Grenzwert im w,, der Folge (11,1) unabhdngig von 
der Wahl der z,; er hdngt nur von z, ab und kann durch das Symbol 
f(z) dargestellt werden. 

Waren in der Tat mit lim Z., = lim z,’ =z, die Bedingungen 

lim f,(2,)—=«, lim f,(2)=f, x (#, 8) >0 


gleichzeitig erfiillt, so wiirde fiir die Folge z,,z,,..., die durch die Glei- 
chungen 
Zek—1 = 2-1, Zan = 22% (k=1, 2,...) 

bestimmt wird, die Relation lim z,=—z, bestehen; dagegen wiirde entgegen 
der Voraussetzung lim i, (2,) nicht existieren. 

Ebenso leicht beweist man den 

Satz 2. Jede unendliche Teilfolge f,, (2) einer im Punkte z, relativ 
zu A stetig konvergenten Folge f(z) besttzt die gleiche Higenschajft und 
auch denselben Grenzwert f(z.) im Punkte z,. 

Ist namlich z, eine gegen z, konvergierende Folge von Zahlen, so 
kann man auf viele Weisen eine ebenfalls gegen z, konvergierende Folge z; 


konstruieren, die der Bedingung z, =z, geniigt. Nach Voraussetzung ist 
him f,, (%,) =f (2%) und dabei ist auch, wie wir beweisen wollten, 


(11,2) Him fy, (24) = F(40) (a Zo» Meg > M)- 








~~ @ ee &® 
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12. Es ist manchmal nétig, die Punktmenge A, die der Definition 
der stetigen Konvergenz zugrunde gelegt wurde, durch eine andere zu 
ersetzen; es gelten folgende fast selbstverstandliche zwei Sitze: 


Satz 3. Ist die Folge f,(z) im Punkte z, stetig konvergent relativ 
zu den Punktmengen A und B, die beide z, enthalten, so ist die Kon- 
vergenz der Folge ebenfalls stetig, relativ zu der Vereinigung (A+ B) 
dieser Punktmengen. 


Satz 4. Es set B eine Punkimenge der z-Ebene, die den Punkt z, 
enthalt; ferner gebe es eine Umgebung U., von z, derart, dap U,,B eine 
Teilmenge von A sei. Dann ist jede Folge f(z), die relativ zu A in z, 
stetig konvergiert und die auf B definiert ist, ebenfalls stetig konvergent 
relativ zu B. 

Ist insbesondere z, ein innerer Punkt von A, so ist f(z) stetig kon- 
vergent relativ zu jeder Punktmenge, die z, enthalt, und man braucht die 
Punktmenge, relativ zu welcher die Folge f(z) in z, stetig konvergiert, 
gar nicht zu erwahnen. 

13. Einer der gréBten Vorteile, den die Benutzung der stetigen Kon- 
vergenz mit sich bringt, besteht darin, daB der folgende wichtige Satz 
eine direkte Konsequenz der Definition dieses Begriffes ist und nicht aus- 
fiihrlich bewiesen zu werden braucht: 

Satz 5. Die Funktionsfolge w = f,,(z) set relativ zu A im Punkie z, 
stetig konvergent und habe dort den Grenzwert w,=f(2z,). Wenn z die 
Punkimenge A beschreibt, so liege fiir jedes n der Punkt w = f,,(z) inner- 
halb einer Punktmenge B der w-Ebene, die auch den Punkt w, enthalten 
moge. Die Funktionsfolge p,(w) sei stetig konvergent relativ zu B in w,. 
Dann ist die Funktionsfolge 


stetig konvergent in z, relativ zu A. 
Die Voraussetzungen dieses Satzes sind z. B. fiir jedes endliche oder 
unendliche w, erfiillt, wenn man 


a, w+ B,. 
MY w —_— 
Pn wy 
setzt, und die Nebenbedingungen 
lim @ «, hm, B, limy=y, lmd=6é, ad—py+0 
naa ” a=o " a=’ ™ n=ao " 


gleichzeitig erfiillt sind, wobei «, 8, y, 6 endliche Zahlen bedeuten. 
Ebenso sind die Voraussetzungen des letzten Satzes stets erfiillt, wenn 
P,, (w y (w) 
ist und m(w) in einer gewissen Umgebung von w, definiert und in diesem 
Punkte stetig ist. 
101, 34 


Mathematische Annalen. 
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14, Es gibt auch allgemeinere Sitze, die niitzlich sein kénnen. Sind 
z. B. die beiden Funktionsfolgen 


u = f,,(z), v=4g, (z) 
stetig konvergent relativ zu A im Punkte z, und besitzen sie in diesem 
Punkte die Grenzwerte 

Uy =f (29); %= 9 (2); 
so ist auch die Folge 

F, (2) = % (f, (2), 9a (2)) 


stetig konvergent in z, relativ zu A, wenn z. B. alle Funktionen 9, (w, v) 
in einer gewissen Umgebung des Punktes (u,,,) definiert sind und in 
diesem Punkte eine stetig konvergente Folge bilden. Sind insbesondere 
alle p, (u,v) gleich ein und derselben Funktion g(u,v), so ist unsere 
Bedingung erfillt, wenn g(u,v) im Punkte (u,, v,) stetig ist. 

Man setze z. B. y, (u,v) =u --v und bemerke, daB der einzige Punkt 
des Raumes der (u,v), der im Endlichen oder Unendlichen liegt und in 
dem (u-+v) unstetig ist, der Punkt «—oco, v= oo ist. Hieraus folgt, 
daB unter den obigen Voraussetzungen die Folge 


F,, (2) = f, (2) + 94 (2) 
stetig konvergent im Punkte z, ist, auBer vielleicht, wenn u, und »v, beide 


unendlich sind. 
Ganz ebenso sieht man, daB die Folge 


G,, (z) = f, (2)-9, (2) 
stetig konvergent in z, ist, auBer vielleicht, wenn von den beiden Zahlen 


u, und v, die eine Null und die andere unendlich ist und daB das gleiche 
von der Folge 


Kapitel IL. 
Grenzschwankung einer Folge. Normale Familien. 


15. Die Grenzschwankung einer Folge von Funktionen. Ist C eine 
beliebige Punktmenge, auf welcher eine komplexe Funktion f(z) definiert 
ist, so wollen wir die obere Grenze der Zahlen z(f(z’), f(z”)), fiir alle 
méglichen Wertepaare z’,z” aus C, die (chordale) Schwankung von f(z) 
puf C nennen. 

Nun betrachten wir eine ganz beliebige Folge von Funktionen /, (z), 
die alle auf einer Punktmenge A definiert sind, die ihrerseits den Punkt z, 
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enthalt. Wir bilden eine Folge von Umgebungen U“ von z,, deren chor- 
daler Durchmesser gegen Null konvergiert, und nehmen zur Vereinfachung 
der Uberlegung noch an, daB diese Umgebungen ineinander geschachtelt 


sind, d. h. daB die Relation 
(15. 1) Ut) @~y® 


gilt. Wir bezeichnen mit Sj," die chordale Schwankung von f,(z) auf der 


Punktmenge A-U“ und berechnen die Zahl 
(15, 2) o™ — lim 8,” 
r= 


Da nach (15,1) die Relation S¥*” < s\ gelten muB, hat man auch 
o“* <6: die o konvergieren daher gegen eine Grenzzahl, die, wie 
man leicht sieht, nur von z, und A, nicht aber von der Wahl der U“ 
abhingt. Wir schreiben daher 


(15, 3) o(z 


. k) 
») = lim o' 
k=@ 


und nennen die Zahl o(z,), die nicht negativ sein kann, die Grenzschwan- 
kung der Folge {f,(z)} im Punkte 2. 
Nach der Definition von o(z,) ist zunachst der folgende Satz evident: 
Satz 1. Bezeichnet man mit o(z,) die Grenzschwankung einer Folge 


von Funktionen f,,(z) im Punkte z, und mit o'(z,) dieselbe Zahl fiir eine 
Teilfolge fy, (2) so ist stets 


(15, 4) 0’ (2) S 4(2,). 


16. Die Hauptsitze unserer Theorie sind nun folgende: 

Satz 2. Ist in einem Punkte z, die Grenzschwankung o(z,) > 0, 
8o kann die Folge f(z) unmédglich in z, relativ zu A stetig konvergieren. 

Nach Voraussetzung gibt es namlich fiir jedes ganzzahlige k unendlich 


viele Funktionen unserer Folge, die in der Punktmenge AU“? eine Schwan- 


kung besitzen, die gréBer als o“):2 also auch gréfer als o(z,):2 ist. Man 
kann daher zwei Punktfolgen z{, z3,... und zy’, zs’,... und eine wachsende 
l> ©2> 2 
Folge von ganzen Zahlen n, < n, <... finden, fiir welche die Relationen 
li TF li _ f ’) f 2”) > 0 (Z,) 
Pe eee 29> oun 6, = 2%), x\ n, (2 ’ n, \ k)) ? 


gleichzeitig gelten. Von den beiden Zahlenfolgen 


, = fa, (2 ), w, = fn, z;’) 
ist entweder die eine nicht konvergent oder falls sie beide konvergieren, 
haben sie verschiedene Grenzwerte. Jede dieser Méglichkeiten widerspricht 
aber der Annahme, daB f,(z) in z, stetig konvergiert (§ 11, Satz 2). 

34* 
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Satz 3. Die Funktionsfolge {f,(z)} ist stetig konvergent relativ zu A 
im Punkte z,, wenn erstens o(z) = 0 ist und zweitens in jeder Umgebung 
von z, mindestens ein Punkt von A liegt,in dem {f,(z)} tberhaupt kon- 
vergiert. 

Es sei z,,Z,,.-. eine beliebige auf A liegende gegen z, konvergierende 
Folge von Punkten; wir setzen 


(16, 1) w,, = f,,(z,) 


und haben zu zeigen, daB die w, konvergieren. Es sei « eine beliebige 
positive Zahl und U“ eine Umgebung von z,, fiir welche die nach (15, 2) 
gebildete Zahl o der Bedingung 


> ~ 
(16, 2) oM< 


| % 


geniigt. In UA gibt es nach Voraussetzung einen Konvergenzpunkt ¢ 
der f(z); daher gibt es eine Zahl N,, so daB fiir n > N, und m>N, 
die Bedingung 


(16, 3) 1(f,(0)s fa(f)) < ; 
erfiillt ist. Ferner gibt es nach (15,2) und (16,2) eine Zahl N,, so dab 


fiir n> N, die Schwankung S;’ <= ist; endlich sei fiir n> N, der 
Punkt z, in UA enthalten. Dann hat man, wenn man mit W die 
gréBte der Zahlen N,, N,, N, bezeichnet, fiir n und m > N folgende gleich- 


zeitig geltende Relationen: 
» s eT 
4(f, (2n)> A,(0)) < =: % (fm (%m)> fm (S)) << Z> 
die in Verbindung mit (16,3) und (9,4) die Ungleichheit 
AW, Wy) SE 
liefern. Nach dem Cauchyschen Kriterium mu8 aber dann, wie wir es 
beweisen wollten, die Folge (16,1) konvergieren. Wir notieren jetzt den 
folgenden Satz, der eine direkte Folge der friitheren ist. 
Satz 4. Hs ist notwendig und hinreichend dafiir, daB die Funktionen- 


folge {f,,(z)} im Punkte z, relativ zu A stetig konvergiere, daf erstens 
o(z,)=0 set und zweitens da lim f,(z,) existiere. 
n=@ 


17. Der normale Kern einer Funktionsfolge. Wir stellen zunichst 
folgende Definitionen auf: 

Definition 1. Die Funktionsfolge {f.(z)} soll im Punkte z, nor- 
mal relativ zu A heiBen, wenn die Grenzschwankung o(z,) der Folge in 
diesem Punkte verschwindet. 
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Definition Il. Die Teilmenge S von A, in deren Punkten die Folge 
{f,,(%,)} normal ist, soll der normale Kern der Funktionsfolge genannt 
werden. 

Die Haupteigenschaft des normalen Kerns S, der natiirlich auch leer 
sein kann, ist nun folgende: 

Satz 5. Aus jeder beliebigen Funktionsfolge {f,(z)}, die auf A 
definiert ist und den normalen Kern S besitzt, ist es immer mdglich eine 
Teilfolge auszusondern, die in jedem Punkte von S (relativ zu A) stetig 
konvergtert. 

In der Tat kann man nach dem Diagonalverfahren von Cantor und 
Hilbert aus {f,,(z)} eine Teilfolge {f, (z)} aussondern, die auf einer auf S 
iiberall dicht liegenden, abzihlbaren Punktmenge konvergiert. Fiir diese 
Teilfolge sind aber die Voraussetzungen des Satzes 3 in jedem Punkte 
von § erfiillt. 

18. Wir bezeichnen mit B die Menge der Konvergenzpunkte der Folge 
{f,(z)} und wieder mit f(z) die Grenzfunktion der Folge, die natiirlich 
nur auf B definiert ist. Fiir diese Funktion f(z) gilt der folgende 

Satz 6. He sei z, ein Héufungspunkt von B, der auf S liegt. Dann 
gehért z, zu B und die Grenzfunktion f(z) ist stetig im Punkte z,. 

Der erste Teil des Satzes ist eine direkte Folge des Satzes 3 des § 16, 
aus dem sogar folgt, daB die Folge der f(z) in z, relativ zu A stetig kon- 
vergiert. Es sei z,,z,,... eine Folge von Punkten, die alle auf B (aber 
nicht notwendig auf S) liegen, und die gegen z, konvergieren. Es ist zu 
beweisen, daB 

18, 1 lim x (f(2,), f(%)) = 0 


k=@ 


ist. Nun kénnen wir nach Voraussetzung, weil die Punkte z, auf B liegen, 
zu jedem Punkte z, eine ganze Zahl n, zuordnen, fiir welche 


1 
(18, 2) X (fn, (Ze)> F(%)) < k 


ist, und dabei die n, so wahlen, daB n,,, > n, ist. 

Die Gleichung (18,1) folgt dann aus (18,2), verbunden mit der Tat- 
sache, daB wegen der stetigen Konvergenz unserer Folge in z, 
| lim 7 (fy, (24) f(20)) = 0 
ist. 

Dieser Satz 14Bt sich nicht umkehren; die Grenzfunktion kann auch 
in Punkten, die nicht zum normalen Kern § gehéren, stetig sein. So kon- 
vergiert z. B. die Folge 


f,(2) = 


n(nz+1) 
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in der ganzen Ebene gegen Null. Im Punkte z= 0 ist aber o(0)=1 
und daher, wie man iibrigens auch direkt sofort sehen kann, die Konver- 
genz nicht stetig. 

19. GleichmaBige Konvergenz. Wir wollen jetzt die Siatze ableiten, 
die eine Vergleichung unserer Entwicklungen mit den bisherigen Grund- 
lagen der dquivalenten Theorie erméglichen. Diese Satze sind schon im 
Wortlaute auBerordentlich kompliziert; es ist daher nach meiner Meinung 
sehr zu begriiBen, da8 man alle Eigenschaften der analytischen Funktionen, 
auf die es ankommt (vgl. z. B. den § 25), ohne Benutzung dieser Siatze 
ableiten kann. 


Satz 7. Zu jeder abgeschlossenen Teilmenge S, des normalen Kerns S 
einer Menge A und zu jeder Zahl « kann man, falls die Folge der f, (z) 
auf S, konvergiert, eine natiirliche Zahl N, eine positive Zahl 5 und eine 
Umgebung Us, von S, derart zuordnen, dap fiir je zwei Punkte z’ und 2” 
von A innerhalb Us,, die der Bedingung z(z’',z”) < 6 geniigen, und fiir 
je zwei ganze Zahlen n und m, die N iibertreffen, die Bedingung 


besteht. 


Wenn namlich dieser Satz nicht bestehen solle, so gibt es mindestens 
eine positive Zahl «,, so daB fiir jede Umgebung U von 8, fiir jede Zahl 6 
und fiir jede ganze Zahl N mindestens zwei Punkte z’ und z” und zwei 
Zahlen n und m gefunden werden kénnen, fiir welche gleichzeitig die Be- 
dingungen 
2'<UA, z"<UA, 4(2',2") <6, n>N, m>N, x(f,(2'),f.(2”")) > & 
erfiillt sind. 

Bezeichnet man also mit U, die Gesamtheit der Punkte der kom- 
plexen Ebene, deren chordale Entfernung von S, kleiner als 1:k ist, so 
kénnten auf A und innerhalb U, zwei Punkte zj und 2’, und gleichzeitig 
kénnten zwei ganze Zahlen n, und m, gefunden werden, so daB die folgen- 
den Bedingungen bestehen: 

(19,1) x (zg, 2’) < . n,>,,, m>m,_,, 2(f,, (2), f, 
A 


mk (zx )) me & 


(k=1, 2,...; n» =m, =1). 


Man kann sogar von den z und 2z;’ erzwingen, wenn man einige dieser 
Punktepaare streicht und die iibrigen umnumeriert, daB noch auBerdem 
ein Punkt z, existiert, fiir welchen die Bedingungen 


(19, 2) lim zi =z lim z;’ =z 
k=@ a - k=@ . 0 


erfiillt sind. Nun ist, weil S, abgeschlossen ist, z, ein Punkt von S,, in 
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welchem unsere Folge stetig konvergiert. Es miiBten daher auch die 
Gleichungen 
jim Ras (zz) — lim Fang (ze ) = f (2) 


erfiillt sein, die der letzten Ungleichheit (19,1) widersprechen. Hiermit ist 
der angekiindigte Satz bewiesen. 

Umgekehrt folgt leicht mit Hilfe des Cauchyschen Kriteriums, da, 
wenn die Bedingungen des Satzes 7 fiir eine Punktmenge S, erfiillt sind, 
die Folge f,,(z) auf S, stetig konvergiert. 

Dieser Satz kann daher auch als Eingangspforte zu unserer Theorie 
benutzt werden; sie ist aber nicht sehr bequem. 


20. Als unmittelbares Korollar des letzten Satzes folgt nun die gleich- 
maBige Konvergenz der Folge {f,(z)} auf jeder abgeschlossenen Teil- 
menge S, unseres normalen Kerns S, in welcher diese Folge konvergiert. 

Umgekehrt kann man sehr leicht beweisen, dab, wenn eine Folge von 
Funktionen f, (z) auf einer abgeschlossenen Punktmenge S, gleichmafig gegen 
eine stetige Funktion f(z) konvergiert, die Konvergenz in jedem Punkte 
von S, stetig relativ zu S, sein muB. 

Sind insbesondere die Funktionen f,(z) selbst stetig auf S,, so folgt 
die Stetigkeit der Grenzfunktion f(z) schon aus der GleichmaBigkeit der 
Konvergenz, und dies erklart, weshalb man die Theorie der normalen Fa- 
milien auf die Theorie der gleichmaBigen Konvergenz von stetigen Funk- 
tionen aufbauen konnte. 

Gleichzeitig sehen wir, daB die Methode, die in dieser Arbeit benutzt 
wurde, im wesentlichen zu denselben Begrifisbildungen fiihrt, wie die 
altere Theorie. 


21. Die normalen Familien. Wir betrachten eine beliebig gegebene, 
aber bestimmte Klasse {f(z)} von unendlich vielen Funktionen f(z), die 
alle auf einer Punktmenge A definiert sind, und bezeichnen mit U eine 
beliebige Umgebung eines Punktes z, von A. Die (chordalen) Schwan- 
kungen S, der Funktionen unserer Familie auf der Punktmenge UA 
bilden eine Zahlenmenge {S,}, deren oberer Limes mit 1+(U) bezeichnet 
sein midge. 

Die Zahl t(U) hat also folgende Eigenschaften: jede Zahl p > 1(U) 
wird nur durch endlich viele Zahlen aus der Menge {S,} iibertroffen, jede 
Zahl g<1(U) aber durch unendlich viele. 

Man halte nun z, fest und lasse U variieren und bezeichne mit 1(z,) 
die untere Grenze aller dieser t(U). Es wiirde iibrigens geniigen eine 
spezielle Wahl fiir diese Umgebungen zu treffen, z. B. eine Folge konzen- 
trischer Kreise zu nehmen, deren Durchschnitt aus dem einzelnen Punkt z, 
besteht. 
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Die Zahl r(z,), die wir die Grenzschwankung der Familie {f (z)} 
im Punkte z, nennen wollen, hat nun offenbar die Eigenschaft nicht kleiner 
zu sein als die Grenzschwankung o(z,) einer beliebigen Folge {f,(z)} aus 
Funktionen der Familie, in der keine dieser Funktionen unendlich oft 
vorkommt. 

Wir bezeichnen mit 7' die Gesamtheit der Punkte, in welchen 1(z,) = 0 
ist. Diese Punktmenge bildet den normalen Kern der Familie und besitzt 
die Eigenschaft, daB der normale Kern S jeder Folge, die mit Funktionen 
der Familie gebildet wird, und in der keine Funktion der Familie unend- 
lich oft vorkommt, die Punktmenge 7' als Teilmenge enthilt. 

Man kann daher aus jeder derartigen Folge immer Teilfolgen aus- 
wihlen, die in jedem Punkte von 7 stetig konvergieren. 

Fiir den Fall, daB alle Funktionen der Familie {f(z)} stetig auf T 
sind, kann man natiirlich die Beschrankung fallen lassen, daB keine Funk- 
tion in den Folgen, die man betrachtet und aus welchen man die stetig 
konvergenten Teilfolgen auswahit, unendlich oft vorkommen darf. 


22. Wir betrachten nun einen Punkt z,, der nicht zum normalen 
Kern der Familie gehért, in dem also 1t(z,) > 0 ist. Es sei U’, I 
eine Folge von Umgebungen von z,, die ineinandergeschachtelt sind und 


deren chordaler Durchmesser gegen Null konvergiert. Da es in der Familie 
: . . ° : ’ . > (k) 
unendlich viele Funktionen gibt, deren chordale Schwankung in UA 


groéBer ist als (1 kann man eine Folge von Funktionen finden, 


Zo 
die alle voneinander verschieden sind, derart, daB die k-te Funktion der 
; rik) : ’ . : “ 

Reihe in der Punktmenge U‘”’ A eine Schwankung besitzt, die gréBer ist 

] : a a : 
als (r(z,) — rz): Da die Punktmengen U"’ ineinandergeschachtelt sind, 
besitzt die k-te Funktion jeder beliebigen Teilfolge, die in ihrer natiirlichen 
Ordnung geschrieben ist, genau diese selbe Eigenschaft. Bilden wir dann 
. , ms . ¢ (k) . a > oe 
fiir eine solche Teilfolge die Zahlen o’, die wir im § 15 betrachtet haben, 


. : (k) . : . 
so finden wir stets o” > (1(z,) Die Grenzschwankung o(z,) einer 


l 
— )- 
solchen Teilfolge kann daher nicht kleiner sein als r(z,), und da sie nach 
dem vorigen Paragraphen auch nicht gréBer als r(z,) sein darf, haben 


“oO 
wir fiir alle diese Folgen o(z,) —1(z,) > 0. 


0 


Wir fassen unser Resultat folgendermaSen zusammen : 


Satz 8. Aus jeder Folge von Funktionen, die zu einer Familie 
{f(z)} gehéren und nicht eine und dieselbe Funktion unendlich oft ent- 
halien, kann man stets Teiljolgen auswiahlen, die in jedem Punkte des 
normalen Kerns T der Familie stetig konvergiert. Ist dagegen z, ein Punkt, 
der nicht zum normalen Kern gehdrt, so gibt es Folgen von Funktionen 
aus {f(z)}, die keine einzige in z, stetig konvergente Teilfolge enthalten. 
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Satz 9. Wenn man aus jeder Folge von Funktionen, die alle zu 
einer auf A definierten Familie {f(z)} gehdren, aber zu je zwei vonein- 
ander verschieden sind, stets eine Teilfolge aussondern kann, die in jedem 
Punkte einer Punktmenge B stetig relativ zu A konvergiert, so mup B 
im normalen Kern von {f(z)} enthalten sein. 


23. Die obigen Ausfiihrungen zeigen, daS der Anwendungsbereich der 
Theorie der normalen Familien weit iiber das Gebiet der Funktionentheorie 
hinausreicht. Man kann wohl sagen, dai diese Theorie die Wurzel aller 
Konvergenzbeweise bildet, die mit Hilfe des Diagonalverfahrens gefiihrt 
werden kénnen. Z. B. besteht die Ursache fiir das Gelingen des Existenz- 
beweises, den ich, am Ende meines Buches iiber reelle Funktionen, fiir 
die Lésungen von Differentialgleichungen gegeben habe, darin, daB die 
Approximationsfunktionen, die ich dort benutzt habe, eine normale Familie 
bilden 

Gleichwohl wollen wir von jetzt ab unsere Aufmerksamkeit ausschlieB- 


lich auf analytische, meromorphe Funktionen beschrinken. 


Kapitel III. 
Normale Familien meromorpher Funktionen. 


24. Beschrinkte Funktionen. Es sei z,+0co und im Kreise 
z—2z o sei die Funktion f(z) eine regulire analytische Funktion, 
fiir welche die Ungleichheit |f(z)|< M besteht. Man beweist aus dem 
Schwarzschen Lemma mit ganz elementaren Mitteln, dab, wenn die posi- 
tive Zahl # <1 ist, fiir jedes Zahlenpaar (z’,z”) im Inneren des Kreises 
z—z,|< o% die Relation 


24,1 f(z’) — f(z”)| 


besteht. 

Es sei nun G@ ein Gebiet der z-Ebene, das den Punkt z= oo nicht 
in seinem Inneren enthalt, und. man bezeichne mit {f(z)} eine Familie 
von Funktionen, die alle in G regular sind und die in jedem abgeschlossenen 
Kreis innerhalb G gleichmaBig beschrinkt sind. D.h. zu jedem Kreis 
z—2z,|<e innerhalb @ gibt es eine positive Zahl M, so daB in diesem 
Kreise fiir alle Funktionen der Familie die Ungleichheit | f(z)|< M er- 
fillt ist. Dann folgt aus der Relation (24,1), wenn man bemerkt, daf 
\z’ —2”| < 2o® ist, 

2mMé 


If (2’) —f(2") |<; <t 
t 


woraus man entnimmt, da8 die Grenzschwankung 1(z,) der Familie im 


Punkte z, verschwindet. Nach dem § 21 gilt also der 
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Satz 1. Hine Familie {f} von analytischen Funktionen, die alle im 
Inneren eines Gebietes G reguldr sind und auf jedem abgeschlossenen 
Kreis, der ganz innerhalb G liegt, gleichmafig beschrankt sind, ist 
normal in G. 

25. Wir betrachten eine Folge von Funktionen /,(z), f,(z),..., die 
za einer solchen normalen Familie gehéren, und nehmen an, daB sie im 
Inneren von @ gegen eine Funktion f,(z) konvergieren. Wir wollen nun 
mit unseren Mitteln den klassischen Satz beweisen, daB fy (2) eine ana- 
lytische Funktion ist, die in jedem Punkte z, von G regular ist. Hierzu 
geniigt es bekanntlich zu zeigen, daB f,{z) in z, differenzierbar ist. 

Wir betrachten in einem abgeschlossenen Kreise |z—z,|<o, der 
in G liegt, die Folge von regularen analytischen Funktionen ¢, (z), die 
durch die Formeln 


- (z)- (Z,) = 
(25. 1) PY, (2) = fn fn ° fiir 2 = Zp, 
_" —~ 
oa / , 
(25, 2) (29) = fa (2p) 


definiert sind. Diese Folge von Funktionen ist auf der Peripherie des be- 
trachteten Kreises und daher auch im Inneren gleichmaBig beschrankt; 
nach dem Satze 1 des letzten Paragraphen ist diese Folge normal. Da sie 
nun augenscheinlich fiir alle Punkte z des Kreises, die von z, verschieden 
sind, konvergiert, konvergiert sie auch in diesem Punkte nach dem Satze 3 
des § 16. Bezeichnet man die Grenzfunktion mit g(z), so folgen aus 
(25,1) und (25, 2) die Formeln 

oa fo (2) — fo(%) 

Z—%% 


. J 
P (Z,) = lim fn (2) - 


Pp (z) fir z+ 2z,, 


Nach dem Satze 6 des § 18 ist nun y(z) stetig im Punkte z,, und man 
entnimmt daher aus den letzten Gleichungen, daB die Grenzfunktion f, (z) 
im Punkte z, eine Ableitung f)(z,) = (z,) besitzt und daB diese Ab- 
leitung als Grenze der Folge der f,(z) berechnet werden kann. 

Man bemerke ferner, da nach (24,1) die Ableitungen f’(z) der Funk- 
tionen der normalen Familie {f}, ebenso wie die Funktion f(z) selbst, in 
jedem in G@ liegenden abgeschlossenen Kreis gleichmaBig beschrankt sind. 
Die Familie {f’} dieser f’(z) ist also normal, und da sie denselben Voraus- 
setzungen wie {f} geniigt, schlieBt man ebenso, daB die Familie {f”} der 
zweiten Ableitungen der f(z) ebenfalls normal ist. Unsere Resultate fiihren 
zu dem folgenden 


Satz 2. Die Familien {f} der n-ten Ableitungen der Funktionen, 
die wir im vorigen Satz betrachteten, geniigen denselben Bedingungen wie 
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{f} und sind alle normal in G. Mit jeder in G konvergierenden Folge 
f, (2), fg(2), -.. aus {f} konvergieren auch die Folgen f,"(z), fs" (z), ..., 
die man durch sukzessive Differentiationen erhdlt, stetig in G. Die Grenz- 


funktion f,(z) = lim f,(z) tst analytisch in G und man erhdlt ihre ver- 
schiedenen Ableitungen mit Hilfe der Gleichungen f.” (z) = jim fe” (2). 


26. Meromorphe Funktionen. Es sei jetzt {f} eine ganz beliebige 
Familie von Funktionen, die alle in einem Gebiete G meromorph sind. 
Es sei z, ein innerer Punkt von G und 1(z,) sei die Grenzschwankung 
der Familie {f} im Punkte z,. Ist r(z,)<1 und @ eine Zahl zwischen 
t(z,) und Eins, so gibt es eine Umgebung U,, von z,, in der nur endlich 
viele Funktionen aus {f} eine chordale Schwankung besitzen, die nicht 
kleiner als « ist. Wir wollen beweisen, daB die Familie {f} im ganzen 
Gebiete U,, normal ist*). 

Hierzu geniigt es zu zeigen, daS man aus jeder Folge f,(z), f,(z), ... 
aus {f} eine Teilfolge f,,(z), fa,(z), ... aussondern kann, die stetig in U,, 
konvergiert (§ 22, Satz 9). Aus der beliebig vorgeschriebenen Folge der 
f,(z) wahlen wir eine erste Teilfolge f,,(z), f,;(z), ... aus, die im Punkte z, 
gegen eine Zahl w konvergiert. Aus dieser kénnen wir eine zweite Teil- 
folge f,"(2), fy (2), -.. auswahlen, so daB wenn # irgendeine Zahl zwischen 
« und Eins bedeutet, fiir alle Funktionen f(z) erstens die Schwankung 
in U,, kleiner als a@ sei und zweitens die Zahl 1 (fnr(%q), @) < (B — @) sei. 
Diese letzte Folge ist normal: in der Tat sind, falls w = oo ist, die Funk- 
tionen 1: f,-(z), und wenn @ endlich ist, die Funktionen 


fu(z)-—@ 
nm oe 
l+of_.(z) 
Me 
gieichmaBig beschrinkt in U,, (cf. § 9). Man kann also, wie wir zeigen 
wollten, aus der Folge der fax (2) eine dritte Teilfolge f,,(z), fn,(z), ... aus- 
sondern, die in U,, stetig konvergiert. 
Wir schlieBen hieraus den 
Satz 3. Die Grenzschwankung t(z) einer beliebigen Familie {f} von 
Funktionen, die im Inneren eines Gebietes G meromorph sind, ist in jedem 
inneren Punkte von G entweder gleich Hins oder gleich Null, und die 
Punkte von G, in denen t(z)=0 ist, bilden, falls sie vorhanden sind, 
eine offene Punktmenge. 
27. Sind die Funktionen der Familie {f} auch auf dem Rande y 
von @ irgendwie definiert, so kann man durch eine ahnliche Schlubweise, 
wie die des letzten Paragraphen, zeigen, daB zu jedem Punkt ¢ von y, in 


11) Siehe Ostrowski, a. a. O. S. 233. 
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welchem die Grenzschwankung t (¢) < 1 ist, eine Umgebung U, gefunden werden 
kann, so daB die Familie {f} auf der offenen Punktmenge G-U,. normal ist. 

Bezeichnet man also mit 7’ den normalen Kern von {f}, so ist nicht 
nur, wie im letzten Satze ausgesprochen wurde, die Punktmenge G7’, falls 
sie existiert, offen, sondern diese Punktmenge ist nie leer, sobald 7’ einen 
einzigen Punkt auf dem Rande y von @ besitzt. AuBerdem pefinden sich 
alle Punkte von (7 — GT’) gleichzeitig auf y und auf der Begrenzung von G T. 

Andererseits sehen wir, daB die abgeschlossene Hiille von (G — GT), 
falls sie nicht leer ist, aus lauter Punkten bestehen mu8, in denen die 
Schwankung 1(¢)=1 ist. Die Begrenzung y von G@ wird also im all- 
gemeinsten Falle in drei Punktmengen zerlegt: auf dem Durchschnitt von > 
mit der abgeschlossenen Hiille von (G — GT’) ist t=1, ayf dem Durch- 
schnitt von 7’ mit y ist t= 0 und in den iibrigen Punkten von y kann rt 
irgendeinen Wert zwischen Null (exklusive) und Eins (inklusive) annehmen. 

28. Wir nehmen jetzt an, daB die Familie {f} in allen inneren 
Punkten von G@ normal ist. Es sei f, (z), f(z), ... eine Folge von Funk- 
tionen aus {f}, die in G konvergiert. Zu jedem Punkte z, des Inneren 
von G@ gibt es nach dem § 26 eine Umgebung U,,, in welcher die Funk- 
tionen f, (z) fiir hinreichend groBe n mit Benutzung einer festen Mébius- 
schen Transformation in gleichmaBig beschrankte Funktionen transformiert 
werden. Mit Hilfe des Satzes 2 des § 25 sehen wir, daB die Grenzfunk- 
tion der Folge der f(z) notwendig auch meromorph in G@ oder gleich der 
unendlichen Konstanten ist. 

Satz 4. Jede Grenzfunktion einer konvergenten Folge von Funktionen, 
die alle zu einer normalen Familie von meromorphen Funktionen gehéren, 
ist in den inneren Punkten thres Definitionsbereiches ebenfalis meromorph 
oder gleich der Konstanten Unendlich. 

Aus diesem Grunde wollen wir von einer in einem Gebiete stetig kon- 
vergenten Folge von meromorphen Funktionen sagen, da sie in diesem 
Gebiete reguldr konvergiert. 

29. Es gibt einen klassischen Satz von Osgood **), nach welchem eine 
in einem Gebiete G gegen eine endliche Funktion konvergierende Folge von 
regularen analytischen Funktionen in gewissen Teilgebieten von G regular 
konvergieren muB. 

Da man diesen Satz sehr leicht auf meromorphe Funktionen iiber- 
tragen kann**), die in jedem Punkte von @ gegen eine endliche Zahl oder 





12) W. F. Osgood, Note on the functions defined by infinite series whose terms 
are analytic functions, Annals of Mathematics.(2) 8 (1901), p. 25—34. 

*8) C. Carathéodory, Remark on the theorem of Osgood concerning convergent 
series of analytic functions, Bullet. of the Amer. Math. Soc. 1928, p. 721—725. Die 
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gegen Unendlich konvergieren, so mu8 auch folgender Satz bestehen, den 
man aus dem Vergleich des verallgemeinerten Osgoodschen Satzes mit den 
Ergebnissen dieser Arbeit gewinnt: 

Satz 5. Hine Folge von Funktionen f,,(z), die alle in einem Ge- 
biete G meromorph sind, kann nur dann in allen Punkten von G gegen 
eine endliche Zahl oder gegen Unendlich konvergieren, wenn der normale 
Kern S der- Folge der f,,(z) tiberall dicht auf G liegt. 

Mit Hilfe dieses Satzes ist es sehr leicht, Folgen von Funktionen zu 
finden, die in der ganzen Ebene regular oder meromorph sind und die keine 
einzige Teilfolge enthalten, deren Konvergenzpunkte eine Punktmenge mit 
inneren Punkten bilden. Man setze z. B. 


f(z) = (2; 9,,9,) oder ,(z)—p(nz; gy,9g5)- 
Die Grenzschwankung jeder dieser Folgen ist namlich, weil die Perioden- 


parallelogramme der f(z) und g,(z) gegen Null konvergieren, in jedem 
Punkte der Ebene gleich Eins. 


Banff (Kanada), 28. August 1928. 





dort bewiesene Verallgemeinerung des Osgoodschen Satzes ist, wie Herr T. Radé mir 
vor kurzem mitteilte, viel trivialer als ich urspriinglich angenommen hatte. Man braucht 
nimlich nur, unter der Annahme, da8 die meromorphen Funktionen /,(z) in einem 
Gebiete G konvergieren, die Existenz eines Teilgebietes H von G@ nachzuweisen, in 
welchem fiir hinreichend groBe n entweder die Folge der f,(z) selbst oder die Folge 
der 1:f,(z) gleichmaBig beschrinkt ist. Wiirde dies aber nicht zutreffen, so mu8 es 
ineinandergeschachtelte, abgeschlossene Teilgebiete H, von G sowie zwei Folgen von 
ganzen Zahlen nj und nj’ geben, so daB in Hi, die Bedingungen 


1 


yf z) Sk und fag (z < : 


Ing 


gleichzeitig bestehen. Im gemeinsamen Durchschnitt aller H; wiirde die Folge der 
; entgegen der Voraussetzung nicht konvergieren 


(Eingegangen am 28. 8. 1928 











Zur Theorie der algebraischen Potentialfunktionen des 
dreidimensionalen Raumes. II. 


Von 
Stefan Bergmann in Berlin. 


In dem vorliegenden zweiten Abschnitt werden die in der gleich- 
namigen Arbeit’) begonnenen Untersuchungen iiber eine Klasse von Po- 
tentialfunktionen fortgesetzt. Jede Funktion F(z, y,z) dieser Klasse wird 
dadurch charakterisiert, daB sie in der Umgebung einer gewissen Stelle 
x,y,z sich in der Form 


2aN 
(1*) P(x, y,2)—= 3, [ f(u, et) at 
0 
( 1 [ ty—z,-1, tyt+z,\ ,18¢ 
(1**) st; J f[(e+ ek a oe oC). o\ = 
a 


[w= a2-+tycost+izsint, [=e] 
darstellen laBt, wobei die Zugeordnete f(u, e*‘) eine algebraisch-logarith- 
mische Funktion in u und e** ist, N eine ganze Zahl bedeutet. a ist 
dementsprechend eine offene oder geschlossene Kurve in der Riemannschen 
Flaiche der Funktion f (betrachtet als Funktion von ¢). 
Wie in II, 1 gezeigt wurde, laBt sich jede algebraische Potentialfunktion 
F(x,y,z) durch die Formel (1*) darstellen, wobei die allgemeinste Form 


1 
fiir f(u, e**) der Ausdruck fa(u, e® 
0 


, T)dT ist, worin a in u,e“ und 7 
algebraisch ist. Um eine wichtige Klasse von algebraischen und ihnen ver- 
wandten raumlichen Potentialfunktionen zu untersuchen, geniigt es somit, 


*) Math. Annalen 99 (1928), S.629—659. Es wird ferner die Kenntnis der ersten 
drei Kapitel der Arbeit: ,Zur Theorie der ein- und mehrwertigen harmonischen 
Funktionen des dreidimensionalen Raumes“,° Math. Zeitschr. 24 (1926), S. 641—669, 
vorausgesetzt. Wir werden im folgenden die beiden Arbeiten als II,1 bzw. I zitieren. 
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die Potentialfunktionen mit einer algebraisch-logarithmischen Zugeordneten 
f(u,e'*) zu studieren. Dies ist die Aufgabe der Arbeit. Der Vorteil dieser 
junktionentheoretischen Fassung der raumlichen Potentialtheorie besteht im 
folgenden : 

Einerseits sind unsere Potentialfunktionen F(z, y,z) Integrale einer 
Funktion f der komplexen Verénderlichen ¢. Wir kénnen somit die meisten 
Saitze der Funktionentheorie auf unsere Potentialfunktionen zur Anwendung 
bringen (wobei man natiirlich den Umstand, da8 man die Integrale bei 
variierendem 2, y,z betrachtet, beriicksichtigen mu8). Andererseits lassen 
sich die erhaltenen Funktionen F(z,y,z) auch potentialtheoretisch 
einfach charakterisieren. Sie sind in den einfachsten Fallen in z, y,z 
algebraische, in allgemeinen transzendente Potentialfunktionen, die simultan 
noch drei gewdhnliche, lineare Differentialgleichungen mit algebraischen 
Koeffizienten in 2, y, z befriedigen. 

In II,1 wurden die Potentialfunktionen mit rationalen Zugeordneten f 
betrachtet; in dem vorliegenden Abschnitt werden diejenigen mit algebra- 
ischem f bei einer geschlossenen Integrationskurve a (eventuell in der mehr- 
blattrigen Riemannschen {-Flache) untersucht. Diese Funktionen weisen 
grundsatzlich verschiedenes Verhalten auf, je nachdem a Null homolog 
ist oder nicht (bei festen x, y, z). 

Im ersten Falle gelangt man zu algebraischen Potentialfunktionen, die 
in §4 studiert werden. Diese zeigen im wesentlichen ein ahnliches Ver- 
halten wie die Potentialfunktionen mit rationalen Zugeordneten. Die in 
§2 ernaltenen Ergebnisse lassen sich hier im allgemeinen ohne Schwierig- 
keiten wiederholen. Ein wesentlicher Unterschied tritt erst bei der Unter- 
suchung des Verhaltens des Integrals des vollstandigen Differentials zutage. 
In §3 wurde fiir die Potentialfunktion F(z, y,z) mit rationalen Zu- 
geordneten der folgende Satz bewiesen: Sei 


(2) F(z, y,2)dx+ iF; (2, y,z)dy+ iFi** (2x, y, 2) dz 


ein vollstindiges Differential. Es S; 


bedenten dabei die F, (baw. F,* m ZN 


und roa verschiedene Zweige YA S, 


einer algebraischen Potentialfunk- 
tion F(a, y,z) [bzw. von F* (zx, y, z) —>y 

und von F**(z,y,z)1. F*(z,y,2) & 
und F**(x,y,z) sind eine Art von 
zu F(z, y,2) konjugierten Funk- 
tionen. Sei © eine geschlossene 
rektifizierbare Kurve des 2, y,z-Raumes, die ganz in dem Regularitats- 
bereiche von F(z, y,z) bzw. F*(z,y,z) und F**(x,y,z) verlauft. 


QS 





Fig. 1. 
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Zerteilt man © in einer bestimmten, in § 3 naher auseinandergesetzten 
Weise in Kurvenstiicke ©,, S,,...,S,, so ist 


¥ 


Sf [Fe(, y,z)da+iFy (x, y,2)dy+iFf* (x, y,z)dz]=0, 


-¢ 


< 
" 


(3) 


My 


‘| 
~ 


q 


y 


sobald © sich auf einen Punkt zusammenziehen lat, ohne gewisse Regel- 
flichen C,, C,,..., C,, zu schneiden. Diese Regelflachen hingen in gewissem 
Sinne nur von den Singularitéten von F(z, y,z) ab. Bei der Verallgemei- 
nerung der Beziehung (3) fiir die Potentialfunktionen F(z, y, z) mit algebra- 
ischen Zugeordneten treten folgende Unterschiede ein: 


I, Als F, (bzw. F;* und F;*) treten nicht nur Zweige derselben 
algebraischen Funktion F (2, y, z) auf, sondern auch gewisse Transzendenten, 
auf die man gefiihrt wird, falls a in (1**) offen oder geschlossen, aber 
Null nicht homolog ist. Die Gesamtheit der F, (bzw. F; und me) hat 
die Eigenschaft, daB sie eine gemeinsame Zugeordnete f(u,e') besitzen 
— wir wollen solche Funktionen als zu einer Kategorie gehérend be- 
zeichnen. In § 5 und §6 werden wir zeigen, da8 fiir Funktionen derselben 
Kategorie gewisse einfache Beziehungen bestehen, die an die Stelle der 
Eigenschaft, Zweige einer Funktion (bei Funktionen mit rationalen Zu- 
geordneten) zu sein, treten. 


II. Die verallgemeinerte Forme! (3) lautet: 


DS (Fo(x.y, 2 dx -- iF; x, y,z)dy-4 iFS* (2x, y, z) dz] 
2¢ 


q 
k=m v=2P 


x Sc f oa, (tat, 

k=1 v=1 r/(3e—1 
wo c{* ganze Zahlen sind, P das Geschlecht, w,(t) die Periodizitits- 
moduln von f, betrachtet als Funktion von u, bedeuten. Die GrédBen rt’ 
hingen von den DurchstoBpunkten s™ der Kurve © mit gewissen ge- 
schlossenen Regelflachen V,, V,,..., V,, die durch Bewegung je einer erzeu- 
genden Geraden 7' (¢t) [von t=0 bist = 22] entstehen, ab. Der Punkt s‘ 
befindet sich auf der Erzeugenden J (r’“’). 1’ sind dabei der Gréf8e 
nach geordnet, derart, daB 0 <1’) <1’) < .., < 7’(2h) < 2m ist, 


§ 5 wird denjenigen transzendenten Potentialfunktionen*) gewidmet, die 


aus (1**) bei geschlossener, Null nicht homologer Integrationskurve a ent- 


springen. Die Zugeordnete f hat jetzt die Form 
4 it ‘ $ 
f z+ : 4 1 -C),¢1 . 

: y? J P, (8, g) 


tPL(c 


*) Diese Potentialfunktionen werden in folgendem als Periodenfunktionen be- 
zeichnet 
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wobei zwischen s und ¢ die Gleichung P(s,¢)—0 besteht. P, P,, P, sind 
Polynome in s und ¢, deren Koeffizienten rational von 2, y, z abhangen. 
Man konstruiere zu s die (bewegliche, von z, y, z abhangige) Riemannsche 
Fliche (vom Geschlechte 9) und bezeichne mit 
@,(2,Y,2), @ap(Z,Y,2), nsiihert “,Y,2), nap(¢*,8*; 2,Y,2), 
Q2,(o*, a*; 0%, a**;2,y,2), 2,(o%, 8%, 0%, o*; x, y, 2) 
(a, 8 =1,2,...,¢@) 
die Perioden der Integrale erster, zweiter und dritter Gattung. Ist die 


Kurve a einer der Fundamentalkurven der Fliche homolog, so wird das 
Integrationsergebnis : 


ap(% Ys a) +3 FCr(2, Y, 2) Nag (Ce, 8"; 2, y, 2) 
+ 2G, (x, y, 2) Qg (Cr, a, CF*, af*; x, y, 2) 


(7) (#9 2). 


thas 


— sein; Ca, C,., 0, sind dabei algebraische Funktionen von z, y, 2; 
C*, 3°, C**, 3** bedeuten die Unendlichkeitspunkte von (5). Da jede 
geschlossene Kurve auf der Riemannschen Flache einer linearen Kom- 
bination der 209 Fundamentalkurven homolog ist, so laBt sich F(z, y, z) 
als eine Summe von 29 Ausdriicken der Form (7) darstellen. Zu einer 
Darstellung von »,, und 2, durch w,, gelangt man unter Benutzung 
gewisser verallgemeinerten Thetareihen. Bezeichnet man mit 


v(¢,8; 2, y,2)= f doit, 8; x,y, 2) 
0 


die Riemannschen Normalintegrale erster Gattung, mit @J,(z, y,z) deren 
Periodenschema an den Riickkehrschnitten der Flache, so gelangt man in 

a=@ a=0o . a=o 
. p P 4 » gM, Met? } b,™, 
(8) O[(b,.);2,y,2]= 5... Ser f=! = 

™, Mo 

zu gewissen verallgemeinerten Thetareihen. Die Perioden der Riemannschen 
Normalintegrale zweiter und dritter Gattung, naimlich 73(¢*, 8*; 2, y, 2) 
und Q; (¢*, a*, ¢**, s**; 2, y,z) lassen sich durch die Normalintegrale 
erster Gattung und die verallgemeinerten Thetareihen in der Form 


1 (o%, 8°; 2, y, 2) = 04(C%, 8°; &, y, 2)5 





(9) 22(¢*, e*, C#*, **. x,y, z) 
pa 1 1 I ((v, (c*, e*; © Y,%) OG, g(%¥,2))i 2,Y,2z) 
ei) 8 5, (C**, 8*; z,y,2)—O@/ 9(2,y,2))s 2y, 2) 


ausdriicken. 
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Eine weitere wichtige Eigenschaft unserer Transzendenten ergibt sich 
durch Uberlegungen im Anschlusse an die Untersuchungen von L. Fuchs 
iiber die Periodizititsmoduln der Abelschen Integrale. Es 148t sich naimlich 
damit zeigen, daB die Periodenfunktionen simultan auBer der Potential- 
gleichung 
(10) oF oF ae 


da® © oy* * G2? 


0 


noch drei weitere gewdhnliche lineare Differentialgleichungen 


n=h 

(10*) > By, (2, y,2) oF =B,(z, y,2); 
mene | dz 
= d*F 

(10**) >" B, (x, y, 2) — = B, (z, y, 2), 

; — dy” 

v d*F 

(10***) > By, (2, y, 2) —, = By(2, y, 2) 
x=0 z 


befriedigen, wobei B, (x,y,z) und B, (x,y,z) algebraische Funktionen 
in x,y,2 sind. 

h hangt in einer einfachen Weise mit dem Geschlecht und der Anzahl 
der Unendlichkeitsstellen des Integranden (5) zusammen. 

Gehdren die Periodenfunktionen F,(x,y,z) und F,(x,y,z) zu der- 
selben Kategorie, so lassen sich zu F, und F, die Systeme der Differential- 
gleichungen (10* bis 10**) derart angeben, daB die B, (x,y,z) in beiden 
Gleichungssystemen tibereinstimmen und nur die freien Glieder B, (x, y, z) 
in beiden Fallen verschieden sind. 

Ein ahnliches Ergebnis erhalt man ebenfalls bei den Potentialfunktionen 
mit algebraischen Zugeordneten und offener Integrationskurve a. Durch 
diese Resultate gewinnt der am Ende des § 4 ausgesprochene Satz seinen 
wahren Sinn und 1a8t sich unabhangig von der Darstellung (1*) und (1**) 
formulieren. 

SchlieBlich geben uns die oben geschilderten Uberlegungen einen Auf- 
schluB iiber das Verhalten der Periodenfunktionen in z, y, z-Raiume und 
iiber die Lage der Singularitaéten: Die Periodenfunktionen sind nur auf 
algebraischen Kurven singuldr. (Unter Umstinden arten diese Kurven 
zu einem Punkt aus.) In der Umgebung der singularen Stellen lassen sich 
die Periodenfunktionen in der Form 


(11) [ky — BJS Ryle, ys 2, (ky — hy) [Im (h, — Be," 


m=1 
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&,,[z, y, 2, (k, —k,,)] eine Laurentreihe in [k,—k,] ist, deren Koeffi- 
zienten algebraisch von z, y,z abhangen. 


darstellen, wobei [k, — k,,] und r algebraische Funktionen von:z, y, z sind 


Mit einem Beispiel, das auf die Perioden der elliptischen Integrale 
fiihrt, wird § 5 geschlossen. 

Die Methoden und Ergebnisse des § 5 lassen sich ohne wesentliche 
Anderungen auf die Potentialfunktionen mit algebraischen Zugeordneten 
und offener Integrationskurve iibertragen. 


§ 4. 
Algebraische Potentialfunktionen mit algebraischen Zugeordneten. 


In diesem und in dem nichsten Paragraph untersuchen wir diejenigen 
Potentialfunktionen, die eine algebraische Zugeordnete besitzen und bei 
denen der Integrationsweg a [in der Formel (19) des § 1] eine geschlossene 
Kurve ist. 


Ist a geschlossen und f eine algebraische Funktion in ~ und e*, so 
sind zwei Fille méglich: 


1. a ist (fiir den betreffenden 2, y,z-Wert, bei dem man die Inte- 
gration vornimmt) in der Riemannschen ¢-Flaiche Null homolog; 


2. es ist nicht der Fall. 


Im ersten Falle gelangen wir zu algebraischen, im zweiten zu transzen- 
denten Potentialfunktionen. 


Wihrend bei rationalen Zugeordneten die mit Hilfe derselben Zu- 
geordneten erzeugten Potentialfunktionen F,, F,,..., 7, im allgemeinen 
Zweige einer Funktion waren (vgl. II,1 § 2, S. 645), ist es bei den alge- 
braischen Zugeordneten dem im Vorwort Gesagten entsprechend nicht mehr 
der Fall. Wir werden in Zukunft allgemein die Potentialfunktionen 
F,, Fy,..-, F,, die mit Hilfe derselben Zugeordneten erzeugt sind, als der 
gleichen Kategorie angehérend bezeichnen. In dem nichsten Paragraphen 
werden wir zeigen, daB im Falle einer algebraischen Zugeordneten zwischen 
den Funktionen der gleichen Kategorie gewisse einfache Beziehungen 
bestehen. 


Es sei s eine GréBe, die einer algebraischen Gleichung 
(1) p(s; u, e*)=0, 


deren Koeffizienten Polynome in u und e* sind, geniigt. Wir setzen wie 
friiher 


(2) t = et 





























(8) 
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und betrachten rationale Funktionen von der Form 


P, (8, &, e*') 
(3) Pe (%, e*') 


wobei p, und p, Polynome von s, u, e* sind. Da 
wee tsd(C+0-%)+5(6-¢7"*) 
ist, l4Bt sich der Ausdruck (3) als Quotient zweier Polynome 


PO) 
schreiben, deren Koeffizienten rational von x, y, z abhingen. 
Im ersten Falle reduziert sich das Integral 


(4) P, (8, ¢) 


oie 1 [{ P,(s,¢) dt 
(5) QJ Pye) ¢ 
a 








auf die Summe der Residuen seiner Integranden, erstreckt iiber alle inner- 
halb der Kurve a gelegenen Pole. 
P,(¢) laBt sich in der Form 


q=2(n+m) ‘ 
(¢—¢,) 


@=1 


(6) Pi(o) =, 


darstellen, wobei ¢, eine rationale, ¢ . 
braische Funktionen in z, y, z sind. 
P, (8, ¢) 
P, (¢) 
verschieden, je nachdem ¢ a ein einfacher oder mehrfacher Nullpunkt von (6) 
ist. Im ersten Falle ist das Residuum gleich 


(q=1,2,...,(2n+2m)] alge- 





Die Entwicklung von in der Umgebung der Stelle ¢ = ¢, ist 


P, [8(Ce), So] 
7) ~ OPAC) 
at, 
Ist ¢, dagegen eine f,-fache Wurzel, so wird das Residuum an der Stelle 
f=¢ A gleich 


p@ (te) 0 0 P,[8 (Cg), Se] 

aP@ (¢,) 1 @ a[P. [8 (fe) fell 

oP™ (Ce) . 0 a ~@/? >@i) 
at, (1)? (Ce) ate 

a* pe) 2\ aP@(¢,) 2) ne a* EP, [8 (ce), ell 

—— (1) ae, (2) Ps) at? 


_ a%e—” IP, [8 (Se), all 
ache 





ae DPW) (By=1) PPE) (By —1) 9 POE) 
ace 1 aghe-* 3 /° agh-* 





1.1121... (B,—1)1[P@ (¢,)]?e 
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wobei P(Z.) die in §2 (8S. 648) angegebene Bedeutung besitzen. Die 
Formeln (7) und (8) lassen sich genau wie die analogen in § 2 ableiten. 

Alle weiteren bei den Potentialfunktionen mit rationalen Zugeordneten 
in §2 durchgefiihrten Schliisse lassen sich hier im wesentlichen wieder- 
holen. 

Auch die Betrachtungen des § 3 iiber das vollstindige Differential 
lassen sich auf die Funktionen mit algebraischen Zugeordneten verallge- 
meinern *). 

Bei den folgenden Betrachtungen machen wir die Voraussetzung, daB 
im Innern der Kurve © (vgl. § 3, 8. 656) sich keine Singularitatenflichen 
C,, C,,..., C,, befinden. Es reduziert sich dann die Formel (15) des § 3 zu 


S J (Fda +iPf dy + iF" dz)=0 
@ Se 

=6,=6. 

q 


Es sollen jetzt (dem § 3 analog) 


2x 22 2x 
(9) F,= 3, [r(u)at, Fi = | rlu)eostat, Fi = 3. { r(u)sintat 
iT) 0 0 


Potentialfunktionen mit der algebraischen Zugeordneten f(u)[bzw. f(w) cost, 
f(u)sint] bedeuten. In § 2 waren F, (bzw. F* und F**) (q=1, 2,...) 
Zweige einer algebraischen Funktion. Im Gegensatz dazu sind unsere 
F, (bzw. F* und F**) algebraische Potentialfunktionen nur dann, wenn e 
fiir den betreffenden Integrationswert 2, y,z eine geschlossene Null homo- 
loge Kurve ist. e¢ kann aber fiir andere x, y, z-Werte eine offene oder 
geschlossene, aber Null nicht homologe Kurve sein. An diesen Stellen 
x,y,z wird die Integration (9) transzendente Potentialfunktionen ergeben. 
Wie schon bemerkt wurde, werden wir im niachsten Paragraphen zeigen, 
da8 zwischen den F, (bzw. F* und F**) gewisse einfache Beziehungen 
bestehen *). 

Wir fiihren fiir die Kurve © bzw. 8(t) die iibliche Parameter- 
darstellung G(s) bzw. 3(t;8) [0S s2a; S(0)—G6(22); 3(t; 0) 
= 8(t;22)] ein, wobei dem Punkt G(s) der Punkt 3(#; 8) entspricht. 
Die DurchstoBpunkte der Kurve G(s) mit den Zuordnungstrenn- 
flichen A, [vgl. Fig. 2 des ersten Teiles 8. 634] bezeichnen wir 
der Reihe nach mit ©6(s,), S(s,),...,S(8,). In jedem von ©(s,) 


*) Wir wollen an dieser Stelle den angekiindigten Beweis dafiir, daB man im 
Ausdruck (9) des § 8 die Integrationsreihenfolge vertauschen darf, einschalten. 

*) Der anfangs des Paragraphen eingefiihrten Bezeichnungsweise gem&8 gehéren 
alle F, (bzw. F* und F *) gu einer Kategorie. 
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[p =1, 2,..., 1] verschiedenen Punkte der Kurve G(s) wird aie? | 
im ganzen abgeschlossenen Intervalle von t= 0 bis t = 22 gleichmiBig 
beschrinkt. Ferner seien #,,t,,...,¢, diejenigen t-Werte, fiir die in den 
Punkten G(s,) [p=1,2,...,2] der Ausdruck p,(u,e*) verschwindet. 
Wir bezeichnen mit « eine kleine positive, reelle, zunichst feste Zahl; um 
jeden Punkt G(s,) grenzen wir ein kleines Kurvenstiick von S(s,—e) 
bis S(s,-+¢) ab. Den iibrigbleibenden Teil der Kurve G(s) bezeichnen wir 


s=2x 
a 


mit G'(s), die Integrale lings G'(s) bzw. 3'(t;#) durch I a . Ebenso 
s=0 

grenzen wir um jeden Punkt ¢, [h=1,2,...,L] die Strecke von 

t=t,— Ve bis t=t,+ Ve ab. Das Integral iiber den ibrigbleibenden 
t=22 

Teil der Strecke von t=0 bis t=22 werden wir mit f bezeichnen. 

¢=0 
Der Beweis der Gleichheit der Ausdriicke (9) und (10) des § 3 (II, 1, 
8S. 656—657) laBt sich leicht in vier Schritten fiihren, in denen man zeigt, daB 


1. Es ist: 
(I) YJ @ae +R dy + + éF** dz) => f(r! Ls ; +irrtts cred) de 
ad @ s=0 
~ tine 5 f( (FG tiR A+R h) ds. 


¢@ s=0 


Bei festem « diirfen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen. 
Der hinter dem Limeszeichen stehende Ausdruck auf der rechten Seite 
von (1) geht dann in: 


t=22 s=22 


J (fe a ae) a 


t=0 


iiber. 
2. Es ist: 


t=2n s=2x t=2n ae 
rae | ( fms du zt (f rs du 4, 
(II) limes = J J, ‘i da)at — limes i 7 
Um die Relation (II) zu beweisen, geniigt es einzusehen, da 
t=t,+Ve enn : t=tq+Ve %=22 
ime J (fRae)ermiime fo (foe te)a—o 
mS ASR ee wey A es ean 
t=t,—Ve s=0 t=t,-—Ve “= 


(h=1,2,..., L] 





ist, 
kanr 


(II 
Um 


(IV 


ist. 


bei 


ist 
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ist, was man mit Hilfe von geliufigen Abschitzungen leicht bestitigen 
kann. 


3. Es ist: 


$3 . 3 t=2x s=alzx 
(IIT) limes =~ { ( [tas Jar—timesz, J (fas “ as). 
. : e>0 et \ <0 Pa 8 e>0 * Pe ds ] 


Um die Beziehung (III) abzuleiten, haben wir uns zu iiberlegen, dab 














t=22, 8=8pte 
a - du 
(IV) limes | mM as) at 
e>0 Pe ds 
t=0 s=8p-€ 
oan S=spt+!e yon 
, "a c, (e!* du(s, e'* 
= limes | f (>- ~ ) 'ds\dt 
220 v9 L oni 4@(8, e*)— a, (e'*) ds 
t=0 8=8p—£ — 
van [=Bn 
it 
; 7 u(s, +8, e )— a, (e' *) 
= limes c,(e "\ie <a ao 7. = dt=0 
e>0 521,25 u(s,—s,e°')—a,(e") 
(p=1,2,...,1; u=a(s) +t¢y(s) cost +i2z(s) sint) 


ist. Da8B die Relation (IV) richtig ist, ist nur bei denjenigen Summanden, 


bei denen 
t - 
u(s,,e'*) —a,(e"*) =0 


ist, nicht selbstverstandlich. In diesem letzten Falle ist: 




















du(s,, e'*) 
(V) In Mises, ef)—ar(elt) _ 9 . _ 
u(s,—#, e'*)—a,(e'*) t—th du(&p, e''*) da, (e'') 
dt, dt, 
vé ’ 
du(s,e *) . 
2 & ds 
+ —| — it : ft 2 
' Blt—t du (8, e A) da,(e *) 
dt, dt, 


Da in dem ganzen Integrationsintervalle t —t, > Ve ist, so ist ebenfalls 
limes von (V) gleich Null. 


e->0 
4. Es ist schlieBlich klar, daB 
t=2n , e=3 sein 
limes ( (fasta and, | | futtas \at 
e>0 2, P ds 
t=0 =0 J 
ist. 


AnschlieBend an den Beweis méchte ich bemerken, da8 wir auBer der 
angegebenen noch zwei weitere Voraussetzungen machen miissen, namlich: 
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I. daB d[p,(t,)]}+0 [h=1,2,...,L] ist (wegen der Bedeutung 
von 6 vgl. die Formel (13) des § 3), 

II. daB fiir diejenigen s,, t,, fiir die u(s,, e's) — a (es) = 0 ist, der 
Ausdruck 


du (8, e''n) 


: — Se) 0 [h=1,2,..., L; p=1,2,...,1] 
th 





ist. 

Nachdem der angekiindigte Beweis erbracht ist, kehren wir zu den 
friiheren Ubelegungen zuriick. 

Der Ausdruck 


(10) > (Fda +iF* dy +iF™ dz) 
S, (e) 
= > fir L fyu)atae +f - fnew u) costdtdy + 5— + fre cint dtd 
2, 0 
2G, (e)=G 


wo © und G,(e) die gleiche Bedeutung wie in § 3 haben, laBt sich (ahn- 
lich wie in § 3, II 1 und §3,1) in der Form 


2x 
(11) rs 4 ( friuyan) a 


0 8@ 


schreiben, wobei jetzt f(u) im Gegensatz zum § 3 eine algebraische Funk- 
tion von u ist. Die Kurve © (die evtl. aus einigen im z, y, z-Raume ge- 
schlossenen differentiierbaren Jordankurven bestehen, von denen auch eine 
oder einige mehrfach zu zahlen sind) mu demnach so beschaffen sein, da 
8(¢) fiir jeden Wert von ¢ in der mehrblattrigen u-Ebene von f(u) eine 
bzw. einige geschlossene Kurven darstellt. 

Auch in dem Falle, da8 unserer Voraussetzung gemi8 im Innern von 


8(t) [0 <t< 22] sich keine Singularititen befinden, wird JLt(u )du im 


allgemeinen nicht verschwinden, sondern einer linearen Verbindung der 
Periodizitaétsmoduln w,(t) [@=1, 2,..., 2P; P Geschlecht von f(u) be- 


trachtet als Funktion von u] des Integrals fr u)du auf der Riemann- 
schen Flache von f(x) gleich sein. 

Man denke sich = der Riemannschen Fliche von f(u) [betrachtet 
als Funktion von u] vom Geschlecht P ein System von 2P Fundamental- 
kurven (Quer- und Riickkehrschnitten)*), so daB jedes Integral iiber eine 


5) Vgl. dazu H. Weyl, ,Die Idee der Riemannschen Flache“, § 11, 8S, 68—77. 
Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1913. 





adaae sm 
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(bzw. einige) auf der Riemannschen Flache geschlossene Jordankurve gleich 


einer linearen Verbindung 
y=2P 


(12) » ¢,(t) w, (#) 


val 
der Integrale iiber die Fundamentalkurven mit gewissen ganzzahligen 
Koeffizienten c,(¢) wird. Betrachtet man das Integral (10), so erhalt man 
nach (11) unter dem Integralzeichen tiber ¢ 
(13) Sf(u)du 


§(@) 


ein Integral, das wir nach den friiheren Bemerkungen in eine Summe (12) 
von Integralen iiber die Fundamentalkurven zerlegt denken kénnen‘). 
[Ausgeschlossen von dieser Uberlegung sind die- 
jenigen Werte von t, wo 8(t) die Verzweigungs- 
punkte von f(u) trifft.] 

Um den Gesamtwert des Integrals (10) auszu- 
rechnen, haben wir ein Integral von der Form (12) 
iiber ¢ von 0 bis 22 2u integrieren, wobei c,(t) Fig. 2. 
abteilungsweise, konstante, ganzwertige Funktionen 
von ¢ sind. Bei variierendem ¢ kann c,(¢) nur dann einen Sprung erleiden, 
wenn 8(¢) einen Verzweigungspunkt von f(u) schneidet, und 3(¢-+e) 
und 8(t— e) nicht homolog sind (vgl. Fig. 2 ”)). 





*) Ich bemerke dazu noch folgendes: Jedes der letzten kénnen wir auch als Inte- 
grale iiber Kurven im x,y,z Raume auffassen, die auf den Regelflichen den Fun- 
damentalkurven der Riemannschen Flaiche von f(u) [bei einem festen ¢] entsprechen. 








Fig. 4. 


(Vgl. Fig. 3 und 4.) 7 ist die Fundamentalkurve, p eine Kurve, die 1 homolog ist. 
Bei festem ¢ entspricht im z,y,z-Raume / die Regelflache L und der Kurve p die 
Kurve P. 

*) Punktiert wurden in der Fig. 2 die Kurvenstiicke im zweiten Riemannschen 
Blatt gezeichnet. 
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Genau so, wie in § 3 gezeigt wurde, daB jedem Pol von f(u) eine 
Regelfliche C(e) entspricht, kann man zeigen, daB jedem Verzweigungs- 
punkt v,(t) von f(u) eine Regelfliiche, die durch die Bewegung einer Ge- 
raden T,(t) [OSt< 22) 

sz entsteht. Diese Regelfliche 

sei mit V,(e) bezeichnet. Trifft 
8 (t) [fiir den Wert t =1!") den 
Verzweigungspunkt v; (1,""), so 
wird © mit V,(e) einen Punkt 


(k) . 
8, gemeinsam haben, der auf 


Trew) der Geraden T, (x) liegt. 
Seien v, (t), v, (t),..-, 0, (t) 
die simtlichen Verzweigungs- 
punkte von f(u), es ent- 
sprechen ihnen / Regelflachen 
Fig. 5. V,(e), V,(e),-..,V,(e). Seien 
ferner s{", sf”, ..., a”, ..., a? 
die siamtlichen DurchstoBpunkte von G mit den Regelflichen V,(e), 
V,(e),.-., V,(e). Der Punkt s\ soll sich dabei auf den Geraden T(x) 
befinden. Bezeichnen wir 1 kurz mit 1’® 


gewahlt sind, daB 


tv 


wobei -die Indizes o derart 


0 < W< fM@< we < gH Qn 
ist. ." is sede ey 
Den Wert des Integrals (10) bzw. (11) erhalten wir, indem wir (12) 
von t= 0 bis ¢ = 22 integrieren. 
Dem friiher Gesagten entsprechend folgt somit der 
Satz: Es ist 


k=u v=2P 7 @b 
(14) DS (Fyada+iFfdy+iRry*dz)= 5 Se f w,(t)at, 
Sy S, k=lvwxl 2’ (@t-) 


wobei ci ganze Zahlen sind, und die anderen Buchstaben die oben an- 
gegebenen GréBen bedeuten. 


g 5. 
Periodenfunktionen. 


Wir gehen in diesem Paragraphen zur Untersuchung der zweiten 
Klasse von Potentialfunktionen mit algebraischen Zugeordneten f und ge- 
schlossenem Integrationsweg a iiber, nimlich zu denjenigen, wo a Null 
nicht homolog ist. 

Wir gelangen auf diese Weise zu den Perioden von algebraischen 
Funktionen (4) des § 4 von ¢, die wir als Funktionen von z, y, z unter- 








suc 


sin 


a tyr 
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suchen, denn die sonst konstanten Koeffizienten des Integranden und der 
-algebraischen Gleichung, zu der die betreffende Riemannsche Flache gehért, 
sind Polynome in 2, y, z. 


Wir werden deswegen die bekannten Satze iiber diese Integrale unserer 
Problemstellung gema8 zu iibertragen brauchen. 


Im Falle eines mehr als zweideutigen Integranden werden wir nur ganz 
allgemein — ohne auf die Einzelheiten einzugehen — die sich auf diesem 
Wege ergebenden Resultate skizzieren, denn die niahere Diskussion stéBt 
auf gewisse Schwierigkeiten (mehr formaler Natur), deren Erledigung zur 
Theorie der algebraischen Integrale einer komplexen Verinderlichen gehért. 
Den wichtigen Spezialfall, der auf die hyperelliptische Integrale fiihrt (d. h. 
der allgemeinste Typus von zweiwertigen Integranden), werden wir naher 
untersuchen und bis in die Einzelheiten verfolgen. 


Die allgemeinste Form der Perioden des algebraischen Integrals vom 
Geschlechte o0*) lings einer geschlossenen Kurve laBt sich in der Form: 


r=2o v=? 


e 
(1) Ze,(x, y, 2) m,(2,y,2) + 3S Sehe(x, y, 2) n,(Ce, 83 &, Ys 2) 


v= 


v= 


T STC,,(2, y, 2) Qo, =: S's 8; x, ¥, z) 


q *=1 


darstellen, wobei c,, cj,, Cy, algebraische Funktionen in 2, y,z sind; 
io er i ee 


Ces 8k; Cg, 8s bg »% die Unendlichkeitspunkte des Integranden bedeu- 
ten®*). Man gelangt somit zu dem 


Satz: Bildet man durch die Integration der Integranden erster, zwei- 
ter und dritter Gattung lings der 20 Fundamentalkurven (Quer- und 
Riickkehrschnitte der Riemannschen Flache) die Transzendenten 


(2) wi g(x, y,2), wig(z,y,2)3 nag(O*, 8"; 2, y,2), meg(O", 8"; 2, y,2)- 
0,(¢*, 8°; 2°*, e°*; a, y, 8), O5(6°, 0°; 0°*, e°*; w, 9, 8) 


[a, 8 =1, 2,...,e], 


*) Bewegen wir uns in dem z, y,z-Raume, so wird im allgemeinen das Geschlecht 


von a verschiedene ganzzahlige Werte annehmen. Wir werden unter ¢ stets den 
2\% 

gréBten Wert des Geschlechtes der Funktion Fae) bei variierenden z, y,z verstehen. 
@\> 

Unsere Betrachtungen beziehen sich auch stets auf die Punkte z,y,z, wo das Ge- 

P, (8, ¢) 

hlecht 4 

schlecht von P,(t) 

*) Vgl. dazu Weierstra8, ,Vorlesungen iiber die Theorie der Abelschen Trans- 

zendenten,“ Mathematische Werke 4, Berlin (1902), XII. Kapitel, 8S. 264. Wir werden 


im folgenden dieses Werk als WeierstraB IV zitieren. 





tatsichlich den Wert o besitzt. 
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so lassen sich die Perioden F(x, y,z) (bzw. F’ (x, y,2z)] von (4) des § 4 
linear aus den Ausdriicken (2) zusammensetzen, wobei die Koeffizienten 
algebraische Funktionen in x, y,z sind. 


Den 20 Fundamentalkurven entsprechend erhalten wir zundchst zu einem 


Integranden Cpe die 20 verschiedene Ausdriicke F(x, y,z), F. (2x, y,z) 


[«@=1,2,...,@]. Diese 20 Ausdriicke sind aber im allgemeinen Zweige 
einer Funktion. 

Diese letzte Tatsache folgt aus dem Umstand, daB eine Periode des 
Integrals einer algebraischen Funktion (in ¢) betrachtet als Funktion des 
Parameters x [bzw. y oder z] eine gewohnliche, lineare Differentialgleichung 
mit algebraischen Koeffizienten befriedigt. Auf den Beweis dieser letzten 
Behauptung und auf die Ableitung der Gleichungen werden wir im folgen- 
den noch zuriickkommen. F,(z,y,z) und F’(x,y,z) [a =1, 2,..., 0] 
bilden ein Fundamentalsystem der Lésungen der entsprechenden gewohn- 
lichen Differentialgleichung. Es entsteht in jedem einzelnen Falle die Auf- 
gabe, festzustellen : 

1. ob die betreffenden Gleichungen (im gleichen Rationalitatsbereiche ) 
nicht zerfallen, 

2. ob man durch Fortschreiten im Reellen des zx, y, z-Raumes die 
Zweige ineinander iiberfiihren kann. 


Auf diese Fragen wollen wir nicht naher eingehen. 


Unser Problem reduziert sich offenbar auf die Untersuchung der in 
(2) angegebenen Funktionensysteme. 


Es liegt sehr nahe, der Theorie der algebraischen Integrale ge- 
maB, die Integrale erster, zweiter und dritter Gattung zu konstruieren, 
etwa in der WeierstraBschen Weise, indem man von den bekannten In- 
tegranden 


(3) 4H,(¢,e;2,y,2), Hi(¢,8;2,y,2), H(é,8; 0%, 8"; x, y,2) 


ausgeht, oder aber dadurch, daBS man die Riemannschen Normalintegrale 
bildet. (Geht man von einem Integralsystem erster Gattung durch eine 
lineare Substitution zu den Riemannschen Normalintegralen iiber, so sind die 
Elemente der Substitutionsmatrix Determinanten, gebildet aus w, g(Z¥, z)). 
Die Riemannschen Normalintegrale erster Gattung werden wir 


(, 8) 


0, (0; 8; 2, y; z) = J de, (6, &; 2%, y; z) 


bezeichnen, die Periodizitaétsmoduln in diesem Falle durch einen Strich 
kennzeichnen. Diese Integrale definieren wir zunichst im kleinen in der 








wor 
[bz 
Rel 
fort 


we 
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Umgebung einer Stelle z,, y,, z,. Auf Grund des Fuchsschen Ergebnisses '°), 
wonach diese Ausdriicke analytische Funktionen des Parameters z 
[baw. y oder z] sind, bietet es keine Schwierigkeit, dieselben bzw. die 
Relationen, die zwischen ihnen bestehen, analytisch im z, y, z-Raume 
fortzusetzen. 

Die zahlreichen Relationen, die zwischen den Periodizitaétsmoduln der 
algebraischen Integrale bestehen, bleiben bei uns erhalten. Insbesondere 
méchte ich die verallgemeinerten Legendreschen Relationen hervorheben. 
Sie lauten: 


(ap (2 Y¥,2 z)@ Way(%, Ys %) — O,g(2, ¥, 2) y,,(2, y, 2)] = 0 


imi 


2 [nap(, ¥, 2) Way(%, Y, 2) — Wag(X, Y, Z) Nay (2, y, z)] =0 


® 
uJ 


& 


0 


1 iMai 


y [nap (2, Y, 2) Way(%, ¥, 2) — Wag(%, Y, 2) May(z,y,2)) =O fir y+fZ, 


== fir y= 8, 


WO @ag(X,Y,2), Wag(x,Y¥,2); Nag(X,Y¥,2), Nas(X,Y,2) ein primitives 
System bedeuten **), 


Es liegt ferner nahe, unsere Theorie mit den Thetafunktionen 


g o $ 
thst a Oy My, My +2 by My 
ue 


0 (6, |b, | + [b,.) = Py enw (Qype? = By’ nw) 


mM, ... Mo 


in Zusammenhang zu bringen. Setzt man an Stelle der Parameter (a,,) das 
Periodensystem (an den Riickkehrschnitten) der Riemannschen Normal- 
integrale erster Gattung 


(6) Wap(X, Y, 2) 


ein, so erhalten wir gewisse transzendente Funktionen, die von den Raum- 
koordinaten z,y,z und von den o Verianderlichen 6, (u=1,2,..., 0) 
abhaingen. Wir wollen diese Funktion mit 


(7) #((b,); 2, y, 2) 


bezeichnen. Mit Hilfe der Transzendenten (4) und (7) gelangen wir zu 
einer zweiten Darstellung der Periodenfunktionen, die aus den Riemann- 


10) Vgl. die erste in FuBnote **) zitierte Arbeit von Fuchs, § 3, 8. 245 
11) Vgl. WeierstraB IV, XVI. Kapitel, 8.330 Formel (A). 
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schen Normalintegranden zwetter und dritier Gattung entspringen: 
74 (C*, 8*; x,y,z) = vp(C*, 8*; x, y, 2), 
(8) pasciieesiy.- 2, y, 2) 


ly P((v, (6%, 8%: 2,y,2)—e@),(x,y,2)); z,y,2) 
0 BFC, (Ct, se; 2, y, z) —0@,'g(2,y,2))s ty, 2) 





13) 


Wir gehen nunmehr zu der wichtigen Frage der Ableitung der ge- 
wohnlichen linearen Differentialgleichungen, die die F(z, y, z) befriedigen, 
iiber, wobei wir uns zunachst auf die Betrachtung der hyperelliptischen 
Integrale beschrainken. 

In einer bekannten Arbeit hat L. Fuchs’*) gezeigt, daB die Perioden 
der hyperelliptischen Integrale (vom Geschlechte @) erster und zweiter 
Gattung, betrachtet als Funktionen eines Verzweigungspunktes, gewéhnliche 
lineare Differentialgleichungen 20-ter Ordnung befriedigen. Fiir den Fall 
der hyperelliptischen Integrale dritter Gattung wurde die entsprechende 
Gleichung (29 -+1)-ter Ordnung von Ullrich abgeleitet**). Der Obergang 
von den Fuchsschen Gleichungen (die Differentiationsverianderliche ist dort 
ein Verzweigungspunkt) zu unseren Gleichungen (die Differentiationsver- 
anderliche ist die Raumkoordinate x bzw. y oder z) bietet keine Schwie- 
rigkeit. Seien 


(9) k,(z,y,2), k,(z,y,2), ..., kb, (x,y, 2) 


die Verzweigungspunkte unseres Integranden (also algebraische Funktionen 
von x,y,z). Nach Fuchs gelten dann im ersten Falle (Integrale erster 





12) Vgl. dazu B. Riemann, ,Theorie der Abelschen Funktionen“, Mathematische 
Werke (2. Aufl), Leipzig 1892, S. 88—144, Teil 4, zweite Abteilung, § 25, 8.137. — 
Es lassen sich bekanntlich auch die nach Weierstra8 normierten Integrale zweiter und 
dritter Gattung und deren Perioden durch die Thetafunktionen und Integrale erster 
Gattung darstellen (vgl. dazu WeierstraB IV, XXXI. Kapitel). Wir gehen aus Raum- 
riicksichten auf die Verallgemeinerungen dieser Darstellungen nicht ein. 

*®) Vgl. dazu die folgenden Untersuchungen von L. Fuchs: I. ,Die Periodizitits- 
moduln der hyperelliptischen Integrale als Funktionen eines Parameters aufgefabt“, 
Math. Werke 1 (Berlin 1904), S. 241-281. — Il. ,Uber die linearen Differential- 
gleichungen, welchen die Periodizitiétsmoduln der Abelschen Integrale geniigen, und 
iiber verschiedene Arten von Differentialgleichungen fiir #(0,0,...,0)“, Werke 1, 
8. 343—460. — IIL ,Zur Theorie der Abelschen Funktionen“, Werke 3 (Berlin 1909), 
8. 249-267. — IV. ,Zur Theorie der Abelschen Funktionen“, Werke 8, S. 283—295. 
— Wir werden diese Untersuchungen im folgenden kurz als Fuchs I, I, III bzw. IV 
zitieren. 

**) Edward Ullrich, ,Die Periodizitétsmoduln der hyperelliptischen Normalintegrale 
dritter Gattung als Funktionen eines Parameters aufgefaSt“, Inaug.-Dissertation Heidel- 
berg. Leipzig: B. G. Teubner 1884. 





12) 


n**) 
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und zweiter Gattung) die Differentialrelationen: 





: . o*eRr g2e- 
daa ++ by) Sag + oa (ba --Ba) pe + - + Ao 90(&: k,)F= A,(k,...k,), 
Co _ 
F , a*eF . a9 
Aug (Ky «+» Kn) oe Aaa (hy ++ by) t+ + Ay gg (y+ by) F =A, (B,..- by)» 
“2 ORs ‘ 
usw 


wo A), (k,...k,) rationale Funktionen von k,...k, sind. Andererseits ist: 
dF éF dk, | OP ak, 
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( a*F aeF (By 4 oF ak, oF +. Ay oF oh 
dz® ak? \dz/ * ak, dz® | ak? \dz/ ' ok, dz® | 
usw. 
. = . at 
Durch die Elimination von —— (»=1,2,...,20; w=1,2,...,m) aus 


(10) und (11) gelangen wir zu den gewiinschten linearen gewéhnlichen 
Differentialgleichungen 29-ter Ordnung mit aigebraischen Koeffizienten in 
x,y,z. Im Falle des Integrals dritter Gattung treten an Stelle der Glei- 
chungen (10) ahnliche Gleichungen (20 +1)-ter Ordnung. Ich bemerke, 
da8 in der genannten Arbeit die Funktionen A,,,(k,...k,) explizite 
angegeben sind und die tatsachliche Aufstellung der Differential- 
gleichungen keine Schwierigkeiten bietet. 

Bei den allgemeinen Abelschen Integralen lassen sich die fiir die 
hyperelliptischen angegebenen Ergebnisse ohne weiteres verallgemeinern. 
In der Arbeit III hat L. Fuchs fiir den Fall des Integranden erster Gattung 
die Existenz der Differentialgleichungen nachgewiesen und ein Verfahren, 
dieselben abzuleiten, angegeben. Es lassen sich auch im Falle der Inte- 
granden zweiter und dritter Gattung dieselben Methoden wiederholen und 
die entsprechenden Gleichungen ableiten. Wir wollen uns an dieser Stelle 
mit dieser Bemerkung begniigen, um so mehr, als wir in den nichsten 
Paragraphen auf diese Fragen zuriickkommen werden. 


Die Periodenfunktionen F(x, y,z) haben somit die Higenschajt, daB 
sie simultan vier Differentialgleichungen: 





oP oF afr 

: eam eee (12%) 3B... y, 2) = B,(2, y,2), 
ne x=h 

[2**) Ps B,,,(2, y, 2) FB, (x,y,z), (12***) Py B, (2%, y, 2 ) = — B, (2, ¥y,2 
prea x=0 


befriedigen, wobet ex y,z) und B,(x,y,2) algebraische Funktionen 
in 2, Y,2 sind, 
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Als Funktionen derselben Kategorie wurden in § 4 zwei Funktionen 
bezeichnet, die die gleiche Zugeordnete f(u) besitzen (wobei man an ver- 
schiedenen Teilen des x, y,z-Raumes iiber ¢ integriert). Hs lassen sich 
nun zu zwei Periodenfunktionen F,(x,y,2z) und F,(x,y,z) von derselben 
Kategorie stets Systeme von Gleichungen ((12*) bis (12***)) angeben, die 
sich nur durch verschiedene freie Glieder B, (x,y,z) unterscheiden, die 
Koeffizienten B,,(x,y,2) sind in beiden Gleichungssystemen dieselben. 

Die Singularitéten der Periodenfunktionen lassen sich nun leicht stu- 
dieren. Im Falle eines hyperelliptischen Integrals hat L. Fuchs (bzw. 
E. Ullrich) gezeigt, daB die Differentialgleichungen (10) vom Fuchsschen 
Typus sind. Nach L. Fuchs sind nur diejenigen Stellen, wo zwei Ver- 
zweigungspunkte (etwa k, und k,) (q+p) zusammenfallen, singular, 
h. d. die singuliren Stellen werden durch das System 


Rk, (x, y, z)) = RK, (z, y, 2)] 


et S[k, (2, y, 2)] = S[k, (k, y, 2)] (q+?) 
bzw. durch 
(13%) Rk, (x, y, z)] = R[F" (zx, y, 2)] 


Sk, (x, y, z)] = Flo" (zx, y, z)] 
bestimmt. Die Periodenfunktionen sind somit nur auf algebraischen Kurven 
singular. 

Um die Entwicklung in der Umgebung der Singularitét zu finden, 
brauchen wir nur die bekannten Fuchsschen Siatze iiber das Verhalten 
einer linearen gewdhnlichen Differentialgleichung vom Fuchsschen Typus 
hier anzuwenden. 

In der Umgebung der durch (13) gegebenen Stelle laBt sich F nach 
dem Ausdruck (k, (2, y,z)—k, (x, y,z)) [d.h. einer algebraischen Funk- 
tion in 2, y,z] entwickeln. Die allgemeinste Darstellung ebenda fiir 
F(x, y, 2) lautet: 


(14) F(x, y,2)=[k, — ,]” Be, [z, y, 2; (k, — k,)][In(k, — &,))™ 


wobei &,, eine in (k, — k,) ‘aid Potenzrethe ist, deren Koeffizienten 
algebraische Funktionen in x,y,z sind. r(x, y,z) ist eine algebraische 
Funktion in x, y, z.**) 


%*) Vgl. dazu L. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit ver- 
anderlichen Koeffizienten*, Math. Werke 1, 8. 159-203, § 3, S.176 und § 6, S. 196 u. ff. 

Es sei darauf hingewiesen, daB die Differentialgleichung (20+ 1)-ter Ordnung fir 
die Normalintegrale dritter Gattung sich in zwei Differentialgleichungen, die erste: 
erster, die zweite: 2o-ter Ordnung zerspalten. Die Differentialgleichung 20-ter Ord- 
nung wird nur an den durch (13) gegebenen Stellen singulir. 

Auf das Verhalten unserer Potentialfunktionen in der Umgebung eines etwa vor- 
handenen Schnittpunktes von zwei Singularitétenlinien gehen wir nicht ein. 
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Algebraische Potentialfunktionen des dreidimensionalen Raumes. II. 553 


Im Falle von allgemeinen Abelschen Integralen sind die Funktionen 
ebenfalls nur dann singular, wenn zwei Verzweigungspunkte k, und k,, zu- 
sammenfallen, d.h. F(x, y,z) kann ebenfalls nur auf algebraischen Kurven 
singular sein. Die nahere Diskussion der Gleichungen (10) in diesem Falle 
wurde bis jetzt nicht durchgefiihrt. Wie aus der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen bekannt ist, gilt die Darstellung (14) im allgemeinsten 
Falle, wobei aber S,,[z, y, 2;(k,—k,)] Laurent-Reihen in (k,—k,) sind. 


Beispiel. 

Wir wollen nunmehr durch ein Beispiel, das auf elliptische Integrale fiihrt, 
unsere Betrachtungen illustrieren. Die Rechnungen fiihren auch in diesem Falle 
auf weitliufige Formeln, die trotzdem vollstandig aufgefiihrt sein sollen, damit 
man die Einsicht gewinnt, wie sich in den einfachsten Fallen die betrachteten 
Potentialfunktionen in der Umgebung der Singularitatenlinien verhalten. Sei 


(Vs”, u, ef) 
(15) f(u u)= nee ~ Py (%, ef) eat 
wobei zwischen u und §” die Gleichung 
(16) S”—[C,u*+(B, +B, e+ B_,e-*)u 
+ (A, + A, e# + A_,e-# + A, e*# + A_, e-2t)] = 0 
besteht. C,, B,, B,, B_,, Ay, Ay, A_,, 4,, A_g sind dabei komplexe Kon- 


stanten. Dure ch die Fomnceemetion (2) des § 4 geht der Ausdruck 
2aN 


Lf a (¥s”, w, e) ' (ne. ede’ 
ox a ‘Ps (1 u, ay —dt (N ganz ) in Sai ~ Bee iiber > wobei 
° a 





zwischen £’ und 18’ die Gleichung 
gs” 1 


) +[4,+ Byz+ Fuiy —2) +75 5 (ty+2) )+0, (x? *..£ +e" 





—Fa{[4-. + (¢y—2z)+ “(iy — 2) *| [4-, +B..2+(Q,2 +3") (ty —2)]0" 


+{4,+B,2+(Qe+ 3) (éy+2)|0* +[ 4, +F(iy+z2)+ Ziv +2)*]e"} =0 


besteht. Auf die Periodenfunktionen werden wir gefiihrt, falls a eine ge- 
schlossene (Null nicht homologe) Kurve (bei festem Integrationswert x, y, z) 
in der zweiblatterigen Riemannschen Flache ist. Um die iibliche Form der 
Beziehung (17) zu bekommen, bezeichnen wir S” ¢’* durch S’. Es liegt nahe, 
unsere Integrale auf die WeierstraBsche Normalform zu transformieren”® . 
Wir bilden daher die beiden Invarianten g,(z, y,z) und g,(z, y, z): 


46) Vgl. dazu K. WeierstraB, ,Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Funk- 
tionen*, Math. Werke 5 (Berlin 1915), I. Kap., 8. 12, 13 und 15. Wir werden dieses 
Werk im folgenden kurz als Weierstra8 V zitieren. 


Mathematische Annalen. 101. 86 
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9,(2,y,2) = [4..+75 ‘éy—2)+2 * (¢y—2)'|[ A,+ pies (iy +2) 
— 4 [Bet +(O,2+2\(iy—2)][Bye+4,+ A, +(Oy2-+ 2) (iv 


} B, /, " —-1/s ' 2 #78 
+ 75/40 + Box +3 (6y—2) +73 (6y+2) +0, (x* —**)] 


(18) g,(x, y, z) = 5 [4 ts '(iy—2) +9 *(iy—2z)*|| [ 4, +5 (iy+2)+% (fy +: 


> | y+ Bye +4!(iy—2)+ AF (éy +2)+0,(2*- _¥t*)) 











F / . .] BS 33 
+3[4, +B_,z+ \Cyx + Pe (iy — 2) | B,z +A, + (Oye + >) (ty ts 
- gu %\7 
>< [ 4, + Bort S(éy- —8) + +73 (6y +2) + 0,(22 -¥t*)) 
1 B, C r B.\ | 
— ¥6 | A, +o(ty+z )+si(ty+z)* |[4..4+B_2+(OQe+ 9) (ty—t 
1 | a \9) al +2) ’ ys 
—i5 |4_.+ > (§y—z)+ pty —z)” |4,+B,2+(Cyx )@y—2), 
; 5 es Se / +2%\78 
—576| 40+ + B,x +5 5 (8 iy —2) +7 (iy +2)+0,(2*—“S*)| ; 
Durch die bekannte Transformation 
08"(a) 08"(a) 
' Pe 1 as’ (a) re i da vq’ 
19) p=" t’—a Toa @a® Ve—7 oF 


wobei a eine Wurzel der Gleichung 


S'(a)=0 
ist, 1aBt sich ree) a" in die Form 
(20) _ Palo)+Py(C) V8 ae 
<0) P, (¢) ys 
iiberfiihren, wobei 
(21) S=4¢*—g, (x, y,z)¢ —g,(z, y, 2) 


ist; P,, P, und P, sind Polynome in ¢, deren Keeffizienten rational von 
x,y,z abhangen. Die Integrale des Ausdruckes (20) kénnen wir ebenfalls 
in der Form*’) 


P ih id 
Oo(2, v2) + 5(E, 18s 2, ¥,2) + O(@, ye) | 2 
.=™m ‘v7 


tdg 1y)8 8, df 
fa Xe 2) + 2 Sen (2 vo2 ) fe Y8+V8, df 


8 ai =o 8 








**) Vgl. dazu WeierstraB V, XXV. Kapitel, S. 233, Formel (13). 








di 
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darstellen, wobei % (¢, ) 8; x,y,z) algebraisch von ¢, V8, x, y, z abhangen; 
C,, C’, c., ¢, sind algebraische Funktionen z, y, z. C,» S, bedeuten die Un- 
endlichkeitsstellen von (20). 

Die Perioden des Integrals des Ausdruckes (20) lauten 


=m 


(22) (x,y,z) @,,(2, 9, 2) — (‘Sep (x,y, 2)) naa(2s 9.2) 
wal 


“=m 


73 » ¢, (x, y, 2) 2,(¢,, 08,52, y,2) (a = 1, 2). 


M=1 


In (22) haben wir eine Darstellung unserer F(x, y,z) mit Hilfe der 
Perioden gewonnen. Bekanntlich gelten die Formeln**) 


Ni) (x, yy; z) = 2Z jae 





@,, (2, ¥, 2), W,. (2, y, z)|, 


. ¢ f a »Y¥,2) 
3) 92, (¢,, VS,; z,y,z)= —2a(z,y,2z)Z eee ae |, | L,Y,2), Dyq(2,Y,2 | 
+o,,(z, y,2)Z[a(xz,y,z)|m,, (2, y¥, Zz), M(x, y, 2)] (a=1,2), 
wo 


C.. (2, y,2) = p[a(z, y, z)|m,, (2, 4, 2), M9 (2, y, 2)) 
ist. 

Wir erhalten daraus die Darstellung der Perioden der Integrale zweiter 
und dritter Gattung durch die Perioden erster und die Thetareihen, 
da die WeierstraBsche Z-Funktion sich durch die Logarithmen der Theta- 
funktionen ausdriicken 1aBt. 

Wir gehen nunmehr zur Aufstellung der linearen Differentialgleichungen 
(10) und der Untersuchung des Verhaltens unserer Funktionen im 2, y, z- 
Raume. 

Wir fihren zur Abkiirzung die folgenden Bezeichnuugen ein: 
€,(%, y,2), €(%, y, Zz), &,(x, y,2z) seien die Wurzeln der Gleichung (21): 
(#2) — ¢s(*)¥2) Gent man von den WeierstraB- 
€g (X,Y, 2) — ey (2, Y,Z) 
schen zu den Legendreschen Normaldarstellungen iiber, so erhalt man fiir 
die Integrale erster, zweiter und dritter Gattung die Ausdriicke 





S=0; k(z, y,z) sei 








f dt —_— Fie f a tt: dg 
VE(C—E) (RE) C(—e)(k-¢)) J 6-0" ECO) (E-0) 

Die Perioden derart normierter Integrale (x,y,z), (2, y,z), 
Q(¢*, s*; x,y,z) hangen mit den friiher definierten Perioden w(x, y, 2), 
n(x,y,2), Q(x,y,z) in bekannter Weise zusammen. Die Differential- 
gleichung (10) fiir @(2, y, z)**) lautet bekanntlich: 


8) Vg. dazu Hurwitz-Courant, Allgemeine Funktionentheorie und elliptische Funk- 
tionen, Berlin (1922), S. 163 und 232. 

1) Vgl. dazu Fuchs I, § 21, S. 274—281 und H. Bruns, Perioden der elliptischen 
Integrale erster und zweiter Gattung, Dorpat. (Vgl. Mattiessen.) 


36* 
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(24) 2k(k—1)°$+2(2k—1)8 =0. 


Ets 


Die singulairen Stellen von @(z, y, z) sind die drei algebraischen Kurven Tf, 
(a =1, 2,3), die durch die Gleichungen 


Y: R[k(z,y,2)])=0, BJlk(z,y,2)]}=0, 
(25) Z,: Rk (x, y; z))=1, Slk( 2, y,2 z)) = = 0, 
1 1 
t: Riera “os Sixes} * _e 
gegeben sind. In der Umgebung von Tf, gelten die Entwicklungen: 
®,(z, y, 2) = — 2%, (k), 


“— 1+ [: (k)]*[k-1] 51) 
(26) @,(2, y,z)= Uo, (ke) {x + i log k — i 4 log2 — i fi ivy, (k)]*&[E = dk), 


co 
i] 


Wo v,(k) = 1+ (Ae seat Dad »)" k’ bedeutet. In der Umgebung 


von &, ist: 


M 


b=1 - 


7 


= 7 ; 1—[v,,(k)]*k 
®, (2, y,2) = 04, (k) {a8 + log(k — 1) — 4log2 + Fret “ Ret 
i t "11 4 





k 


= : . 1—[v,,(k)]*k 
@,(2, y,2z)= v4, (k){— 22t — log(k —1)+ 4log2 — f Teoma 
1 t Pe he | 4 





wobei v,,(k) = v,,(1 — k) bedeutet. 
In der Umgebung von f, ist 


: 


a 41\7271 x 
; ‘l ; [4+[e—(e)] les 
@,(2%, Y,2)= Voi \z) —a+itlogk+i4log2—i — vival Thi ds 
(28) [var (Z)| Fhe 


a /1\ 
@,(z, ¥,2) =— 2v,, \¢) > 


wobei v,, (z) = V5 (3) ist. 


Die Perioden 2 (¢*, s*; x,y,z) [«=1, 2] des Integrals dritter Gat- 
tung befriedigen die Differentialgleichung*°): 


%) Vgl. dazu die in der FuBnote **) erwaihnte Arbeit von Ullrich, § VI, 8. 14—32. 
(29) kann man durch die Gleichung: 


242 le & 
(k-¢ \apt_2@=9 


ersetzen, wo & die Lésung der Gleichung 


(Fortsetzung der FuBnote *) auf n&chster Seite.) 


si] 
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a*Q £8 


(29) 8k(k—1)(k— 2; ~ + 4(13k*—8¢* k—9k+40")—> 


ide ed 


Diese Funktionen sind ebenfalls nur an den Kurven f,,T,,T, und an 
der Kurve f,: 


Rlk(z,y,z)J=—R[C*(z,y,2)], Flk(a, y,2)] = FC" (x, y, 2)] 
singular. In der Umgebung der Kurve T, gelten die Entwicklungen: 


Re 8 
Q(¢',8 5 2,y,2)=— 


k k 
1 S Wie Wor ( (k) dk 4 |—4 i 4) I Wo, (k) 2a | 
——— - 7 -a — gk _ 
ye*-El* ye* sae ye* ye* ye* 


Tr - 
. ‘| Wor [ocwa]an +8 Gn( dk + é(log2 + 3) ae dk 
Lye*—& | 


0 0 0 











+ 4 log 2 + - rae log L yi-¢° ae}, 
ver yerce* y1—¢*+1 





k k k 
as 6 ; 1 i(k) 4 i(k 
0.(¢*, 8 ;%,Y,2)= ye" It log k |{ a+ ~ ee w(K) de de 
0 


2» k 











3) (wo, (k) 4 i y1-—¢*-1 
G,, (k)dk+-G (k) + (log 2 + —— dk + —— log 2 — —— log ——— |} 
al ™ 8) Ve*-z Ve* yor(e*-1) —Y-e* 
wobei 
"1-8-5-. Att)" 1 b __ 4—(4—k) (1—k)*[w,(k))* 
M,(%) = 1+ 3 O46. | bai*® > Go, (k) = 4k*(1—k)*[w,(k)]* ? 
Gy, (k) _ ye" Ae Gog (Kk if He ak dk 
kyer(e"—k) 
ist. 
a°g 5 


4b(k-1) 2 +8(2k-1)52 +95 - 0 


bedeutet. Aus diesen Gleichungen kann man leicht die Darstellung in der Umgebung 
von Tf, gewinnen. 
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In der Umgebung von f, ist 










































k k k 
G,(¢*,s*;2,y,2)—— {i log(t—1)| [= lB) a ]+ {et fou ea ! 
Ve°-& a ee Ve*—k 
i 1 1 
k k ; 
’ _o 4 3) fw (®) 4 , 1 g 1a 
+1 G,,(k)dk+G (k) — (log 2 +. NF 1 —— dk + ——— log 2 +—— 
J ' " 7s rent We(er—1) > Yer 
(31) k 
; xt 1 w,,(k) 4 
Q,(¢°, 8°; 2, y,2) => — =~ dk me - 
7 4 ¥e*-el vere ye*-1 
1 
wobei w,,(k) = wy, (1 — k), 
G..(k) = 4— [wy (4)] RS) G,,(k) ve" — b= wy(b) VE*-1 
4k*(k—1)*[w,,()]}? (k- -1) Ve" —1)( tek) 
- k 
“ 1 o. w,,(k) 
G,,(k)= — | [|e 7| ae ae ae 
1 1 
ist. SchlieBlich in der Umgebung von f, gilt: 
q ry x 1 x 1 w.,(k) 
B,(t*, 0°; 2, 9, 8) — — pea + A f Beall ge, 
Verce*—1) Ve-c®)* Ye-c* J Ve-e* 
(32) 3 
: 1 hi (k) ‘ w.,(k) 1 ’ 
2,(c*, 8*; x, y, 2) 4 =i Weed | et wes 5). 
; ¢ ye—e* j= ge ® 
—@ 0 Vi 7 0 
1 1 
rie k rt (k) Ve*—14 Ve*+il 
¥ (k) . = - * ey + 
-| —2 = 6h dk +- (2 — 4log 2) Sa —" _— log ©” -————2—— 
Sie | *y5-¢ Te (*—)  ¥e*—1-Ve*-a 
Be 0 
wobei 
b) =k? r1-3 8 : : 
ayanifis 38 Fae ae) (204184, 
@.. (k) — Ea (war(t)*- 2)" 
* k[w...()]*(1—&)* 
ist. Die dritte unabhangige Lésung der Differerentialgleichung (29) ist die 


2xi 


algebraische Funktion 





e* (2° ~ tb 





(Eingegangen am 15. 3. 1928.) 














Der charakteristische Exponent der Hillschen 
Differentialgleichung. 
Von 
M. J. O. Strutt in Eindhoven (Niederlande). 


Wir suchen eine Lésung der Hillschen Differentialgleichung *): 


(1) “44 (i+ yF(a))y=0 


4 und y reelle Parameter, F(z) eine beschrinkte zweimal differenzierbare 
22 


gerade reelle periodische Funktion der Periode 22, mit f F( (2)dz= 0 
von der Eigenschaft, da8 gilt: 


(2) y(a-+22)=vy(z). 
Floquets*) Satz lehrt, daB solche Lésungen existieren, denn er besagt, dab 
die allgemeine Lésung von (1) die Form: 
c,e"* O(z) + c,e-"* O(— z) 
hat, wobei ®(2z) eine periodische Funktion der Periode 22 bezeichnet. 


Aus (2) folgt: 
1_ y(2x)+y(—22) 


yp — = 2," 


y y (0) 
oder mit 
‘= e27 
Soi 27)+y(—23 
(3) Coj 2au = ¥(@r)+y¥( al x) . 


Die GréBe « nennt man den charakteristischen Exponenten der Lésung y 
von (1). Aus (3) geht hervor, daB uw bei Beschrinkung auf reelle Lé- 
sungen y nur entweder reell oder rein imaginar, oder aber komplex mit 
einem Imaginirteil gleich nx ¥—1 (mn ganze Zahl) sein kann. Wir werden 


1) E. T. Whittaker and G. N. Watson, Modern Analysis (3. Aufi.), S. 414. 
*) Whittaker and Watson, loc. cit. 8. 413. 
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spiiter sehen, daB man zu jedem vorgegebenen reellen oder imaginaren Wert 
von pu stets reelle Parameterwerte fiir 4 und y der Gleichung (1) angeben 
kann derart, daB eine Lésung y existiert, welche u als charakteristischen 
Exponenten hat. 
Ist u eine gerade, v eine ungerade Lésung von (1), so kann man 
schreiben : 
y (22) = au(2z) + bv (22); 
y(— 2x) = au(22) — bv (22); 


y(0) =au(0), 
wo a und b Konstante sind. Ist noch insbesondere 
u(0) =1, 


ras 


so erhailt man aus (3) *): 

(4) Cof 2au = u(2z2). 

Mit Hilfe dieser Gleichung werden wir jetzt den charakteristischen Expo- 
nenten fiir absolut groBe Werte der 








ial Parameter 4 bzw. y asymptotisch be- 
rechnen. 
rb Mit F,,,, bezeichnen wir den Absolut- 
la wert des gréBten, mit F,,,, den Absolut- 
otinaaae +a wert des kleinsten Wertes von F(z). 
Za Wa Die Parameter 4 und y kann man als 
Ib wb Koordinaten in einem rechtwinkligen 
a Achsenkreuz denken, die (Ay)-Ebene. 
? In dieser Ebene unterscheiden wir acht 
mt verschiedene Gebiete (Fig. 1): 
(Ia) A und » pos. (Ib) A und y pos. 
A]>7 Fain AS7 Faio 
(IIa) A neg. y pos. (IIb) A neg., y pos. 
|4| > 7 Fes [4] Sy Frnox 
(IIIa) A und y neg. (IIIb) A und y neg. 
[4| Sl 7] Frain [4| Sl 7| Foon 
(IVa) A pos, y neg. (IVb) 2 pos. y neg. 
A}|7| Fes AS |r| Fons 


Wir betrachten den Fall 
[Al+|y| >1, 


*) H. Poincaré, Legons de Mécanique céleste II, 2'¢me partie: Théorie de la 
Lune, p. 45. 








we 


~~ wee 


-_— a ee 














Hillsche Differentialgleichung. 


was in den a-Gebieten gleichbedeutend ist mit: 

|A| 1; |y| endlich oder Null, 
in den b-Gebieten dagegen mit: 

\y|>>1; |a| endlich oder Null. 


Fiir die Berechnung von mw in den a-Gebieten kann man die Gleichung (1) 
mit Hilfe der bekannten Transformation ‘): 


/ y 7 
z=y(1+-7F(2)) 
YF, le 
t= S(l+4 F(z) de 
0 , / 


in die Form einer Volterraschen Integralgleichung: 


t 
cos it + [r(x) 2(e) sin ya(t —r)dr, 
4 
0 


bringen, wo r eine nach Lebesgue integrabele Funktion ist. Diese letzte 
Gleichung hat bekanntlich eine Lésung in der Form einer Potenzreihe 
nach steigenden Potenzen von (A 4 die bestindig konvergiert. Wir werden 
uns aber fortan stets auf das erste Glied beschrinken, woraus in den 
a-Gebieten eine gerade, fiir 2 = 0 auf 1 normierte Lésung der Gleichung (1) 
erhalten wird in der Form: 


4 





A+y F(x) . t 1 \*\ 
(5) y(z) = (75 F0 i) “os fa y F(2x)) dz+0(— )f 
Die Gleichung (5) gestattet, den charakteristischen Exponenten gema8 (4) 
in den a-Gebieten asymptotisch zu berechnen. Man erhilt in den Ge- 


bieten (Ia) und (IVa): 
e 2x et 1\3 
(6) Cof 2xu = cos f (A+ yF(x))*de+O(5), 
i 


woraus hervorgeht, daB yu hier asymptotisch rein imaginaér wird. 
In den Gebieten (IIa) und (IIIa): 

2x 3 

(7) Cof 2ay — Gof f (|4| F|y| F(z))*dx+O(—-), 


wo das obere Zeichen zum Gebiet (Ila), das untere zum Gebiet (IIla) 
gehért. Aus (7) geht hervor, daB jm hier asymptotisch reell wird. Im 


*) Z. B.: R. Courant und D. Hilbert, Methoden der math. Physik, I, 8. 335 und 
8. 368. 
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iibrigen kann man dieses Ergebnis sofort verallgemeinern, da aus der Tat- 
sache, daB die Kriimmung von y(z) nach Gleichung (1) in diesen Ge- 
bieten stets negativ oder Null ist, folgt, daB mw hier insgesamt (nicht nur 
asymptotisch ) reell ist. 

Die Gleichungen (6) und (7) kann man auch sofort aus Formeln von 
H. Jeffreys®) ableiten. 

Wir kommen jetzt zu den 6-Gebieten. Hier kann man mittels der 
Transformation: 


; i 
© a Fia)) 


y 
‘ 


= y| 
Pics | j 

t = f(t+F@) dz 
0 


die Gleichung (1) in die Form: 
t 
z = Cos Vyt+— frie) t) sin ) y(t — t)drt, 
Vy 


mit r wieder eine (L) integrabele Funktion, bringen. Diese Volterrasche 
Gleichung hat wieder als Lésung eine bestandig konvergente Potenzreihe, von 
der wir aber nur das erste Glied benutzen. Als gerade, fiir s—0 auf 1 
normierte Lésung von (1) entsteht hier also: 





(at y P(x)\~* j 4 3 1 Ay 
8) y(2) = (3 F)) {cos (A+ yF(z)) dz +0O(—- Ds 
Aus dieser Gleichung kann man gemi8 (4) den charakteristischen Expo- 
nenten in den b-Gebieten asymptotisch berechnen und erhilt: 

In den Gebieten (Ib), (IIb), (IIIb) und (IVb) 

2x 4 
(9) Cof 2a — Re { cos f (4 + y F(x))*dz\+ 0(—) ‘ 

0 ? 
Denn da die Lésung y nach (8) hier komplex wird, aus (1) aber folgt, 
da8 der reelle und der imaginare Teil von y fiir sich Lésungen bilden, 
hat man wegen der Realitaét von Coj 22 den reellen Teil der Lésung zu 
nehmen. Die Gleichung (9) laBt sich auch schreiben: 


(10) Cof 2xu — Cof{ Sm f (A+ 7F(a))taz)\. 


conf e( [a+ 7 F(z))*az)} +0 o(2y. 


*) H. Jeffreys, Proc. London Math. Soc. (2) 23 (1925), p. 428; vgl. auch S. Gold- 
stein, Proc. London Math. Soc. (2) 28 (1927), p. 82 (part 2). 
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Aus den Gleichungen (6), (7), (9) und (10) lassen sich eine Reihe 
von Schliissen ziehen. 

Zunachst ergibt sich, daB man zu jedem vorgegebenen mw, und 4 
(bzw. y) einen Wert y (bzw. A) finden kann, derart, daB die Gleichung (1) 
eine Lésung besitzt, deren charakteristischer Exponent j, ist, sofern nur s, 
reell oder rein imaginar ist. Aber noch mehr. Die Gleichungen (6), (7) 
und (9) lehren: 


In den Gebieten (la) und (IVa) gibt es zu jedem vorgegebenen ima- 
gindren uw, und reellem y eine abzdhibar unendliche Reithe von 1-Werten 
derart, daB die Gleichung (1) eine Lésung besttzt, die u, zum charakte- 
ristischen Hxponenten hat. 

In den Gebieten (Ib), (IIb), (IIIb) wnd (IVb) gibt es zu jedem vor- 
gegebenen reellen oder imagindren u, und reellen A eine abzdhibar un- 
endliche Rethe von y-Werten derart, daB die Gleichung (1) eine Losung 
hat mit u, als charakteristischem Exponenten. 

Unser nachstes Ziel ist, diese Abzihlung asymptotisch wirklich vor- 
zunehmen. Sie folgt nicht unmittelbar aus Abzahlungsformeln fiir Sturm- 
Liouvillesche Eigenwertprobleme, da man zu deren Bildung stets den posi- 
tiven Charakter gewisser Funktionen fordert, was bei der Gleichung (1) im 
allgemeinen nicht erfiillt sein wird. 

In jedem der Gebiete halten wir hierzu das Verhiltnis |y|:|A| fest: 
+t =a: “ =p. 

Dann ist in den Gebieten (Ia) und (IVa) die Anzahl & der unterhalb 
eines vorgegebenen 4, gelegenen A-Werte, fiir die die Gleichung (1) bei ge- 
gebenem imagindren mu, und reellem y, eine Lésung besitzt, deren charakte- 
ristischer Exponent yu, ist, asymptotisch: 

2x 
(11) lim 0 (2) = firs er a))har. 


ho? @ 
. 0 


Das obere Vorzeichen gilt im Gebiete (la), das untere in (IVa). 

In den Gebieten (Ib) und (IIb) ist die Anzahl der unterhalb eines 
vorgegebenen Wertes y, gelegenen y-Werte, fiir die die Gleichung (1) bei 
vorgegebenem imagindren mu, and reellem 4 eine Lésung besitzt, deren 
charakteristischer Exponent yu, ist, asymptotisch: 


(12) lim M(y)— Momel (ce + Fea )aay, 
0 


Yyor@® 


wo das obere Zeichen zu (Ib), das untere zu (IIb) gehdrt. 
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In derselben Weise erhalt man fiir die Gebiete (IIIb) und (IVb): 
22 
(13) lim a (y) = VE wef f (+ 2 — Piey)baat, 
jor @ é 
wo das obere Zeichen zu (IVb), das untere zu (IIIb) gehért. 
Fiir reelle u, unterscheiden wir zwei Fille: 
1. |u| klein gegen | y,|; 
2. |u| von derselben Ordnung wie | y,|. 

Im Falle 1 gelten in den 6-Gebieten auch bei reellem y, die oben 
angeschriebenen Abzahlungsformeln. Im Fall 2 dagegen kann man einen 
Wert y, angeben, unterhalb dessen keine y-Werte, bei vorgegebenem £, 
vorkommen, fiir die die Gleichung (1) eine Lésung hat mit yu, als charakte- 
ristischem Exponenten. Dieser Wert y, ergibt sich aus (10) zu: 


' se 22 | Mo 
lim y\y,|= 


3n ae =i 
pele gm ( f (46+ F(2))# az) 
0 





wo das obere Zeichen zu (Ib), das untere zu (IIb) gehért, bzw. 


; — 2 x | uo! 

lim ¥|%,|=—2— ary 

—r 3m ( f (+6—F(x))* dz) 
0 


wo das obere Vorzeichen zu (IVb) und das untere zu (IIIb) gehért. 

Die Anzahl der unterhalb eines Wertes | y,| >|y,| gelegenen y- Werte’), 
fiir die die Gleichung (1) eine Lésung mit dem charakteristischen Expo- 
nenten yu, hat, ist somit: 


(14) lim 9 (y) = Htel—Vins! ste ( (+64 F(2))*az), 


lyo| > @ 





wo die Vorzeichenkombination in jedem Gebiete die eben angegebene ist. 

Ist « reell, so gibt es labile Lésungen der Gleichung (1), denn bei 
beliebig vorgegebenen Anfangsbedingungen wichst y in diesem Fall mit z 
iiber alle Grenzen. Andrerseits hat man fiir imaginares u stabile Lésungen 
von (1), da y dann bei beliebigen Anfangsbedingungen fiir alle x endlich 
bleibt. Jene Gebiete der (Ay)-Ebene, wo 2am reell ist oder naz J—1 
(n ganze Zahl), werden wir ,labile Lésungsgebiete“, die, fiir welche 22u 
imaginiér + naV—1 ist, ,stabile Lésungsgebiete“ nennen. Die Grenzen 
zwischen stabilen und labilen Lésungsgebieten entsprechen y- und 4-Werten, 
fiir die 224 —2nz Y—1 (m ganze Zahl) oder (2n-+1)2 Y—1 ist. Im 
ersteren Fall gibt es ganzperiodische Lésungen von (1) (Periode 27), im 
letzteren Fall halbperiodische Lésungen (Periode 4 2). 


®) yo soll das gleiche Vorzeichen wie y, haben. 
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Wir kénnen die friitheren Ergebnisse dann zusammenfassen in: 

Die Gebiete (la) und (IVa) sind asymptotisch stabile Lésungsgebiete 
mit schmalen labilen Stretfen; die b-Gebiete sind asymptotisch labile 
Lésungegebiete, die aber von schmalen stabilen Streifen durchzogen werden. 
Die Gebiete (Ila) und (Illa) sind insgesamt labile Lésungsgebiete. 

Aus der Gleichung (10) fiir die b-Gebiete kann man folgern: In den 
b-Gebieten folgen bei vorgegebenem # und wachsendem 4 (bzw. y) der 
Reihe nach stets zwei Werte von 4 (bzw. 7), fiir die halbperiodische Lésungen 
der Gleichung (1) existieren auf zwei Werte, fiir die es ganzperiodische 
Lésungen gibt. Zwischen den beiden 4- (bzw. y-) Werten, denen halbperio- 
dische oder ganzperiodische Lésungen entsprechen, liegen 1- (bzw. y-) Werte, 
fiir die « reell ist. Zwischen ungleichnamigen {- (bzw. y-) Werten ist u 
imagipair’). Insbesondere folgt aber noch aus (10), daB in den b-Gebieten 
nie zwei halbperiodische A- (bzw. y-) Werte oder zwei ganzperiodische A- (bzw. y-) 
Werte zusammenfallen kénnen. Asymptotisch wird also hierdurch in den 
b-Gebieten das Auftreten von Doppelpunkten der Grenzkurven zwischen 
labilen und stabilen Lésungsgebieten der Gleichung (1) ausgeschlossen. 

Wird in den b-Gebieten |y| gréBer, so werden, wie aus (10) folgt, 
die stabilen y-Intervalle bei vorgegebenem || stets kleiner. Insbesondere 
kann man zu jedem vorgegebenen |A| zwei (einen positiven und einen 
negativen) y,-Werte angeben derart, da fiir alle |y|, die gréBer sind 
als |y,|, die stabilen y-Iniervalle eine Breite besitzen, kleiner als eine 
beliebig kleine pos. Zahl. Dieser Satz bildet das vollstindige Gegenstiick 
zu einem aus (6) folgenden, der besagt: 


Zu jedem vorgegebenen |\y| kann man stets einen (positiven) A-Wert 
finden derart, daB jiir alle 4 oberhalb dieses Wertes die labilen A-Inter- 
valle eine Breite besitzen, kleiner als eine beliebig kleine pos. Zahl. 

Der vorletzte Satz ist der allgemeine Ausdruck einer von E. L. Ince 
empirisch bei der Mathieuschen Differentialgleichung gefundenen Tatsache *). 

Man kann ihn noch erheblich verschirfen. Wir denken uns hierzu y 
in den Gebieten (Ib) und (IIb) festgehalten. Wenn dann 4 im Gebiete (Ib) 
kleiner wird, wird 


2x . 
gm (J (A+yF(x))tdz) 


gréBer und somit auch der erste Faktor der rechten Seite von (10). Diese 
Zunahme des ersten Faktors setzt sich in das Gebiet (IIb) hinein fort, 
d.h. er wird gréBer, wenn 4 von einem vorgegebenen positiven Werte 


*) O. Haupt (Math. Annalen 79 [1919], S. 281) hat die letzten drei Sitze allge- 
mein, nicht nur asymptotisch, bewiesen. 
*) E. L. Ince, Proc. Royal. Soc. Edinburgh 46 (1925), part. I, p. 29. 








566 M. J. O. Strutt. 


durch Null zu einem negativen Werte lauft. Wenn der erste Faktor der 
rechten Seite von (10) aber steigt, bedeutet dies, daB die 4-Intervalle, fiir 
die « imaginar ist, d. h. die stabilen Intervalle schmaler werden. Genau 
dasselbe schlieBt man bei vorgegebenem y in den Gebieten (IIIb) und 
(IVb). Wir kommen zum Satz: 

In den b-Gebieten werden bet vorgegebenem y die stabilen i-Inter- 
valle kleiner, wenn A von positiven nach negativen Werten lduft. Sie sind 
am gréBten an den Grenzen mit den Gebieten (Ia) und (IVa), am kleinsten 
an den Grenzen mit den Gebieten (Ila) und (IIIa). 

Die kleinsten stabilen 4-Intervalle haben wir also in den Gebieten 
(IIb) und (IIIb) zu erwarten. 

Wir werden jetzt asymptotisch den Verlauf der Grenzkurven zwischen 
labilen und stabilen Lésungsgebieten in den zuletzt genannten Gebieten der 
(Ay)-Ebene berechnen. 

Da die stabilen Intervalle hier auBerordentlich schmal sind, fallen die 
Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Lésungsgebieten, fiir die ja 


Cof2a2u=— +1 
ist, paarweise asymptotisch zusammen mit den durch 
Cof22un=— 0 
bestimmten Kurven. Hieraus ergibt sich, daB man sie asymptotisch aus 


der Gleichung 


Qn 
Re f(a y F(x))tdx =(n+43)2 (nm ganze Zahl) 


0 


erhalten wird. Nun ist aber in den b-Gebieten |y| groB, so daB man 
asymptotisch hat: 


(14a) lim me( J (a+ y F(x) dz) - 0, 
welche Gleichung erfiillt wird, wenn / negativ ist, und 
[4 , 
‘ y = Finn 
im Gebiete (II b), wahrend 
| : = Fin 
im Gebiete (IIIb). Da im Gebiete (IIb) definitionsgemaS gilt 
|4| 
y F Ss Foss 
und im Gebiete (IIIb) 
|a] 
cH < Frain ? 


kénnen die Ungleichungen fiir den asymptotischen Verlauf der Grenzkurven 
in Gleichungen umgesetzt werden. Es gilt somit der Satz: 





eg, 


—- east bet tet CUCL OU 
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Im Gebiete (I1b) wird der asymptotische Verlauf der Grenzkurven 
zwischen labilen und stabilen Lésungegebieten der Gleichung (1) gegeben 
durch 


r Rie a £ 
(15) = Fax + 0(—) (O pos.), 
im Gebiete (IIlb) durch 

. a io me 
(16) — = Fan oc) (O pos.). 


Obwohl die Grenzkurven in diesen Gebieten immer mehr gerade ver- 
laufen, besitzen sie doch i. a. keine Asymptoten *). 

Der letzte Satz ist eine Verallgemeinerung von Gleichungen, die 
E. L. Ince*®) auf eimem Weg iiber das Hermitesche Eigenwertproblem fiir 
die Mathieusche Differentialgleichung erhalten hat. 

Da die Gleichung (14a) in den Gebieten (Ib) und (IVb) nicht erfiillt 
sein kann, ist der durch (15) und (16) ausgedriickte einfache asymptotische 
Verlauf der Grenzkurven nur in den Gebieten (IIb) und (IIIb) vorhanden. 
Durch die bereits friiher erwahnten Beziehungen der Grenzkurven zwischen 
labilen und stabilen Lésungsgebieten der Gleichung (1) und den ganz- 
bzw. halbperiodischen Lésungen dieser Gleichung kann man den letzten 
Satz auch noch folgendermaBen formulieren: 


In den Gebieten (IIb) und (IIIb) fallt bei vorgegebenem |y| asym- 
ptotisch fiir |y|—+ co ein ganzperiodischer Higenwert 4 der Gleichung (1) 
mit einem benachbarten halbperiodischen zusammen. Im Gebiet (IIb) 
sind die zusammenfallenden ganz- bzw. halbperiodischen Higenwerte ge- 
geben durch (15), im Gebiet (II1b) dagegen durch (16). 

Dieser Satz findet wieder ein Gegenstiick fiir sehr kleine |y| und 
pos. A, also in den Gebieten (Ia) und (IVa). Fragt man fiir verschwin- 
dendes y nach einer Lésung von (1), die ganz- oder halbperiodisch ist, 
so hat man es mit einer entarteten Aufgabe zu tun: Jeder Eigenwert ist 
zweifach. Zwei ganzperiodische Eigenwerte fallen immer zusammen, ebenso 
zwei halbperiodische, wahrend fiir sehr groBes |y| gerade immer ein ganz- 
periodischer Eigenwert mit einem halbperiodischen asymptotisch zu- 
sammenfiallt. 

Ist y wenig von Null verschieden, so wird die Entartung im all- 
gemeinen aufgehoben, wenn vielleicht auch nicht in erster Ordnung. Die 


*) E. L. Ince (Proc. London Math. Soc. 28 (1923), 8. 56) behandelt ein Beispiel, 
wo in der in O zusammengefa8ten Reihe das Glied mit a als Faktor fehlt, also 
wohl Asymptoten vorhanden sind. Viy| 

10) E. L. Ince, Journal London Math. Soc. 2 (1927), Part I, No.5, p. 48; vgl. auch 
8. Goldstein, Trans. Cambr. Phil. Soc. 23 (1927), p. 321. 
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Mathieusche Gleichung bietet ein interessantes Beispiel'’) dafiir, daB mit 
3 
i= (F) ; yO (m ganze Zahl) 


die Entartung erst bei der n-ten Potenz von y aufgehoben wird, also 
erst in n-ter Ordnung. 
Die Bedingung, da8 bei 


1=(%); y—0 


die Entartung erst in hdéherer als erster Ordnung aufgehoben wird, kann 
man der Stérungsrechnung der Eigenwertaufgaben entnehmen. Sie lautet 
dahin, daB die Gleichung 


—d 
| By, C Bis | —_ 0, 
Bey By, — 0 
mit 
ax 22 
Bus = [ F(x) sin* ($2) dz, By = [Fte) cos? (5 *} ez, 
: 0 


2x 


Bus = Bes =| F(2) sin (F x) cos (+ x) dz, 
0 


zwei zusammenfallende Wurzeln 5 haben muB. 

Aus unsern asymptotischen Betrachtungen ergibt sich aber, daB die 
Entartung in den b-Gebieten sicherlich aufgehoben ist. Hieraus folgt, 
daB die Punkte . 

n \ 
4=(F)i r= 0 


Doppelpunkte der Grenzkurven zwischen labilen und stabilen Lésungs- 
gebieten der Gleichung (1) sind (mit Ausnahme von 4=0, wo eine Kurve 
hindurchgeht), was eine Verallgemeinerung des gleichlautenden Ergebnisses 
fiir die Mathieusche Gleichung ist **). 

Da die halb- bzw. ganzperiodischen Eigenwerte in letzter Zeit fiir die 
Mathieusche Gleichung numerisch angegeben worden sind, bietet diese 
Gleichung einen willkommenen numerischen Priifstein fiir unsere asym- 
ptotischen Ergebnisse. Hierzu schreiben wir die Mathieusche Gleichung in 


der Form 
re. 40 4 
qa +(A+ycosz)y=0 





und berechnen zB. den charakteristischen Exponenten fiir 4=0 und y 





“) Verf., Math. Annalen 99 (1928), 8. 628. 
‘*) H. Poincaré, Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, II, p. 229. 
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groB und pos. Die Gleichung (10) ergibt: 
(17) Cof 2a2u— Gof Vy cosEyVy, 


mit 


ieee TE 


E=2 


Ycos x dz, 


wofiir man erhalt: 


(3\ (7 
B=2-* ra) "G4) = 2-O908.... 
r(j) 
Wahlit man 
E\y==, 


so fallt hier der zweite halbperiodische Eigenwert der Gleichung (2) schon 
sehr nahe mit dem zweiten ganzperiodischen zusammen. Als Mittel der 


beiden Eigenwerte erhalt man 
9 


pei — = $,86..., 
4(0,762...)? 
wahrend Inces**) Werte durch graphische Interpolation ergeben 
y = 3,77... . 


Die Ubereinstimmung ist bei diesem niedrigen y-Werte sicherlich be- 
friedigend. 

Die héheren Eigenwerte auf der y-Achse fiir die Mathieusche Glei- 
chung werden angenihert gegeben durch 


/ 1\2 
(+5) 
E?® 
wobei die dritte Stelle schon fiir n = 2 richtig ist. 

Fiir die Mathieusche Gleichung und jede andere mit zu einem durch 
F(x)=0 gegebenen Punkt zentralsymmetrischer Funktion F(x), fiir die 
FP nex = Fnin = 1, in (1) vereinfacht sich die Fig.1 dahin, daB die Grenzen 
zwischen den Gebieten a und b unter 45° und 135° mit der + A-Achse 
verlaufen, wodurch die Figur und der Verlauf der Kurven fiir konstantes u 
zur 4-Achse spiegelsymmetrisch werden. 


ly|= 


Eindhoven, Natuurkundig Laboratorium der N. V. Philips’ Gloei- 
lampenfabrieken, August 1928. 


18) Proc. Royal Soc. Edinb. 46 (1926), Part II, p. 321. 


(Eingegangen am 10. 10. 1928.) 
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Sur les intégrales des équations differentielles considérées 
comme fonctions des paramétres. 


Von 
Kyrille Popoff in Sofia. 


On doit & H. Poincaré*) le théoréme suivant: 
Soit 
d 
Tf (2, t, w) 
une équation différentielle, oi f(z, t, 4) est une fonction continue de ¢ et 
holomorphe de z et m quand ¢ varie dans l’intervalle (t, — a,,t, +a), 
z et uw variant dans le domaine 
|lz—2,|<5, lufl<re 

Dans ces conditions lintégrale x = p(t, ~) qui pour t=¢, se réduit 
& x, est une fonction holomorphe de « pour | u|<r tant que |t—t,|< A, 
ot A est la plus petite des deux quantités 
b 
M > 
M étant le module maximum de f(z, t, ~) dans le domaine défini plus haut. 

Poincaré démontre de méme que, si pour toutes les valeurs de ¢ 
comprises entre ¢, et ¢,-+a@ la fonction f(z, t, ~) reste holomorphe de yu 
et x autour du point u=—0, z= q(t, 0), Pintégrale y(t, ~) est une fonc- 
tion holomorphe de ys pour toutes les valeurs de ¢ de [lintervalle 
(t,,%,-+-a@), pourvu que || soit assez petit. 

Dans ses Legons de Stockholm M. Painlevé a poursuivi l'étude des 
intégrales comme fonctions des valeurs initiales des variables dans le cas 


a, 





*) H. Poincaré, Les méthodes nouvelles.etc. 1, p. 53—61. Voir aussi E. Picard, 
Traité d’analyse 2 (1905), p. 327; Kyrille Popoff, Les méthodes d intégration de 
Poincaré et le probleme général de la Balistique extérieure, Paris 1925, p. 50-—52. 
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des points singuliers algébriques et a établi qu'il existe une corrélation 
entre les points critiques par rapport 4 la variable indépendante et les 
points critiques par rapport aux valeurs initiales des variables. Dans la 
note suivante nous généralisons et approfondissons ses résultats dans le cas 
d'un paramétre quelconque. 

Supposons que la solution 1u=0,z=—(t,0) passe par un point 
singulier [u=—0,t=—t,, 2, =—(t,,0)] de f(z,t, u). Nous nous propo- 
sons d’étudier lintégrale gp (¢, «) comme fonction de ~ autour de pz = 0 et 
pour ¢=1t,. Plus spécialement nous supposons que t, est un point singu- 
lier algébrique de Vintégrale x = p(t, 0), ce qué exige que f(z,t, u) soit 
une fonction analytique de t et que 

1 


Te, 4,07 — © (24,0) 


sannule pour t=t, sans que F(z, t,,0) s’annule quel que soit x. 

Nous allons montrer que u=0 est un point singulier algébrique de 
la fonction p(t,, u) de pm. 

On peut poser la question de deux maniéres différentes: 

1. On peut considérer la famille des intégrales qui pour t=, se 
réduisent & z,, quel que soit 4; c’est la famille des intégrales qui passent 
par le point (z,, t,). 

2. On peut considérer la famille des intégrales qui passent par un 
point (z,,¢%,) quin’est pas un point singulier de f(z,¢, 4) pour u=—0 et 
qui contient Vintégrale qui pour ~=—0 passe par le point (z,,%,). Le 
premier cas est un cas particulier de celui-ci et correspond & (t,, x) = (t,, 2,). 

Nous commencerons par le cas général. 

Considérons )équation 


(1) = =f (2, t, u) 


et supposons que 
1 
T(z tn) 
qui s'annule pour u=—0,t—t,, = 2,, est une fonction holomorphe de 
z,t, 4 dans un domaine 


P (x,t, ), 


lu|<r, |t—t|<a, |e—2,|/<5}, 


qui contient le point 1n—0, t=t,, r=, et tel que D(z,,t,,0) +0. 
Nous supposons de plus que z= 2, est un zéro d’ordre (p—1) de la 
fonction ®(z, t,,0), cest-a-dire qu’on ait 


P(x, t,,0) = (x —2,)?~*G,(2,t,,0) avec ,(x,,t,,0) +0. 
37* 
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Nous désignerons par 
(2) z= —(t, Xp, bo, #) 


Pintégrale de (1) qui pour ¢=¢#, se réduit & z,, quel que soit u, et passe 
par le point (z,,¢,) pour ~=0. On a par conséquent 


2, = Pp (t,, Zs be, 0). 


On sait que ¢, est un point singulier algébrique de la fonction 
z= (t, z,,t,,0) et qu’on a, d'une maniére plus précise. 


=) 
2—2,=a2\|(t—#t,)"], 


1 
a désignant une fonction holomorphe de (¢ — ¢,)”, s’annulant pour ¢ = t,. 
Nous nous proposons d étudier 
z= p(t,, Zp, ty, #) 


comme fonction de u autour du point u=—0. 
Pour cela nous étudierons l’équation 


ve dt 

(3) qc OP (2, t, ) 
et son intégrale 

(4) t = 4 (2X, Xo, to, “) 


qui est une fonction holomorphe de z,, t,, ~ se réduisant & ¢, pour z = z, 
quel que soit pu. 
Le point z, est un point ordinaire de la fonction z(z, 24, t,, 0) 
et Pon a 
$, = 4 (2, qs by, 0). 


Puisque, d’aprés notre hypothése, la seconde partie de (3) se réduit 
a (2 —-2,)?~*®,(z,t,,0) pour ~=0, t= ¢#,, on aura pour ces valeurs 
de ces variables et pour z = z, 





dt d*t d?-*¢ d?t 
Om" =? et que TO, 
ou bien 
é ar-t 
5g X (2%, Xs by, 0), = +. = sopra BAS Zo, to, 0), =9, 


oP 


jar % (z, Zo» to» a oa 0 ] 


dot découle le développement de x—z, suivant les puissances de 
1 


(¢—#,)? pour uw=0. 
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Notre but étant l’étude de z comme fonction de yu, pour t =?#,, nous 
ferons dans (4) ¢=¢, et nous développerons le second membre de cette 
expression suivant les puissances de x—z, et mw. On obtient ainsi la 
relation suivante 


a * 9 
(A) BG, a(t Zo, to, 0) +4 Fat % (4: Zo, ty, 0)+.. 





- (z—2,)* a* 
+2 i pat X (®y» Zo» bo, 0) + S = 
k=p 
qui détermine z comme fonction de ~ pour t=t,. S désigne ici ’ensem- 
ble des termes qui contiennent «(xz — z,) en facteur. 
Dans le cas ot 


7) 
pn 1 (2, Xo, ty, 0) +O, 


la relation (A) détermine p fonctions z de mu qui pour u = 0 se réduisent 
& x, et qui se permutent circulairement quand ,» tourne une fois autour 


du point ~=0. On aura ainsi 
1 


2—2,=2(y?), 


ot a désigne une série suivant les puissances positives et entiéres de pn? 
Sannulant pour u = 0. 
Si au contraire on a 

6 

on 1 (Xy, Xp, ty, 0) = 0 
les p racines de (A) qui pour 1 = 0 se réduisent 4 z, se partageront en 
groupes, les racines d’un méme groupe se permutant circulairement lorsque 
» tourne dans son plan autour de «= 0. On aura ainsi 


1 


P 


1 


), e—a—a,(), ..., 2—2,—2,(u*), 


2—2,—,(n 

avec 

Py t+ Py t++- +P, =P» 
les p, etant des entiers positifs, tous les cas possibles pouvant se présenter. 
Dans le cas oi p,=1, la branche correspondante de z sera une fonction 
holomorphe de u pour n= 0. 

En vue des applications ultérieures, nous considérerons de plus prés 
le cas p= 3. Ici 1° les trois racines peuvent former un groupe circulaire; 
2° deux racines peuvent former un groupe circulaire, la troisiéme repre- 
nant sa valeur quand uv tourne une fois autour de u = 0 et enfin 3° les 
trois racines peuvent reprendre leurs valeurs quand mu tourne une fois 
autour de ~=0. Tous ces cas sont bien possibles. Nous allons donner 
des exemples de chacun d’eux. 
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Pour plus de simplicité nous écrirons |’équation (A) sous la forme 


(B) (2% —2,)* [Gyo + yo (% — 2) +---] + 2" [a ,4+4% 414 +---] 


+ w(z—-2,) Sa,,(2—2,)*p**=0 
avec 


19 = 44, = 0, By, = Aggy = --- = Gy ,_1 = 9, a, + 0, a ,+9. 


Nous marquerons, comme d’habitude, dans le plan (ik) les points 
dont les coordonnées sont les exposants des différents termes de (B) es 
nous formerons la ligne brisée, convexe vers Vorigine, dont les pointet 
sont des points (¢k) choisis de fagon qu’aucun point (¢&) ne vienne dans 
Pespace entre cette ligne et Vorigine. La ligne ainsi définie s’appuie aux 
axes par ses extrémités et peut étre formée d’un, de deux ou bien de trois 
segments. De méme, il se peut que certains de ces segments contiennent 
d’autres points (¢k) que les points terminaux. A ces différentes possibilités 
correspondent des formes différentes de développements de z — z, suivant 
les puissances fractionnaires de jp. 

I. La ligne est faite dun segment qui joint les points (3,0), (0,8) 
et ne contient pas dautres points (4, k). 


Le coefficient angulaire de ce segment étant 


> 


| & 


nous poserons, dans le cas ot s n’est pas divisible par 3, 
p=’, z—2z,=é»’. 
Avec ces expressions de u et de x — z,, léquation (B) devient 
v** (dug + ay, +A) =0, 


A représentant Vensemble des termes qui ne sont pas donnés d'une 
maniére explicite dans la paranthése. Les racines de 


Oyy E* + a,,= 0 
étant distinctes et différentes de zéro, les racines de léquation 
a, é°+a,,+7A=0, 


qui pour des valeurs de » voisines de zéro différent peu des racines pré- 
cédentes, sont des fonctions réguliéres de ». Par conséquent les racines de 
Péquation (B) qui pour « = 0 se réduisent 4 z, seront de la forme 


7 1 


gig ae: 
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Ces racines forment un groupe circulaire. 


Pour s =1 ou aura 
1 1 


juvnee* Me?). 
Supposons maintenant que s soit divisible par 3 et posons 
e=3l. 
Dans ce cas la substitution 
pent ones Ep! 
donne 
p* (dy E* + dy, + A) =0 
et Péquation 
Myo§* +4,+uA=0 
aura trois racines distinctes, différentes de zéro et réguliéres dans le voie 


sinage de u = (0) 
Ea, + uBpt pe yt... (¢ =1, 2, 3) 


On aura par conséquent 
e—a,=—p'(a,+fputyu r+...) 
Toutes les racines sont des fonctions holomorphes de u 
Il. La ligne se compose d’un segment qui joint les points (3,0) 
(0,8) et contient un point (tk). 
Ici on peut avoir les deux cas suivants: 


28 


a) t=l1, =—=2l, 


et la substitution 
z—2,=éy' 
conduit & Péquation 


H" (yo §° +4,,¢ +4, + “A) = 0. 
Si les racines de l’équation 
(5) Gyyé* + 0,8 + a, = 0 
sont simples, les racines de |’équation 


(6) Oy f+ 0,46 +4, +HA=0, 
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sannulant avec uw, seront distinctes et réguliéres autour de 1=—0. Par 
conséquent {B) admettra trois racines de la forme 


z— 2, = p'(a,+ wp, + w*y, +...) (¢=1, 2,3). 


Supposons maintenant que l’équation (5) en & admette une racine 
simple et une racine double (elle ne peut pas avoir une racine triple). 
A la racine simple correspondra un développement de z — z, suivant les 
puissances entiéres et positives de yu. 

Soit , la racine double de (5). Pour séparer les deux racines de 
(6) qui pour « = 0 se réduisent 4 &, on posera 

é=6 +7 
et lon obtiendra, en tenant compte de ce que &, est une racine double 
de (5), 
n* (3 dyq + x97) + HA=0. 


Les deux racines 7 qui sannulent pour «= 0 seront des fonctions 
holomorphes de yu ou bien se permuteront autour de u=—0. Dans ce 
dernier cas elles seront de la forme 


n=eu'+ pui+... 
et par conséquent on aura 
2—2,—p'[8,+eut+ put +... 
On traite de la méme fagon le cas i = 2, k=, le cas de deux 
points sur le segment (3,0), (0, 8) et les cas ot la ligne est formée de 


deux ou de trois segments. Pourtant dans le cas s =1 ou n’aura qu'un 
groupe circulaire de trois racines. 


Considérons maintenant le cas spécial of le point (z,,¢,) coincide 
avec le point (z,,¢,) qui annule ®(z,t,0) et étudions lintegrale qui 
pour ¢=¢#, se réduit & z,, quel que soit 4. Nous supposerons encore que 
x, est un péle d’ordre p—1 de f(z,,t,,0) et que par conséquent, pour 

1 


#=0, x sera une fonction holomorphe de (¢ — t,)?. Nous nous propo- 
sons d’étudier lintégrale x comme fonction de ~ pour ¢=#;. Pour cela 
nous reprendrons |’équation 

d 


is = D(z, t, u) 


dont lintégrale ¢ qui se reduit 4 t, pour z= 7,, quel que soit uw, est une 
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fonction holomorphe de u 


t—t, = A,(u) (2 — 2) +4, (a) (2 —2,)" +... 
+ 4,_,(#) (@—%,)?"?+.4,(u) (2-2)? +... 


A, (0) = A4,(0) =...=A,_,(0)=0, A,(0) +0, 
Pour t=, on aura 


0 = A, (u) (2 — 2) +4, (a) (2 —%,)*+.... 
Cette équation est vérifiée par x =x, quel que soit uw. Les autres racines, 
quit pour 4=0 se réduisent a x,, seront données par Téquation 
0=A,(u)+ 4, (m) (e—2,) +... 
que nous mettrons sous la forme 
_  04,(0) , #* 8*A,(0) 
0=— bb On + Dy Ou* aa eee 

+ (x aos z,)”~*[A, (0) + A,,,(0) (x ~ x,) + vee] + u(x v¥ a,)A. 

Cette équation détermine les (p—1) fonctions cherchées qui pour 
#=0 se réduisent & x, et qui forment des groupes circulaires. Dans le 
cas de groupes d’une seule fonction, les branches correspondantes seront 


des fonctions holomorphes de yu autour de u = 0. 
Considérons enfin le cas of ®(z,t, 4) peut étre mis sous la forme 


P(x, t, Ht) _ ®, (zx, t)- ®, (2, t, #), 


avec 








avec 


?,(z,, t,) =0. 
Liintégrale de Péquation 
dt 
az = P (a, t, #) 
qui pour z= 2, se réduit 4 ¢, sera de la forme 


t—t, = A,(u) (zw — 2)? + A,,,(4) (2 —- #,)?** +... 
avec A, + 0. 
Pour t= #, cette équation détermine p fonctions z de m partout 


égales & 2,. 
Remarque. Nous aurions pu réduire l'étude de |’équation 


qui admet une intégrale premiére « = const., & l’étude de l’équation aux 
dérivées partielles 


oF oF oF 
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qui admet une intégrale F(z,t, mu) réguliére autour du point z= z,, 


t=t,, 4= 0 et telle que, pour z,, voisin de z,, on ait 
F (z,,t, wu) = a(t, ), 
@(t, #) étant une fonction arbitraire holomorphe de ¢, yu. 
L’équation 
F (x,t, ») = (t, 2) 
détermine la famille des integrales de l’équation donnée qui pour ¢ = ¢, se 
réduisent & z, quel que soit ~. Pour que l’intégrale qui correspond a 
fs = 0 passe par le point z,, ¢, il faut qu’on ait 
F(z,,t,,0)= w(t, 0). 


A des différentes fonctions w,(t, 4) correspondent des différentes 
fonctions F,(z,t, 4) et il est facile 4 montrer, en considérant le déter- 
minent fonctionel, que les équations 


P,(z, t, ft) = w; (to, #) 
déterminent la méme courbe intégrale. On aurait pu mettre ainsi, sans 
restreindre la généralité, w(t, u)——t-+u et obtenir sous une forme 
commode les conditions suffisantes pour que la courbe intégrale passe par le 
point critique considéré, 
Cette méthode a lavantage de pouvoir étre facilement généralisée et 
appliquée a )’équation 
dx _ _az+f,(z,t,u) 
dt = bt +f, (x,t, u)® 


ou f,,f, sont de second degré au moins par rapport a z, t, mu. 


(Eingegangen am 27. 6. 1928.) 
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Sur le probléme des trois corps. 


Von 
Kyrille Popoff in Sofia. 


Nous nous proposons d’étudier les intégrales des équations différen- 
tielles du probléme des trois corps autour d’un point singulier qui cor- 
respond & un choc binaire défini par r=—0 (r est la distance entre les 
corps qui se choquent), Au moment du choc, le troisiéme corps étant & 
une distance finie, sa présence se manifestera par des perturbations qu’on 
peut négliger dans une premiére approximation; on ramene ainsi l'étude 
des singularités du probléme ‘ies trois corps 4 l’étude des singularités dans le 
probléme des deux corps, 

Or dans le probléme des deux corps et dans la théorie des per- 
turbations planétaines, c’est l’anomalie excentrique u qui s'introduit d’une 
maniére naturelle comme variable indépendante. Le passage au temps 
moyen ¢ nous est procuré par ’équation de Kepler 


(1) u—esinu—nt 
(e désignant l’excentricité et n le moyen mouvement); elle détermine u 
comme fonction de ¢. Cette équation donne 


(2) & =n: (1—ecos) 


et détermine « comme fonction holomorphe de ¢ tant que la seconde 
partie de (2) est finie. Mais puisqu’on a 
r =a(1— ecosu) 


Péquation (2) peut étre mise sous la forme 
(3) tea 


du sna 


dou lon voit que la variable indépendante u de M.Sundman n’est que 
Panomalie excentrique multipliée par une constante. 
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Les points singuliers de u comme fonction de ¢ sont donnés par 
1 — ecosu=0 (r =0) 


considéré simultanément avec léquation (1). 
Soit u,,€),% un systéme qui satisfait 4 ’équation de Képler: on aura 


1 1 : 
(4) *—t,= —(1 — & COB Uy) (% — Uy) + Ta fo SIN Uy (U — u,)*+... 
Pour un point singulier on a 1 — ¢,cosu,—0 et par conséquent on aura 
u— u,=(t—t,)  2((t —t,) *) 


oi a(x) désigne une fonction holomorphe de z. 

Or M. Sundman a montré que les coordonnées sont des fonctions holo- 
morphes de u. Par conséquent, en général, dans le probléme des trois 
corps, autour dun choc binaire défini par la condition unique r= 0, 
les coordonnées doivent étre des fonctions holomorphes de (t —t,)”. 
M. Chazy*) a constaté qu’en effet les éqguations du mouvement dans le 
probléme des trois corps sont vérifiées par des séries qui procédent suivant 
(t —t,)"* et contiennent le méme nombre de constantes @intégration que 
Pintégrale générale. Mais ce cas ne se présente pas dans un choc réel. 
Car, pour u, réel, la relation 1 — ¢,cosu, — 0 entraine «,=1 et sinu,=—0, 
et par conséquent, dans ce cas, les deux premiers termes de la série (4) 
seront nuls et on aura 


U — ty = (t — ty) * x((t —t)”). 


M. Sundman*) a montré qu’en effet, autour d’un choc binaire les 
coordonnées sont des fonctions holomorphes de (t —t,)* et M. Chazy?) 
a constaté que l’intégrale de M. Sundman contient deux constantes de 
moins que l’intégrale générale. 

Dans son étude des intégrales des équations du mouvement autour 
dun choc binaire réel M. Sundman raméne les équations différentielles a 
un systéme régulier qu’on peut intégrer par la méthode de Cauchy. Dans 
ce travail nous taécherons d’approfondir l'étude des intégrales autour d’un 
choc binaire réel en ramenant les équations du mouvement 4 un systéme 
d’équations présentant lui-méme des singularités dont l’étude a été faite 
par Poincaré et approfondie par M. M. Picard et Dulac. Nous montrerons 
que les intégrales de M. Sundman ne sont pas les plus générales qui puis- 


*) Jean Chazy, Sur les points singuliers de l’intégrale générale du probléme des 
nm corps, C. R. 157 (1913), p. 1898—1400. 

*) Karl F. Sundman, Mémoire sur le probléme des trois corps, Acta mathematica 
86 (1912/18), p.105—179. — Voir aussi T. Levi-Civita, Sur la régularisation du pro- 
bléme des trois corps, Acta mathematica 42 (1920), p. 99—144. 
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sent satisfaire aux équations différentielles du mouvement. Les résultats de 
M. Dulac laissent voir qu’il pourait y avoir encore une infinité d’intégrales 
satisfaisant aux équations différentielles pour r—0 avec une différence 
de coordonnées nulle. Nous montrerons pourtant que les intégrales de 
M. Sundman sont les seules qui satisfont aux équations différentielles 
en faisant décrire & la variable indépendante des chemins d’une longueur 
finie. 

Pour plus de simplicité nous considérerons le probléme dans le plan, 
le passage au probléme de l’espace ne présentant aucune difficulté. 

Les théories qui nous ont servi comme base étant devenues classiques, 
nous n’avons pas jugé nécessaire d’en rappeler les résultats principaux. On 
en trouve une exposition claire et suggestive dans les chapitres I, II, X 
du tome III du Traité d’Analyse de M. Picard. 


Etude des intégrales autour d’un choc binaire réel. 


Considérons trois corps P,, P,, P, qui sattirent suivant la loi de 
Newton et dont les masses m,, m,, m, sont positives. Nous désignerons 
par rf), 7,, f= 7 les distances P, P,, P,P,, P,P,, pat x, y les coordonnées 
de P, par rapport & des axes rectangulaires de direction fixe dont lorigine 
est & P, et par &, 7 les coordonnées de P, par rapport au centre de 
gravité de P, et P,. 


En posant 
m=m,+m,, M=m,+m,+™m,, 
_ m tit m, 1 am PM | _m 1 m, 1 
B= ate —a-mw Pa ata 
les équations différentielles du probléme peuvent s’écrire 
a* M2 d*y my 
— <7 — m,zB+m,éC, —_—*< —m,yB+m,7C, 
(A) 
a* a* 
i= — MED+"™™ 02, ot = — MnD+=™%™ Oy. 


Nous ferons le changement de variables suivant 


— 1 1 
p= Jz, q=YVy, Ga, v=, 


zx 


xy¥=* 1 v 1 


p 2 Vz’ q y'Vy’ 





r? an p* + q* 
et nous introduirons les variables 4 et « définies par 


2 2 
wae, p=, a‘+p‘=1. 
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Nous obtiendrons ainsi facilement les équations suivantes: 








dX di u*Y dq 
(4) X(-14 Om N+ HP) ify —aex(h4 +#)] ex a 
: ee 


wy. dy wy du dp 
2 A 
~ 4ex Y[(—1+2mY* w*+q*Q} ~ 48x ‘e[1— er ( +¥)| P 








be] 


dt = 2p* Xdp, 
qui déterminent le mouvement de P, autour de P,. 
Nous avons d’autre part l’intégrale des forces vives 


2m m* 


a! $y’? — FR — (er 4 9!) + 2 5 Ee _ x, 





oi K est la constante des forces vives et x’, £’ ... désignent les dérivées 
de z,é,... par rapport a ¢. 
On peut mettre cette intégrale sous la forme 


1 


= + — 2m ut =—@*(K+m,L), 


en désignant par m, L les termes qui contiennent m, en facteur. 
On satisfait aux équations (A) par des séries qui procédent suivant 
les puissances entiéres et positives de p et l’on a de plus 


2 


ou X, est la valeur de X au moment du choc (¢=0). Pour démontrer 
la convergence de ces séries et se rendre compte de la généralité de ’inté- 
grale ainsi obtenue nous suivrons la marche suivante: 

Autour d’un choc réel (rf = 0, p=0, g=0) on doit avoir, comme 
les équations (A’) le montrent, un des trois cas suivants: 


P limi—a*x(44\—0, timi—,»*y(4+4)=—0, 
( p+>0 (z+¥) p>o . (z+¥) 
ou bien 
(b) limi=0, limi—,? ¥(>4 +¥)=0, 
p>o po 
ou enfin 
(c) limu=0, limi—a*® X(> +£)=0, 
p>o po 


*) Nous désignons par p‘P, ¢*@Q les ensembles des termes qui contiennent p‘ 


ou q* en facteur. Dans ce qui suit nous désignerons souvent ces ensembles simple- 
ment par p* et g* de méme que par p*, q* des ensembles qui contiennent p* ou g* 
en facteur. 





on 
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mais puisque par un changement de la direction des axes de coordonnées 
on peut toujours arriver 4 avoir 4 la fois 4+0, «+0, nous supposerons, 
sans restreindre la généralité, qu’on a le cas (a). 
On doit avoir de méme 
lim —1+2mX*2°=0, lim—1+2mY*n* =0. 
po p>o0 
Par conséquent, en désignant par X,, Y,, Z,, 45, 4, les valeurs |de 
X, Y, Z,4, wu pour t=0 (p=0,q=0), nous aurons les relations 


4 4 2,6 ye 6 1 SS. a 
4g + Mo =1, Xo do = Yo bo = 55> rT? 2m, 
et puisque J, et uw, sont différents de zéro, X,, Y, seront des quantités 
finies. 
Pour étudier les équations (A’) autour du point p—=gq=—0 nous 
poserons 


X=X,+6X, Y=Y,+6Y, 4=4,+64, p—p,+dp 
et nous obtiendrons, ayant égard 4 ce que 











3° 
bu= ——- dA, 
. us 
les équations suivantes 
aéX dsY 
ee . 
26X+— 9.1 924 psP+... 2oy——°_ Mo si+¢*Q+... 
}2m A ) 2m uZ 
dda hac soit 
~ —8dA+ Pom, (An — 42) dX+V2mA, ui 6Y+.. 
dq _ 4p 





6X SY 38 81 a. 
(14 5F- Y¥, twat: ‘) 

Les points aux dénominateurs de d5X,ddY,d6A remplacent des 
termes du second degré au moins par rapport 4 p‘,qg*, dX, bY, d/ et 
les points au dénominateur de dg remplacent des termes du second degré 
au moins par rapport a g, dX, dY, di. 

L’intégrale des forces vives donne de méme, aprés des réductions 
faciles, 

(2m)* dy uf (4g OX + wz SY) = F(K+m,Ly)Ay+..., 


les points remplagant des termes du second degré au moins en g*, dX 
OY, dA. 

Cette forme de l’intégrale des forces vives permet de simplifier les 
équations différentielles, qui deviennent maintenant: 
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dsX déY¥ 
(B) @ 1 Ta 6 
26X+——-[ bl+ptP+... 2Y-——.%sl+q*Qt... 
2m A, }2m Mo 
ye adi 
Ea _¥oui* 2 , as 
38i—P2missX+g (E+, Le) oe ad 
dq ___ ap 





” ox oY 3 rh 
~~ art r—70i+... 
a(1+ X, Y, ind . 


Ces équations sont de la forme 


EES dy a ae 
G,2+b,y+e,z2+... GQgtt+hytaz+... a,2+by+aq2+...’ 





ot les points remplacent des termes du second degré au moinsen 2, y, z. 
Ces équations ont été étudiées d’une maniére approfondie par H. Poincaré 
et M. E. Picard‘). Les racines ¢,,¢,,¢, de ’équation 


ja,—e 0b, C, | 
4(e)=| a, b—e C, =0 
a, b, oe 


déterminent le caractére des intégrales qui s’annulent simultanément. 
Par une transformation simple on peut mettre ces équations sous la forme 


dz _ dy dz 


B+... SI... MS+... 


ce qui facilite leur étude. Les deux derniers membres du systéme (B) 
étant de cette forme, nous aurons 4 considérer le déterminant 


6 1 
So x — 
-* . fim i 
‘ 3 | ‘ ‘ 
A(e)=|9 —_ —gee'ag| Tes) 8 
| m 0 | 
|— Y2mip 0 —8-<« | 


provenant des trois premiers membres. Une des racines de |’équation 
4(e)=0 étant nulle, un des dénominateurs ne contiendra pas de termes 
du premier degré par rapport aux variables étudiées et la théorie générale 
développée par M. E. Picard ne suffit pas dans ce cas. Par des transfor- 
mations appropriées nous tacherons de ramener ces équations 4 des équations 
étudiées d’une maniére plus spéciale par M. Dulac. 
En posant d’abord 
_ 8x 


x LaF 
— c=7 = 


a4 
i 


*) Emile Picard, Traité d’Analyse 3, chap. I et IL. 





le 
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le systéme (B) peut étre mis sous la forme suivante: 
dq_ oO ot 
pzi=aq(i+r 6+32,+...), 
ppe—2r+6l+p'P+..., 

$e ae —6 4+! 

PZ, = 28 or a | Q+..., 


dl 
ttn r—31+ A(K+m,L,)q*+ 9'(l,7r,8)+.... 
A désignant ici un coefficient dont la signification est facile & déduire des 
équations (B). 
Nous tacherons de satisfaire & ces équations en posant 
r=op*, s=op*, l=wp*, q=ap 
ce qui raméne le systéme (C) au systéme suivant: 


5 


i —«p(e—o+= vt...), 


ue 
d 
Pa +S6ytp*P+..., 
d ‘ : 
P75 =- 6Syt+pOt..., 
dy 


PZ —~— 0 —5y+ Aa (K+ m,Ly) +p? +... 
«, désignant la valeur initiale de a. 
Nous poserons encore 
¥=o-+ to 
et nous obtiendrons enfin le systéme 
da 


pe . 2. 
ip ~ *? (30 xe? tg te): 
dy 


=pP-+..., 


dp 
d 
Pz, Sy +p P+... 


pet ——5y—e+ Aa (K+mLy)+p*+.... 


Les deux premiéres équations sont réguliéres. Leur intégration avec 
les valeurs initiales «—«,, » =», pour p= 0 introduit les deux con- 
stantes «,,%, dont la premiére a, dépend de la constante 4, déja intro- 
duite (45 est le cosinus et «3 la tangente d’un méme angle). 

Tachons d’intégrer les deux derniéres équations avec les conditions initiales 
p=0, y=0, “ot SSE TRA) Ho. 


Mathematische Annalen. 101. 
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ce qui introduit une relation entre la valeur imitiale 9, de g et la con- 
stante des forces vives KX. 
Pour simplifier l’écriture nous poserons 


e — Aa, (K+m,L,)=¢ 
et les deux derniéres équations deviennent 


d 
pz, Sy tp t..., 


d 
pz =—5y—et+p*t... 





ou bien 
dy a dy _ dp 
6ytp*+... —Sy—ptptt... p- 
L’équation 
l1—e 0 0 
A(e)=/|0 —5—e —1|}=(1—e) (e+3)(e+2)=—0 








10 6 —e| 
admettant les racines e—-+1, e—=—2, e=—83, Pétude de M. Picard 
montre que le systéme d’équations difiérentielles admet une intégrale 
” = 9,(p), y= v,(p) holomorphe en p et s’annulant avec p. Cette inté- 
grale ne contient aucune constante arbitraire. 

Nous allons montrer que ce systéme n’admet pas d@autre intégrale a 
tangente déterminée s’annulant pour p= 0 ou tendant vers zéro quand p 
tend vers zéro en décrivant un chemin de longueur finie et correspondant 
a un argument restant fini. 

Pour arriver & ce résultat nous remarquerons d’abord qu’on peut 
mettre notre systéme sous la forme 


. d d d 
(D) § — iW] P 


—B8é&+... —2y+...  p 
ou les , 7 s’expriment linéairement au moyen de ¢, y et ov les points 
remplacent des termes du second degré en é, » et p*. 
Soit &,(p), 7,(p) Pintégrale hoiomorphe établie par M. Picard s’annu- 
lant avec p. En posant 
E=&, +08, g=+6n 


et en tenant compte de ce que &, et », satisfont au systéme (D) on 
obtient le systéme 





ps —— 308 +p*= (86, dn), 


dé 
°7=- 26+ p*H(dé, dm). 


(E) 
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ot =,H sont des fonctions holomorphes de 6£, 46 et p ne contenant pas 
des termes en p seulement. Nous allons montrer que 6 = dn = 0. 

Ici nous pourrions avoir les cas suivants: 

1°. Le rapport z tend vers une valeur finie différente de zéro quand 
p tend vers zero en suivant un chemin de longueur finie. 


2°. Le rapport tend vers une limite finie dans les mémes con- 
ditions. 

3°. Le rapport a tend vers zéro ou vers l’infini. 

4°. Le rapport = tout en restant fini ne tend vers aucune limite 


quand p tend vers zéro sur un chemin de longueur finie. 

5°. Ce rapport ne tend vers aucune limite et prend une infinité de 
fois presque toutes les valeurs possibles, l’infini y compris. 

Pour étudier les équations (E) dans les quatre premiéres hypothéses 
nous les mettrons sous la forme 


dd _ gdp, 5 (88,80) g 


bE OE ‘ P; 
din ag ap ,_ H(8E, 3) 
On : P +P bn é 


et en intégrant entre p, et p nous obtiendrons 


bd 
ae P = (8&, dn) 
log 5 = slosh + jr EP 


log 5” =— 2 log ? z+ fnttptn "ap. 


Dans la premiére et dans la seconde hypothése les intégrales définies 
dans les seconds membres tendent vers des valeurs finies quand p tend 
vers — sur un chemin de longueur finie. D’autre part les parties réelles 


de log 2 ie » log = aa tendent vers —co tandis que les parties réelles de 


— Slog? et — + log 2 tendent vers + co et les égalités ci-dessus sont 
impossibles. On doit donc avoir df = 64 =0. 

Par des considérations de la méme nature on démontre qu’on doit 
avoir 6 = 4 =0 aussi dans le cas des hypothéses 3 et 4. 

L’hypothése (5) ne peut pas étre réalisée quand la courbe é,(p), 7, (p) 
et la courbe §=¢, +4, 7 =7, +4 admettent des tangentes différentes 
pour p=0, puisque dans ce cas ¥(d¢)*-+-(d7)* sera de Vordre de p, 
tandis que les distances des points de ces courbes aux tangentes respectives 
88* 
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seront d’un ordre plus élevé et par conséquent les oscillations du segment 
qui relie les points (¢,, ,), (€, 7) seront ae are. Dans le cas 
dune tangente unique on aura d’autre part lim $£ = lim © + et au moins 
Pune des intégrales définies sera finie. 


Ainsi les intégrales que nous avons établies et qui ne contiennent 
que les constantes arbitraires indépendantes entre elles 4,,¥,, K sont les 
seules qui passent a Vorigine avec une tangente déterminée quand p tend 
vers zéro sur un chemin de longueur finte et correspondant 4 un argument 
restant fins. 

Les équations (E) admettent-elles des intégrales 6£, dy qui s’annulent 
quand p tend vers zéro sur des chemins qui ne satisfont pas aux con- 
ditions ci-dessus? En étudiant des équations qui rentrent dans le type (E) 
M. Picard observe®): 

«On a longtemps présumé que ces ... intégrales sont en dehors de 
toute hypothése, \es seules qui passent 4 l’origine ou qui s’en rapprochent 
indéfiniment. » 

«Dans un excellent travail sur les points singuliers des équations 
différentielles*) M. Dulac a montré que la question était trés complexe.» 

M. Dulac montre par exemple que |’équation 


d , 
Pa = ¥(r+---), 


ou » est un nombre rationel positif, a en général une infinité dintégrales 
pour lesquelles y et p tendent vers zéro. Citons comme exemple l’équation 


poe — —2y+2y*p* 
qui entre dans le type (E) et dont lintégrale est 
1 
C p* — p* log p*” 

Cette équation détermine des courbes intégrales qui dépendent d’une 
constante arbitraire C et qui s’annulent pour p= 0 quand p tend vers zéro 
sur une infinité de courbes. Pour cela il suffit qu’on ait lim | p* log p| = co 

Or en posant 


Cyp*—yp* logp*=1 ou bien y=7G 


p=oe 
on & 3 
| p* log p| = 9” ¥ (log e)* + * 
et cette quantité tend vers l’infini quand p tend vers zéro sur la spirale 


po*" = a = const. 
5) E. Picard, Traité d’Analyse 3, p. 30. 


*) H. Dulac, Recherches sur les points singuliers des équations différentielles, 
Journal de l’Ecole Polytechnique 9 (1904). 





Les trois premiéres équations 
stantes d’intégration @,, 0), 9%. 
tégrale wy qui reste finie pour p = 


ce qui nous conduit a poser 


équations deviennent 


I 


(F) ie 
p* ap +6yp 


La valeur initiale de m étant 


. a? 
(@) p* a 





+8p 


dont la discussion est analogue a 
sur les équations dont elle résulte. 
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Revenons aux équations (C) et posons cette fois 


r=op*, s=op*, l=wyp*, gq=ap. 
Nous obtiendrons, aprés des réductions faciles, le systéme suivant: 
$< =ap(o—o+Syp+p*t...), 
= — 68 yt apt... 
= +6v+pP+..., 
p*s* + 6yp —— 0+ A(K +m,L,) «3 + p*(0, 0, 0). 


sont réguliéres et introduisent les con- 


Examinons la derniére et cherchons l’in- 


0. On obtient pour p= 0 


0, —A(K+ m, L,) «3 = 0, 


o=A(K+m,L,)a3+ 9 


ol ona g=0 pour p= 0. Avec cette nouvelle variable les deux derniéres 


6y + pP, 


—— + p* (9,9, y). 


nulle, on aura d’abord 


y= Sy.p+p*P 


ou y, est la valeur initiale y. On obtient ensuite 


dy 2 
p* 7, + 6yp = — 6 yop + p*. 
En posant ici p= 0 aprés avoir divisé par p on obtient 
y, = 0. 


On obtient ainsi une solution ot figurent les constantes d’intégration 
ty (Ags Mp) OQ9(K) et oa. C'est la solution de M. Sundman. 

En différentiant la derniére des équations (F) et en tenant compte de 
la premiére, on obtient )équation suivante 


d , 
dp + 12v=pP, 


la discussion que nous venons de faire 
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Par exemple, on voit facilement, que |’équation 


py 





+ 8p 5+ 12y=7p* y*+ 2p* vie 


qui est du type adhe est vérifiée par 


1 
cp*— p* log p 
qui tend vers zéro sur la spirale yo*" = a. 

Remarquons que dans sa trés interessante étude ,Sur Pallure du 
mouvement dans le probléme des trois corps quand le temps croit infini- 
ment“ M. Jean Chazy’) arrive & des intégrales d’une forme analogue. A la 
valeur infinie de la variable indépendante de ses formules correspond le 
chemin d’une longueur infinie suivi par la variable p des formules ci-dessus. 


y= 


Jusqu’’ présent nous n’avons considéré que les équations qui déter- 
minent le mouvement de P, par rapport 4 P,, d’ot venaient les difficultés 
du probléme. En introduisant p comme variable indépendante et en 


désignant par é’ la dérivée on obtient, en tenant compte des équations (A) 


je =e’ 2p*X, 7 2p*X|— MED +M-—™™— Op" 
et de méme 

Les seconds membres de ces équations étant des seiitins holomorphes 
de p, &, n, &’, n’, X, leur intégration ne présente pas de difficultés et in- 
troduit 4 constantes arbitraires. 

Remarque. Au lieu de p on aurait pu introduire Yr comme variable 
indépendante. De méme on aurait pu introduire d’autres variables au lieu 
de X, ¥. 

Conclusion, Les intégrales de M. Sundman ne sont pas les plus 


générales au point de vue analytique. Elles sont pourtant les plus géné- 
rales qui correspondent au probléme physique. 


*) Jean Chazy, Annales de |’Ecole Normale supérieure, 89 (1922), p. 29—130. 





(Eingegangen am 28. 7. 1928.) 
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Zur Theorie der Gitterpunkte mit komplexen Gewichten. 
Von 
L. W. Nieland in Groningen. 


Einleitung. 
Es sei G der Bereich 


asusb, qsvcf(u), 
wo a und 6 ganz sind, a< 6b — k ist (& ganz > 1), im Intervall ag ucb 
die reelle Funktion f(u) > q ist und fiir jedes ganze n>a und <b—k 
entweder bestindig 4*f(n)>r oder bestindig < —r ist, wo r eine posi- 
tive von n unabhingige Zahl bezeichnet. 
Zweck dieser Arbeit ist die Abschitzung der Summe 


1 1 1 1 
A(G) = Zebotore (4 und p reell, —3<43S35) —3<#<35): 
die erstreckt wird iiber die Koordinatenpaare u und wv der Gitterpunkte 
von G, so daB A(G@) die Anzahl der Gitterpunkte von @ bezeichnet, falls 
jeder Gitterpunkt (u,v) das komplexe Gewicht 


e22+ (Aut uo) 
besitzt. 
Ich werde hierbei die folgenden vier Fille unterscheiden 
1. A=0; pw=0; 
2. A+0, pw=0; 
3. A=0; pw+0; 
4. A+0; p+. 


Der erste Fall ist zwar schon von Herrn J.G. van der Corput*) be- 
handelt worden, aber die von ihm benutzten Voraussetzungen sind nicht 


1) J. G. van der Corput, Zahlentheoretische Abschitzungen mit Anwendung auf 
Gitterpunktprobleme (Zweite Mitteilung), Math. Zeitechrift 28 (1928), 8. 801—310. 
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genau dieselben wie die meinigen. Es ist iibrigens leicht, seine Ergebnisse 
aus den Abschitzungen dieser Note abzuleiten, und umgekehrt ist es nicht 
schwer, die von mir im ersten Fall gefundenen Resultate mittels der .von 
ihm bewiesenen Satze zu beweisen. Ich setze im ersten Fall 


b 
A(@) = 3) (f(n)—9 + 5) +(b—a)1,; 
im zweiten Fall 
1 o~8 tAn \ . CAN 
A(@) - a, A e 4 A* F (n> + = e* A a*f(n)} 


=a-k n k 





+(b—a)-T,, 


1 ) et tA (b+) a e2ttha 


+(q-5 


© oe eres 


wo zur Berechnung von 4*f(n) fiir jedes ganze 1>1 angenommen wird 


f(a —1l) =f(b+1) =0; 
im dritten Fall 
et *tHe 


A(@) =—— 


Died et tte 





(b—a+1)+(b—a)-7, 


und schlieBlich im vierten Fall 


et tHe e@ Atl) _ , Paria 


1—e?**# - 1—e2**4 +(b—a)-T,. 





A(@) = — 


Fiir die Absolutwerte der in diesen Beziehungen auftretenden Glieder 
T,, T,, T,, T, werde ich eine obere Schranke ableiten, nimlich, wenn, 


1 | >-k—1 : 
R= Gah | 2 A )| 


gesetzt wird 


(1) || <e,{(b—a) * (2)* log(—a) + (E)* + (0-0) “r *}, 


q 2 oR, ok 63 


(2) |%,|<e{(6—a) *()" log(s—a) + (£)"* + (6-0) “r * +R}, 


2 2 = sk 3 
~* (R\* R*\x-1 7. 2 
(8) |%%| und |7,|<e,{(6~a) *(F)"+(F)*+(b-a) “+ *}; 
hierin ist x 2"; c,,¢,,¢, bezeichnen geeignet gewahlte Zahlen; c, hiangt 
nur von & ab, c, nur von 4 und & und schlieBlich ¢, nur von J, u und k. 
Genau wie in der in FuBnote ') erwahnten Arbeit fiihre ich hier die 
Voraussetzung B ein: 








| 











<6 {1(¢+1) Blog (8-+°5*) +1(9+1) 37 a%*# (b—a)? 
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Voraussetzung B. w(v) bezeichne eine reelle Funktion von v mit 
der Periode 1, die absolut <1 und Intervall 0 <v<1 monoton ist und 
die EHigenschaft 


Gitterpunkte mit komplexen Gewichten. 


1 
Sy(v)dv=0 
0 
bessizt. 
Diese Voraussetzung spielt eine Rolle im folgenden Satze, den ich in 
dieser Note beweisen werde: 
Satz. Hs sei a<b (a und b ganz) und die reelle Funktion f(n) 
(nm ganz, a< nb) erfiille fiir jedes reelle p+ 0 und jedes reelle 4 die 
Ungletchung 
b 
(4) | Setmtnsrn |< B+ 30,0,|p|° +3 De|p |": 
v=1 o=1 


n=a 
es werde dabei vorausgesetzt, daB B,C,, D,,1, 8, 0,,t, positive von p un- 
abhangige Zahlen bezeichnen. 
Dann gelten fiir jede Funktion w(v), die Voraussetzung B erfiillt, 
die Ungleichungen 
5 
= etztiny (f(n)) | 





i 1 


e, 7 
<e,{1(¢ +1) Blog (84+ °5*) + 2(9+1) Y oF (b—a)* + SD, (1++)p, 


vel o=1 


und falls —}<u<si, u+0, ist: 


b 
D etlintusin)—wv fim)} | 
n=a 





l 1 e, 


v=] o=1 
Hierin bezeichnen c, und c, geeignet gewdhlte absolute Konstanten und @ 
die gréBte der Zahlen o,. 
Ich werde diese Note in zwei Teile zerlegen; der erste Teil enthilt 


den Beweis dieses Satzes und im zweiten Teil leite ich mittels dieses Satzes 
die Ungleichungen (1), (2) und (3) ab. 
Beweis des Satzes. 
Hilfssatz 1. Zs seien die Voraussetzungen des in der Hinleitung 
genannten Satzes erfilllt; es sei h ganz > 20; es sei,t>3, 0 = saa 
die Funktion w,(v) erfiille Voraussetzung B und sei im Intervall 0< v <1 


4 Sp.(iar+3)} 
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monoton-nichtabnehmend, und es werde gesetzt 
“ 
1 
¥9(0) = 5 J vps (+9) dy (p}1). 
Dann gilt fiir jedes u im Intervall —5 <w<} 


| Si etavintn fin) Vy (f(m)) | 


: of 8 +1) +3 0,143), (a- wp +2)h, 


wo ¢, eine absolute Konstante bezeichnet*). 
Beweis. Da y,(v) Voraussetzung B erfiillt, ist 
vo(v) = 5 ane, 
mit Ausnahme héchstens abzihlbar unendlich vieler Punkte und in dieser 
Entwicklung ist 
1 


% =.9; Gu = { €-2**" yo (v) dv, 


also 

lGu| < > (m +0). 
Hieraus folgt 
(7) va(v) = 3 Quen" 
mit 

e2mrO h 

(8) %=9, n= Gn( Saxe) (m +0), 
folglich 
(9) IQal<77 md IQl< a | (m0). 


Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir ~«>0 voraussetzen, 
da man sonst nur f(u) durch — f(u) zu ersetzen braucht. 
Wegen (7), (8) und (4) ist 


| | > e2%+ (Antes in) WV, (f(m)) | <s > | d.. | y e2* {An + (m+) f(m)} | 
n=a rire n=@ 


(10) : E : 
| SF |Qn|{B+ F0,0,\m+u|%+ 3 D,|m+p\"}. 
m+0 


*) Vgl. Hilfssatz 3 der in FuBnote *) erwahnten Arbeit, 


(2) 


(18) 








Gitterpunkte mit komplexen Gewichten. 


Es werde jetzt (9) angewendet. Man erhalt dann 


(11) 





m= —@ m=1 
m+0 mst- 7, (nt 9 ( +? 
< 9 m+ m a 
fh T Gey m>t-1 m*+* 
mst—1 e, e 
<4 >) (m+1) 2(t—2)*(-45)" 3 me 


also 


2) 0, 5 1Qu||m+ pl” <4t%42(1—2)*(+,)"(1—2)", 


m=— © 
m+ 0 


<2 


< 


mst-1 








Siaiss Sits, Fo 
ae m=1 m>t—1 
AM iyi oe <2 + et) +5 


2 {lg (1+ ¢) + lg(1+ ¢} + 2ig(1+ t) —6lg(1+ 


D> | Qn | |m+ pl S257 |Q,,| (m+1) 


m=1 m>t—1 


furan +20 —a(st)” fermen 


wegen ex <i. 
SchlieBlich ist noch 


m=—@ 
m+0 


8) 





S(l-—p) "+2 (1 + fuau) <38(l1— yp)" + 


m=1 


<|Q,|(— 2) +2 2m 


Aus (10), (11), (12) und (13) folgt die Behauptung. 
Hilfssatz 2. He sei h ganz >1, 0<0<1; y,(v) erfiille Voraus- 
setzung B und sei im Intervall 0<v<1 monoton-nichtabnehmend. Ist 








t), 


Ll 





SY eal |m+nl*S1@,10—ay 4+ Yt m+ SL (m— 


hO>1, 80 sei y,(v) fiir jedes v gleich Null; ist hO<1, 80 set y(v) 








1)" 











596 L. W. Nieland. 


die Funktion mit der Periode 1, die im Intervall OS v <hO den Wert 
hO —1, im Intervall h0<v <1 den Wert h@ hat. Wird 


" “ 
1 ¢ 1 
¥() =F Jvpr(et+y¥)dys (0) = GJ or(¥ +9) ay 
(ispsh) 
gesetzt, so ist fiir jedes reelle v 


y.(v) Sy, (v) —2,(v) + 2h0. 


Dieser Hilfssatz ist Hilfssatz 2 der in FuBnote *) erwahnten Arbeit. 
(Man beachte, daB der ebenda gegebene Beweis sich auf Hilfssatz 1 jener 
Arbeit stiitzt und daB man in jenem Hilfssatz 1 die Voraussetzung, dai 
y,(v) im Intervall 0 < v <1 monoton nicht-abnehmend ist, ersetzen mu8 
durch die weniger fordernde Bedingung, daB y,(v) im offenen Intervall 
0 <v<1 monoton nicht-abnehmend ist. Aus dem ebendort gegebenen 
Beweis ergibt sich iibrigens unmittelbar, daB diese Abanderung erlaubt ist.) 

Hilfssatz 3. Sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 erfiillt, so 
tst fiir jedes p> —} und <} 


| 


| 
| 


Me 


nae het 21 vy (f(m)) 


a 
1 1 


i 
(14) <6, {0(¢-+1) Blog (3 +°5*) +1(9+1) d'0}*%(b—a)**% 


v=1 











tT, 
o 
o=l 


a . sine 1 
+ YD, ((1—|n!) +2)}, 
wo c, eine absolute Konstante bezeichnet. 


Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, 
da8 y,(v) im Intervall 0 <v<1 monoton nicht-abnehmend ist, da sonst 
nur y,(v) durch — y,(v) ersetzt zu werden braucht. Es ist 


6 
Det (Antustin) wy. (f(n)) | 


Wo (f(n)) - cos 22 {An + uf(n)} | + | Sv. (f(n)) -sin 22 {An+-pf(n)}| 





b 
<| 5 
(15) a , 
<2| Yvo(rim)|+| 3 vo (fem) {1 — 00822 (an -+y/(m)} | 





+ | Sve (rem) C1 — sin22(An + uf(n)} | A 





















Gitterpunkte mit komplexen Gewichten. 597 


Nach Hilfssatz 2 ist, wenn U, nach Belieben 0, cos 2a{in+uf(n)} 
oder sin 2x{in-+ uf(n)} darstellt, 


Bye(f(m)) (@—U,)S Salim) 1a 8) Aeon U,)+ 3(1-0,)-2h0 
cSva(rioy — Svatrioy 0,2 Sauirin)+ 2 So (f(m))U, + 440(b—a-+1). 


Auf das erste, zweite, dritte und vierte Glied der letzten Zeile kann Hilfs- 
satz 1 angewendet werden: Fiir die Anwendung auf das erste und dritte 
Glied wird 4=u=0 gesetzt; fiir die Anwendung auf das dritte und 
vierte Glied muB y,(u) durch y,(u), also y,(u) durch y,(u) ersetat 
werden, was erlaubt ist, da die Funktion g,(u) wegen der Definition in 
Hilfssatz 2 Voraussetzung B erfiillt und im Intervall 0 << v<1 monoton 
nicht-abnehmend ist. Man bekommt dann 


Sv (f(n)) (1 —U,) 


$(1+1+2+2)c¢ {Blog (+4) + Soytte + 31D, (0—lal) +2) 
+ 4h0(b—a-+1). 


Diese Ungleichung gilt fiir jede Funktion y,(v), die Voraussetzung B 
erfiillt und im Intervall 0 <»<1 monoton-nichtabnehmend ist, also auch 
fiir die Funktion — y,(— v), so daB man, wenn man f(u) durch — f(u) 
und « durch — uw ersetzt, auBerdem noch findet: 


— > vo (f(n)) (1 — U,) 


S(1+1+2+42)qj{Blog (1+) + J+ Soya SD, (0—|al)™ +2) 


oml 
+ 4h0(b—a+1); 
somit 


b 
> ¥o(f(n)) (1 — 


<664{ Blog (1+ +30, + SD, ((1—|al)"*+ 2) 


v=1 o=l 








+4h0(b—a+1). 








(17) 


(18) 
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Mit Riicksicht auf (15) ist also 


| Px wees (F¢ (n)) 





| < <6 [Bog(t-+1)+30,¢%43'D, (dul) + +3) +n00—a+1)} 


wenn ¢, > (2-6+6+6)c, und o, >2-4+44-+ 4 ist. 
Wahit man in (16) A ganz < 209-+-1, was erlaubt ist, dann ist 
hO(b—a +1) <(20 +1): -3(b —@) < “etbO=s) 


somit 


| 


l s 
| Sof Blog(1-+-1) + 370,484 SD, (1 |a))*+ 2) + e+ e-2, 
v=1 o=1 


, 


1 
a(t—2) 


b 


Steins ora va gin) 





Diese Ungleichung ist nur bewiesen unter der Voraussetzung, daB t > 3 
ist, aber sie ist trivial, falls 0 <t< 3 ist, da dann 


b 
ae PREPE ORTON (rin) | < b—a+1<2(b—a) < be, et O—e) 





ist. Wir kénnen also in (17) dem ¢ jeden positiven Wert geben; wir 
wahlen ¢ so, daB die gréBte der Zahlen 
Blog(3+%#) und Ct* (igvsl) 
gleich 
b—a 
é 


ist, und dann ist wegen 1+12<(0+1)(1+1)< 21(e+1) 








b 
ae ee yo (f(n)) | 





s 4%) (1 —laly+ +2) +e 








S124} e+1) 524+ S',(—|ny+3)} 
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Es sind jetzt zwei verschiedene Fille méglich. 


1. Es ist 


Blog (3 +1) =°=*. 





Dann ist 
b-—a 


t<tlog(3+1t)=-5*, 


also 
b-—a b—a 
=* = Blog (3 +t) < Blog(3+-5*), 


so daB aus (18) folgt 
r) 


D> hr intelo y (f(n)) | 


5*)+20.(1- lal +2). 


Hieraus ergibt sich, daB (14) in diesem Falle gilt mit c, = 12¢,. 
2. Bei geeignet gewahltem »y (1S »</l) ist 
Se 








< 1246/1 (e +1) Blog| 





; 
_ ey 1 1 ey 


et itn {0,1} = 0. (s—«)- 3 Peg 





so daB auch in diesem Falle (14) aus (18) folgt mit c, = 12¢,. 

Beweis des Satzes. Ich ersetze in (14) y, durch py oder — y, je 
nachdem yw(v) im Intervali 0 <v<1 monoton-nichtabnehmend oder 
monoton-nichtzunebmend ist. Hilfssatz 3 gibt (5) unmittelbar, so daB nur 
noch Beziehung (6) unter der Voraussetzung —}<u<}, u+0 zm be- 
weisen ist. Dann ist 


b 1 
aye xe(An+ufin)) (_-tavoem _ f g-teve gy) 


n=a o 


; 6 1 
(9) |) =| de rertinverenn Spee on {v*(rim)) — fv'(w) ao} 


(2x)* 
< 3% 


| 

















b 
Sretmnrnto) (y¥(giny) — f y'(o) ao} |. 





1 
Die Funktion py" (f(n)) -- S p*(v) dv erfiillt Voraussetzung B, wenn 
0 





















(20) 
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h ungerade ist, und ist die Summe von zwei Funktionen, die B geniigen, 
wenn A gerade ist, so da8 wir auf 


b 


; 1 
Stearate fy*(4(n)) — f v*(v)do} 


Abschitzung (14) anwenden kénnen. Aus (19) folgt somit 








r) 
a (An+ ufin) — wm) 











| 
< Setrnenro| + o,11(0 +1) Blog(8 +°5*) 
n=e ' 


ey 7 





o=l 


wo ©, eine absolute Konstante bezeichnet, 
Wegen (4) mit p= folgt aus (20) 





b i s 
D, rz slintntin—v fa) <B +>) C.o,|u\*+ > D, |u|~*e 


n=a vy=l o=zl 








t = er 
(21) +64 1(e +1) Blog (3 +°5*) +1(9+1) 5) ott” (b—a)**” 


+3’, (2+ 1} 


o=1 





Ich nehme an, daB C,< b — a ist, da sonst die Behauptung des Satzes 
trivial ist. Dann ist 
1 oy Se i ey 
C as olter citer < o7re (6 x. a)**e; 











weiter ist 
l“l*<1, 2% slal; eSe<ertl, 
so daB aus (21) die Behauptung (6) folgt. 


Beweis der Ungleichungen (1), (2) und (3). 


Um die Ungleichungen (1), (2) und (3) m finden, braucht man jetzt 
nur noch den folgenden van der Corputechen Satz*) anzuwenden: 


*) Vgl. J. G. van der Corput, Neue sahlentheoretische Abschiteungen (Zweite 
Mitteilung), Math. Zeitechr. 29 (1928), 8. 397—426; Satz 3 (S. 400). 


i 1 
+1(e+1) SOi*(b—a)*% +4 Sd, (2 +2) 
vai te } 





a ~~ ~~ bel 
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Es sei k ganz >2, x= 2*, f(n) fiir jedes ganze n im Intervall 
a<n<b (aundb ganz, a<b—k) definiert und reell, so dap 4* f(n) 
im Intervall a<n<b—k definiert ist. Ist A*f(x) im Intervall 
a<n<b—k entweder stets >r oder stets < —r ist,wor eine positive 
von n unabhangige Zahl bezeichnet, und wird 

ie k-1 


R=; 5] arn) 





gesetzt, so ist 


; b-1 


D> etait 


|= < 20(6 — a){(f) + (r(b— ay) *4 (etes)) *}. 


Es ist klar, wie dieser Satz auf das in dieser Arbeit behandelte 
Problem angewendet werden kann. Denn ersetzt man in diesem Satze 
f(n) durch 4n-+-pf(n), R durch Rp und schlieBlich noch r durch rp, 
dann bleiben die Voraussetzungen des obigen Satzes gelten, so daB man 
erhalt 


b—1 


D> etatintprin) 








1 


< 20(6— a) (gr5) "+ (rpb— a?) * 4 (r0=a) a 


\ 








Hieraus folgt, daB Ungleichung (4) gilt mit 





r(b—a)\ * . sale ae ie 
B=20(b—a)(“E") +1; F=ls gma 
1 
R\*-? 2 
C,=20(b—a)(x—2)(—) ; s=1; y=5; 
x—-2k 2 
D,=20(b—a)"* r*. 
1-2 
Wegen R>r und (b—a) “S11 ist 
= (RY 


B<21(b—a) *(2). 


Die Ungleichungen (5) und (6) zeigen uns somit 


b 
| my iny (f(n)) 
(22) eo 


a 








4 ee 2k 


2 jon =— _-_— _ 
| < ¢49(b— a) (8 —a) * (2) log (b — a) + (=) ‘+(b—a) *¢ 
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wo ¢,, eine nur von & abhangige Zahl ist, und 


b 
| S e2z(intufin)—y (Ff (m))) 





(23) P 

2 . ——s 2 62 

? , —~ /R\* re leg — -< 
<¢,,(b—a@))(b—a@) (=) log(b—a)+(—) +(b—a) “Fr “P, 

= J 

wo ¢,, nur von & und uw abhangt. 
Es werden diese Ergebnisse auf unsere vier Fille angewendet. 
Im 1. Fall ist 
b b ' b , 
ay Were \ 

A(G) =) ([f@)] —¢ +1) =)’ (f(@@) —¢ +5) —D' (fm) — [F@)] — 5). 


Die erste Summe ist unter sehr allgemeinen Voraussetzungen mit der 
Eulerschen Summenformel sehr genau zu berechnen, so da es nur darauf 
ankommt, das Glied 


My. 


(f(n) —[r(n)] — 5 


zu approximieren. Da die Funktion f(n) —[f(n)]— } Voraussetzung B 
erfiilit, gilt fiir diese Summe Abschatzung (22) mit 4=0, so daB (1) 
bewiesen ist. 


Im 2. Fall ist 








b 
A(G) = Sletmin = Diet" {[f(n)] — 9 +1} 
G n=a 
b ’ 1 b ° 1 
a D> erin f(n) = \a— x) >) etnein — S)etminf #(n) a [f(m)] —_— 33 
also 
b 
| sod 1\ e244 +1)_ ,22edo 
A(G) = D) e2=+in f(n) - (@— 3) : ae 
(24) ~— 
— Dieta te(n) — [£()] — 3} 
Setzt man 
f(b+1)=0, f(a—l)= (2 ganz > 0) 
. ; 
8._,=9, = e%=+1m on g, (h ganz =>a), 








so ist 


somit 


(25) | 
(26) hee 


wo 
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= % rin) So, f(n +1) 
— D>’ 4f(n)s, = _Sarin)e, 


» 
> et4"7(n) nae 





b 
on 2 f(n) e2*+4m +. eed le-2) #(q) — e244 @-2) #(g — » 


— S ar(aye soe 


Dy etaean f(n) = Rives ) y A* f(n) e®**4n, 


Hieraus se 


Sermeny n) = -(4 s i \3 3 at(n)etmin ye f(m) e* =e 


wo die letzte Summe, absolut genommen, kleiner ist als 





Aus (24), (25) und (26) eee 


¥ Pole dl to) )+ Ps e@xcin 4* F(n) 





(27) |T|< 





. 
Dy etn ten) — [f(m)] — 5 
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Fiir das erste Glied der rechten Seite von (27) gilt (22), so daB (2) 
t T,—;7* und +. 
mi = t_,.™ ¢. = Cag + jiene * 


Im bs = ist 


bewiesen ist. 


&’ if) 








ohxe a (felts) _ ¢e2*+ue 
2acueo — 
=>) Dd¢ = entee a 
n=G v=¢ 
2aiug wip o 
i e (b = @ + 1) pat — ast N ettte {7 (m—(f (nm) —IF (1-4) } 
1—e2**# \ x giatn ded © . 
n=a 


Da fiir die letzte Summe Abschitzung (23) gilt mit 4—0 und 
w (f(n)) = u(f(m) —[f(m)] — 9), ist der erste Teil von (3) bewiesen mit 


C, = ¢,, | = 





11 — 6%" |" 

Im 4. Fall ist 

d {f()) 

5 (/iw)+1) _ aug 
by Qaclnt+2acnue — 2nxiin seer 
= ))> e ee - ) e a anaeniee 
e 
n=a Soe n=a wn I 
e 2 A(6+1) _ e aA 
a — err 5 a ee er $1 etne{intn re Fm) —(f@l-)} 

1—e2**# “haa me 1—e?**# 


Da fiir die letzte Summe Abschitzung (23) gilt mit 
v (f(n)) = #(f(n) —[f(n)] — 3) 


ist auch der zweite Teil von (3) bewiesen. 


(Eingegangen am 18. 7. 1928.) 








The Minimum Value of Quadratic Forms, and the 
Closest Packing of Spheres. 


Von 
H. F. Blichfeldt in Stanford University (Cal., U.S.A.). 


1. The minimum value of a positive definite quadratic form of given 
determinant D, under the condition that the variables assume only posi- 
tive or negative integral values or zero (not all zero), has been the sub- 
ject of several papers from the time of Gauss’). If the form has n variables, 
the minimum value is <y7,D", where y, is a function of n only. The 
author obtained the following superior limit to y,: 3 [r( 1+ ot") * 3) 

The determination of the quadratic forms in n variables for which y, 
has the least permissible value, will also solve the problem of the closest 
packing, in regular layers, of equal spheres in a large cube in space of 
n dimensions R,. (By packing in “regular layers” we mean that we 
place the centers of the spheres in the points obtained by subjecting to a 
linear transformation the lattice points (points whose coordinates are posi- 
tive or negative integers or zero) in R,.) In fact, in a regular packing 
the ratio @ of the volume occupied by the spheres to the whole volume 
of the large cube containing them, is 


r(i+4) 


The ratio for the closest regular packing is the number g,. 





(1) es 


*) See “Bulletin of the American Mathematical Society” 25 (1919), pp. 449—453, 
for references; as well as L. E. Dickson, “History of the Theory of Numbers” 8, 
pp. 284—252. — See also article by Remak, “Mathematische Zeitschrift” 26 (1927), 
pp. 694 —699. 
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It is the object of this article to find by elementary geometrical 
processes a number g, such that if equal spheres be packed in a large 
cube, whether in regular layers or not, then the ratio 9, of the total 
volume occupied by the spheres to the volume of the cube is 

Os ~ Q;- 


Since evidently 0,< 9,, we derive from (1) that 


, 4 ste a @ yin 
(2) Yn < = let I + >) | 

2. Using rectangular coordinates in R,, let the spheres S,,... have 
their centers at (a,, b,,..., &,),..., and radii all equal to unity. The 


conditions of the problem require that the distance between every pair of 
centers is at least 2: 


(a,—a;)°+ (6, —b)°+...4+ (ky —&)*S4. 


Adding these inequalities for 1,7 —1,2,...,m, we obtain 


(3) mS(a/+67+...+h?) —(Sa)*—(5},)*...>2m(m—1), 


the summation extending from 1 to m. Hence, representing by r; the 
distance from the point 7'=(0,0,...,0) to the center of the sphere §S,, 
we have 

(4) Sr2>2(m—1). 


3. Leaving the centers fixed, we now replace the given geometrical 
spheres by physical spheres of superposable matter, all of radius 2. 
Furthermore, we assume the density of the matter in each sphere to be 
2—r* at the distance r from its center. These new spheres will to a 
certain extent overlap; but the total density of the matter from the spheres 
will at no point in the otherwise empty R, be greater than 2. For, if 
just m spheres overlap at the point 7’, we have from (4): 


»(2—9f7) 5 2m— 2(m—1)=2. 


4. Now consider a large cube of edge H, containing say k of the 
original spheres. The new spheres will be wholly contained in the cube 
whose edges are longer than the edges E by 2(¥2—1). Now the total 
matter in the extended cube is less than twice its volume. Hence, if 





is the volume of a sphere of radius 1, then 


v2 


7 . 2) n K2"/ 
2 (£ + 2(/2 —1)) >kKJ (2 ~r*)dr oe 
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from which we derive 








kK _n+2 2y2—2\" 
e = Be < aa (i+-4—) = = 0, 
2 2 
Taking Z sufficiently large, the value of 9, is as close to ot as we 
92 


wish. This limiting value, substituted in (2), gives the superior limit to 
y, already found by the author (§ 1). 

5. Elaborating the aa of § 2 under the condition that the radii 
of the a are < )2, we may obtain the following inequality, stronger 
than (4): 


(5) ‘aaa 


Namely, we start by passing the X,-axis through the center of the 
sphere S,, so that a? =r], 6, =... =—k,=0. It is now easily proved 
that if r,,...,7,, are all <2, then a,,...,a, all have the same 


sign, say +-, opposite to that of a,. For, from the condition that the distance 
between the centers of S, and S; is at least 2, we get 


(6) 2ra,>24-—r2—r2 20. 
From the condition (3), applied to the subscripts i= 2,...,m, follows 
(m—1) Sr? >(Sa,)*+2(m—1) (m— 2). 
Hence, af (6), 
(m—1) 5 3 (m —1) (4 ~ 13) — Srf]*+2(m—1) (m—2), 





which transforms into 
8m(m —1)r?>[(m—1) (4+ 73) — Sr)’. 
Since (m—1)(4+ 1?) > S17, we therefore deduce 
aS r2=>(m—1) (4+ 173) —2r, 7 2m(m—1). 
Adding all the inequalities corresponding to this by replacing in turn 
r, by r,,---,%,, We finally get (5). 

6. Reverting to the physical spheres of § 3, we shall now assume 
their density to be 2—r* if 1<r<y2, (2—r)* if 2—y2<Sr<l, 
and 2 if 0<r<2-— 2. The arguments of § 4 will be unchanged, ex- 
cept that the integral will now become 
4kK fo 1 atisy2, 1 4kK2" 

fore 1 cg yay (Ep ty) sa 4, 


n+2 n+1 2 ' n+l n+2 (1 








say, giving 9, = 
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Making the corresponding changes in (2) we then have 


L Ge) J 


The exact (least) values of y, for n=2,3,4,5 are respectively 


y2 y2, 8. The author has recently proved that for n = 6,7,8 


{ n+2\."/n 
o (r(i+ y )] 





Ve . 


a 
2 

ys" ¢raix oc 
the values are respectively | ( 5)» ¥ 64, and 2, which he hopes to publish 


& 9 


soon. By the above formula, y, < 2.104. 


7. The closest packing of equal circles in the plane is regular (“shot- 
pile” arrangement). But in R, the closest packing of equal spheres may 
not be regular. The shot-pile packing gives 9 = .74.., while the formula 
above makes 9, =.843... But a more elaborate use of the relations 
(5) and (6) should give better results. Thus the author has obtained 
0, = .835... Hence, in no case can equal spheres be packed in a large 
cube in space of three dimensions such that the space occupied by the 


35 


spheres is as much as j555 of the volume of the cube. 


(Eingegangen am 10. 8. 1928.) 


Ernst Abbe-Gedachtnispreis 
fiir 
Mathematik und Physik. 

Der von der Carl ZeiB-Stiftung zu Jena begriindete Ernst Abbe- 
Gedachintspreis und die damit verbundene Abbe- Medaille, die im Jahre 1928 
zum ersten Male fiir Anwendungsgebiete der Mathematik und Physik zur 
Vergebung kommen sollten, sind nach dem Urteil des Preisgerichts 
(Prof. Hecker-Jena, Prof. Prandtl-Géttingen, Prof. Zenneck-Miinchen) dem 
Professor Dr. Dr.-Ing. h. c. Alexander Mei8ner-Berlin, dem ,,Erfinder des 
Réhrengenerators“, zuerkannt worden. 














Neuer Beweis des analytischen Charakters der Lisungen 
elliptischer Differentialgleichungen’). 
Von 


Hans Lewy in Géttingen. 


In einer Note in den Géttinger Nachrichten 1927 Heft 2 habe ich 
einen neuen Beweis des analytischen Charakters der Lésungen elliptischer 
analytischer Differentialgleichungen in einem Spezialfall ausgefiihrt. Hier 
folgt der Beweis des allgemeinen Theorems fiir Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in zwei unabhingigen Variablen, der wie jener darauf be- 
ruht, die vorgelegte Lésung u einer elliptischen analytischen Differential- 
gleichung zunichst fiir komplexe Werte der unabhangigen Variablen x 
und y zu ermitteln. Diese Fortsetzung ins Komplexe wird hier aufgefabt 
als Lésung eines Anfangswertproblems eines ,,kanonisch-hyperbolischen 
Systems“ von Differentialgleichungen, d.h. eines solchen, wie es z. B. auch 
zur Lésung des Anfangswertproblems einer hyperbolischen Differential- 
gleichung verwendet wird. Es wird sodann nachgewiesen, daB in einem 
vierdimensionalen Gebiet der Variablen x,, z,, y,, ¥, (Real- und Imaginar- 
teile von x und y), das das reelle Ebenenstiick z,=— 0, y,=0, in welchem 
die Lésung wu urspriinglich vorliegt, im Inneren enthialt, die Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen beziiglich z,, x, und beziiglich y,, y, 
erfiillt sind. Das bedeutet aber, daB w analytisch von 2 und y in jenem 
Gebiet, also auch schon in seinem urspriinglichen Definitionsbereich abhangt. 

§ 1. 
Charakteristische Differentialgleichungen und Fortsetzung ins Komplexe. 

Sei 


F(x, y, u, p,q,7, 8, t) =0 


eine analytisch von den Argumenten abhangige Differentialgleichung zweiter 


1) Beziiglich der alteren Beweise sei auf den Enzyklopidiebericht von Lichtenstein 
2C 12, S. 1320 und auf die jiingst erschienenen Arbeiten von T. Radé, Math. Zeitschr. 
25, S. 514ff., und S. Bernstein, Math. Zeitschr. 28, 8. 330 ff., verwiesen. 

101. 40 
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Ordnung, in der 


p=, g=u,, T=, =U, = H,, 


wie iiblich zur Abkiirzung gesetzt sind. Fiir eine vorgelegte Loésung u 
sei die Differentialgleichung in einem Gebiet der x, y-Ebene vom ellip- 
tischen Typus, d. h. es sei dort 

oF oF oF\* 


. > 0 
or ot 08) 


- > 


: F F 
woraus insbesondere ae + 0), = + 0 folgt. Man verstehe nun unter den 
o Cc 


stetigen Funktionen 0,(z, y) und 0, (2, y) die beiden sicher verschiedenen 


id 


komplexen Wurzeln der Gleichung 


aF eF oF 
o*— —o+—=0; 
wv da ~ ot 


unter den Differentiationsoperatoren ’ bzw.‘ die folgenden linearen Kom- 


Eo ‘ 2 F 
binationen der Symbole — und 
Oz cy 


’ o ; fal ‘ fal 
=—-+ 0, = =-—-+0,—. 
da * “3 dy’ éz “3 Gy 


Dann folgt 


y’—0,2'= 0 und ¥ —o,2 =0. 


Aus dem Bestehen dieser Gleichungen folgen jetzt in bekannter Weise 
rein algebraisch noch weitere charakterische Differentialgleichungen fiir die 
GréBen zx, y, u, p,qg,7, 8, +t. Diese sowohl wie die beiden schon genannten 
y’—o,x’=0 und y —oe,x =0 lassen sich nach geeigneter Auswahl in 
die folgende Form setzen: 


8 


y P aie P ete ) > ) 
dD 4%, = 9 (¢ =1, 2,..., 6), 
& 

* oes i ae 

> 4;, 9, =9 (¢ = 7, 8), 

k=1 
in der die 7,, ,,---,@, zur itibersichtlicheren Schreibweise fiir x, y,..., ¢ 


stehen, die a;, vermége unserer Voraussetzung iiber F analytische Funk- 
tionen der Argumente ¢,,...,, sind und wo die Determinante |a,,| nicht 
verschwindet *). Das Nichtverschwinden der Determinante |a,,| folgt aus 


*) Eine nahere Begriindung findet man bei Hans Lewy, ,Uber das Anfangswert- 
problem einer hyperbolischen nichtlinearen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit zwei Verinderlichen“, Math. Annalen 98, S. 179 ff., und bei K. Friedrichs 
und Hans Lewy, ,Lésung des Anfangswertproblems einer beliebigen nichtlinearen 
hyperbolischen Differentialgleichung beliebiger Ordnung in zwei Variablen“, Math. 
Annalen 99, S. 200 ff. 
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den nach der Voraussetzung des elliptischen Charakters erfiillten Un- 


gleichungen 
4 oF oF (oF \ 
ar at és / 


oF oF 
_ + 0 co he Qi, ie. 
, , er + ot v 
Um die in der Einleitung angekiindigte Fortsetzung ins Komplexe 
auszufiihren, werden wir alle GréBen m als Funktionen von vier unab- 
hangigen Variablen &,,&,, 4,, 7, angeben, die wir so wahlen, da8 fiir 
&, = n, = 0 die Ebene é 


1» 9, mit der x, y-Ehbene zusammenfiallt, d. h. so, daB 
x Ess Vr Mes Y) PY; &,,9, 7,, 9) = Gas 
y(é,,9,,,9)= Po §,,9,,,0)=n, 


ist. Dadurch sind in der Ebene &,= 9, = 0 die saimtlichen m, die vorher 
Funktionen von 2, y waren, nun als dieselben Funktionen von &, und », 
bekannt. Um nun diese 9,,...,g, als Funktionen der vier Argumente 
E,,&a, %> N%, zu bestimmen, greifen wir ein ins Innere des Definitions- 
bereichs unserer Liésung fallendes Geradenstiick 7, = konst. unserer &,, 7,- 
— 


bestimmen jetzt die m in einer gewissen zweidimensionalen beiderseitigen 


Ebene heraus. Die ¢,,...,@, sind dort also Funktionen von & 


Umgebung dieses Geradenstiickes in einer &,, 7,-Ebene. Wir benutzen zur 
Fortsetzung in diese das obige System (1) der charakteristischen Differential- 


gleichungen 
DS air Gi = 0 ¢=1,..., 6); 
. 
>) @ik PE= 0 2 4,9), 
k 


geben aber den Operatoren nun die Bedeutung * 


0 c 
= . - 
-. OS: ON, 
C 0 
05, § OM 


Man hat hier ein Anfangswertproblem fiir Funktionen der beiden unab- 
haingigen Variablen &,,7, vor sich, dessen Lésbarkeit von mir in der 
zitierten Arbeit iiber das hyperbolische Anfangswertproblem bewiesen wurde. 
Allerdings werden bei dieser Fortsetzung die Funktionen y méglicherweise 


komplex werden, da schon fiir §,= 7, = 0 nicht alle a,, reell sind. Die 


ik 


Bedeutung der a,, fiir komplexe Werte der m anzugeben, hat keine 


k 
Schwierigkeit, da die a,, analytisch von den g abhangen; wir erklaren die 


a,, fiir komplexe Werte der p einfach als analytische Fortsetzungen der 





8) Wesentlich an dieser Festsetzung der Bedeutung der Operatoren ist nur, 
daB sie Differentiationen in zwei verschiedenen Richtungen der §&,, 7,-Ebene be- 
deuten und daB keine dieser Richtungen parallel zur ,Anfangsgeraden“ 9, = 0 ist. 
40* 
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a;, fiir reelle Werte der g. Um nun den zitierten Satz‘) unmittelbar 
anzuwenden, zerlege man die Funktionen g in Real- und Imaginirteile 


P= 9 +8 


und benutze zur Fortsetzung das aus dem obigen System durch Aufspal- 
tung nach Real- und Imaginarteil entstehende neue System von doppelt 
soviel Differentialgleichungen fiir doppelt soviel Unbekannte. Dabei sind 
die Anfangswerte der @ selbstverstandlich gleich denen der @ selbst und 
die der @ gleich Null zu nehmen. Das neue System hat natiirlich wieder 
eine Determinante, die fiir die Anfangswerte nicht verschwindet”®). 


*) H. Lewy, loc. cit. Im folgenden werden noch die folgenden Eigenschaften 
von Lésungen eines solchen ,kanonisch hyperbolischen“ Systems benutzt, die ich 
hier zusammenstellen méchte: 

1. Man kann eine etwa aus zwei kongruenten Trapezen (vgl. Figur) bestehende 
beiderseitige Umgebung des Geradenstiickes 9, = konst. angeben, in der die Funk- 
tionen @ existieren und den obigen Differential- 


gleichungen gehorchen; die GréBe der Trapeze hingt 
€,-7rhonst €,* 9 7honsr . . . 
dabei, was die Anfangswerte betrifft, nur ab 
laa = 
. é 0¢ 
EC, Se «) von oberen Schranken der | <we » Is auf dem 
| Ong |” | Ong | 


herausgegriffenen Geradenstiick; #) von oberen und 
unteren Schranken fiir die ¢,, , selbst; y) von einer unteren Schranke fiir den Ab- 
stand der durch die Anfangswerte ,, %; gegebenen Kurve des 16-dimensionalen 
%,, %;-Raumes vom nichsten singuliren Punkt der Funktionen a;,(¢,, %o, ..-,; Pg) 
und ‘von der nichsten Nullstelle der Determinante |a,,|. Es wird dabei vorausgesetzt 
da8 alle betrachteten Anfangswerte der g einem geniigend kleinen Bereich des 
y-Raumes angehéren 


2. Sind die Anfangswerte der y und ihre ersten Ableitungen stetige Funktionen 
von einem oder mehreren Parametern, so folgt aus dem soeben Gesagten, da8 man 
die GréBe der trapezférmigen Umgebung des Geradenstiicks fiir die verschiedenen 
Werte des Parameters gleichmaBig nach unten abschitzen kann, und zwar durch 
eine positive Schranke 

3. Stetige n-malige Differenzierbarkeit der q, nach den Variablen der Diffe- 
rentialgleichungen und nach Parametern bleibt in der besagten Umgebung des Ge- 
radenstiicks erhalten, wenn sie fiir die Anfangswerte gesichert ist. 

Soweit diese Eigenschaften der Lésungen kanonisch hyperbolischer Systeme 
nicht schon in meiner Arbeit genannt und bewiesen werden, sind sie jedenfalls durch 
leichte Modifikation des dortigen Existenzbeweises zu erhalten, oder — wie ich dies 
In Géttinger Vorlesungen ausgefiihrt habe — indem man vdllig analog zu den Me- 
thoden verfahrt, die zum Beweise der entsprechenden Behauptungen in der Theorie 
der gewohnlichen Differentialgleichungen benutzt werden. Vgl. auch die FuBnote 8. 610. 

5) Denn sonst wiirde ein mit der neuen Matrix gebildetes linear homogenes 
Gleichungssystem eine nicht triviale Lésung besitzen, also auch ein linear homogenes 


Gleichungssystem mit der alten Matrix, was unmdglich ist, weil dessen Determinante 
nicht verschwindet. 
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Das Verfahren der Fortsetzung, das soeben fiir ein Geradenstiick 
n, = konst. der Ebene &, =, = 0 als Anfangskurve beschrieben wurde, 
wende man nun auf alle parallelen Geradenstiicke 1, = konst. dieser Ebene, 
soweit sie in den Definitionsbereich der Lésung w fallen, an. Man bestimmt 
so die Funktionen p in einem dreidimensionalen Gebiet*) des é,, &,, ,, 7- 
Raumes, naimlich einem solchen, in dem §,= 0 gilt. Dies Gebiet enthilt 
das Ebenenstiick der Ebene &, = 7, = 0 im Inneren. 

Nunmehr geht man von den samtlichen Geraden £, = konst., 7, = konst. 
des soeben betrachteten dreidimensionalen Gebietes &, = 0 des &,,é,,,,1- 


Raumes aus und setzt die dort bekannten Funktionen ¢,,..., y, in ein um- 
gebendes vierdimensionales Raumstiick*) fort, indem man wieder das System 
Dd avi = 0 (¢=1,..., 6), 
E 
2 Ue Pi = 9 (i = 7, 8) 
k 


benutzt, jetzt aber den Operatoren die folgende Bedeutung gibt: 


— a. 
(1% ) Oe, On,’ 
, ‘ a 0 
= T 9g, + on, 
§ 2. 


Riickkehr zu den alten Variablen. 


Ein Hauptpunkt der folgenden Untersuchung ist der Nachweis, daB 
man anstatt &,,&, ,, 7, auch 2,, 24, ¥,, Y, als unabhingige Variabe ein- 
fiihren kann, wenn man sich auf eine hinreichend kleine vierdimensionale 
Umgebung eines Punktes x, y des urspriinglichen Definitionsbereiches von u 
beschrinkt, was wir natiirlich tun wollen. Es geniigt dazu wegen der 
Stetigkeit’), das Nichtverschwinden der Determinante 

A mx 2A%a2 Mar Va» Ye) 
8(E,, Sas Ms Ye) 
in dem betreffenden Punkte der ,,Anfangsebene“ nachzuweisen. Da dort 
die &,,&, 1, %_ baw. mit den x,, 74, y,, Yq tibereinstimmen, hat man dort 
die Gleichungen fiir acht von den in Frage kommenden Ableitungen: 


Ox, — Ox, 0 om 9 0%: __ 9. 
(9 | dé, ; 06, 4 0g, , 0g, ‘ 
“) , 
y | Ox, = 0, 6, hn 1, Ws _ 9 
On, On" on, on; 


*) Vgl. die FuBnote *). 
*) Vgl. Anm. *). 
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Spaltet man weiterhin die Funktionen 0, und o0,, vgl. 8.610, in dem be- 
treffenden Punkte nach Real- und Imaginirteil, also 


0; o; + ¢ Gy, eee z D4, Oy oa 0, 


so liefern die Gleichungen y’— o0,2’=0 und y'— 0,2'=0 in den ver- 
schiedenen Bedeutungen (*) und (**) der Differentiationsoperatoren die 
folgenden vier Gleichungen (unter Benutzung von (2)) 


0 — ; , - OZ, 
ot 4 5 U8 _ (9, +- Oy 1+ + #—*) = 0, 
2 ON: ong a ons ON: / 
(é 
ay a ‘ Ox Os 
YY + ? ¥2 a (o, == § 0. a 1 a8 1 ue “ 2 | 0; 
On: One ' Ons Og / 
é . OY, , Ox - Oz 
Hh 4 gs _ 1 — (0, + 60,) (2+ s=*) = 0, 
{ OSs 0S, . Ose 0S- 
, é 0 , ; 0a, , 208 
v1 Lg Ln 1 — (o, —#o,) = 1. § —_*| an 0), 
OSe Ose e“ NOSs OSe 
Die ersten beiden liefern durch Subtraktion 
‘or OX, 
2a, +- 2s0,(—? +s?) =—0 
it 8\5 ? 
Os ONe 
Cx, , OX, 5% " Oz, 0: OL, oO; 
On, On, o,” Ong nn) ne 
Weiter erhalt man 
Oy, 5 O¥: (6,+40,)(0g+%0,)  i(o?+ 03). Oy, 0: OY, +7 
Ons One Ge = O . on, ; ON . o% 


Ahnlich entsteht aus den Gleichungen (4) durch Subtraktion 


. ; Ox. - O2_\ am, , .02 i Ox Oz. ] 
2+ 210, ~y re F) = 9; —= +} § = =m —s = 0, = ? 
OSe 05, 0g, 0&, sr) Se CS¢ %% 


woraus dann 


oy, - OY, _ 4 (O,+40,)-¢ Gy. oy, OY, 4 
me yg SMe 4 Nets: Dud, Dad 
0g, 0g, 05 Og 0&, 0€, Gs, 


folgt. Die Matrix der Ableitungen der 2, z, y, y, nach den é, &, 7, 7, sieht 
also in dem ins Auge gefaBten Punkte der Anfangsebene &, = 7, = 0 so aus: 


























| 
a, Ty — Y% Ye 
é, 1 0 0 0 
& 0 : 0 = 
Os O 
": 0 0 1 0 
———_—_}—_ = 
te 0 % 0 oftoy 
G Oe 
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Wie man sieht, ist die Determinante ungleich null, namlich gleich 1; man 
kann also in einer vierdimensionalen Umgebung des betreffenden Punktes 
der x, y-Ebene die z,, 2,, ¥,, ¥, als neue Koordinaten einfiihren. 

Allgemein werden die Differentiationssymbole nach §,, &, ,, 
lineare Kombinationen derer nach z,,2,, ¥,, ¥,- Schreibt man 


or 
T 


ta fa “ih é » o 
oa A, — +B, + 0 at an) +P (ag, + Fan 


a 1 ans 1 Oz, 1 dy, 1\ dz, on, y, OY. 


so wird aus Get; + - =) (Ws +t#y,)— @, (5 5 


der Tatsache, daB der Operator = + ix - null ergibt, wenn er auf eine 
a 


3 ee eee 
+ 5p.) (%1 + 8%) = 0 wegen 


analytische Funktion von z,+ 72, (hier z,-++2, selbst) ) ausgeiibt wird, 
und wegen der entsprechenden Tatsache fiir den Operator int! in 

s 
B, — 0,4, =9, 


und A, ist ungleich null, weil sonst der Operator (5) nicht reell sein kann, 
auBer wenn C, und D, auch verschwinden; das ist aber unméglich, weil 


nicht —- = — — ist. 
0€, Ong 


Man findet demnach 


(6) £4+£=-4240424+6(5+15)+0,(6+ig), 
und ahnlich 

(7) -f£4+ 5 =a d+aae+a(A+iZ) +d (P+ig), 
(8) aa Aa tea + Ae, be +B, + 55) 
(9) ate By + es B,5- + 4, (3 + i 9e:) + Ha (3, +45). 


Alle diese GréBen A,, C,, D,,..., H, sind nichts weiter als lineare Kom- 
binationen der Differentialquotienten der z,, z,, y,, Y, nach den ,,&,, 7,, 95 
z. B. ist offenbar 


‘0, =( n+ iq) * iD, =( st am)m 
i@—( Z+2),, im=-( £+h)m 
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und es ist auBerdem wichtig, nochmals hervorzuheben, dab A,, A,, E,, E, 
simtlich ungleich null sind. 

Fiir das Folgende wesentlich sind die Werte der C,, D,, C,, D,, G,, G, 
H,, H, in der Anfangsebene z, = y, = 0. Man hat dort unter Benutzung 
unserer Differentiationstafel 


oy _ 5 _ of+o3 
tC,= ae iD, = a, 
. o ; o2+a2 
tCF—.=—, t D, = -“—,, 
a Og - Gg 
10 ; 

° ° o 
v G, = ’ a H, ' > 

0, Os 
lia 1 6, 
+ G, = : tH, = 

G 0, 


In der Anfangsebene gelten nun die charakteristischen Differential- 
gleichungen (1) in dreierlei Form, entsprechend den drei Bedeutungen des 
Operators ‘ bzw.‘. Die erste auf S. 610 erwaihnte Bedeutung von ’ bzw. ‘ 
lautete 


, 0 0 
i v, TCs dy,’ 

. 6 7) 
ee ax, r Qs F Yo” 


die zweite war die von (*), die dritte die von (**). Man subtrahiere nun 
von dem System (1) in der zweiten Bedeutung das mit A, bzw. A, multi- 
plizierte der ersten Bedeutung und erhalt so unter Beriicksichtigung von 
(6) und (7) und von (10) 


x 

7 "oa, ( @  @ o2+a2/ @ . @ 
s @;, |= -+4- +. +4 y,=0, 
Pa! Lto, \dz, 02, tO Ou, OY./ 


wobei der Index i von 1 bis 8 lauft. Aus dem Nichtverschwinden der 
Determinante |a;,| in der Anfangsebene folgt nunmehr 
11 ' A - Oo ‘Se a F Q ¢ ‘al 9, 0 (ke a 
Oy \O%, OX, 2 oY” OY2 . 
Ahnlich folgert man, wenn man das charakteristische System in seiner 
ersten Bedeutung mit Z, bzw. #, multipliziert und von dem charakte- 
ristischen System in der dritten Bedeutung (**) abzieht und wiederum 
die Werte (10) der Koeffizienten G,, G,, H,, H, in der Anfangsebene heran- 
zieht : 
f » oY o,/ @ 7) 
(11) b= ( em he Gm) fe SB 
) \3 da, ) + 


(—— -+- §-—} 
Ge oy, OY_/ J 
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Fiir jedes einzelne pg, nun stellen die beiden Gleichungen (10) und (11) 
zwei Gleichungen dar, aus denen wegen des Nichtverschwindens von 


2442 
a S251 


Os Os pare 
1 6; 
Oy 0, 
a — { @ » oy 
ae a se SSP S 2 Pe 
lan, + 8 az) Pe ) und dy, + Soy.) Me 0 


folgt. (Das darf nicht verwundern, denn die Bedeutung der Operatoren ’ 
bzw. ‘ war natiirlich dementsprechend festzulegen.) 


Somit ist das Erfiilltsein der Cauchy-Riemannschen Differentialglei- 
chungen in der Anfangsebene 7, = y,= 0, oder um in der Sprache der 
E,,&s, %,,_ zu reden, in der Ebene &,= 7, = 0 gesichert. Wir weisen 
zunachst ihre Giiltigkeit in jenem dreidimensionalen Raumstiick £, = 0 
nach, in das wir zuerst vermége der Bedeutung (*) der Operatoren ’ bzw.’ 
fortgesetzt haben. Wir setzen zur Abkiirzung 

V,= 5 tas V, 5y | is: 
1 2 v1 2 

Wir dividieren die Gleichungen des charakteristischen Systems in der 
besagten Bedeutung bzw. durch A, und A,, die ja beide nicht verschwinden 
(vgl. 8.615) und wenden auf das so umgeformte System die Operatoren 
V, und 7, an. Da die a;, analytisch von den 9,,...,y, abhiangen, ist 


- - QV eair , 
Va; = _ dp, be Pt 
> YOa; > 
V a;, = S tt Q,- 
oe 


In diesen Gleichungen wird in der komplexen Differenzierbarkeit der a,, 
zum einzigen wesentlichen Male die analytische Abhangigkeit der Differential- 
gleichung F = 0 von ihren Argumenten benutzt.). Weiter ist beispielsweise 


, @,' . i 0 ce an’. 4: ae 
V. . V. + o,=—-+ if BaF 7 
A, Ox, “2 OY, ~~ * A, ¥ - 
{¢ 7) Go D, x » 
— +— 2 ep ee 
Ox, 1 5y, yh a," Va? 
- 
es io oo OOK V7 Ge: 
7 “1 7, oe ke C ‘ 
V4 Ve%r t Vea, Me ey, no Oy, 2P?rt 
R 
l 7 \’ C, . 7 Dp CP, VIIA 
= A, VP, ) 1 VG. VP, t Via VyPr Oy, rae 4% 
=l 


SSI 
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Wir sehen also, daB die Anwendung des Operators V, auf das durch A, 
bzw. A, dividierte Differentialgleichungssystem zu dem folgenden Diffe- 
rentialgleichungssystem fiihrt: 


Sa;,(V.¢,)' + 5 (V9, 64,7.) =9 (¢ =1,..., 6), 
k k 

(12) 3 £ 5 
24, (Ve Pr) 7: obi Fe Pu + Cinhy Px) = 0 (¢= 7, 8). 


Eine ahnliche Anwendung des Operators V, bewirkt die Gleichungen 


2% (F, Px) + J (4 Fe Put enV, Px) = 0 (¢ =1,..., 6), 
(13 = ioe 
2% (Vy Pr) + (din Ve Pn + Cin, M%) =O (§ = 7, 8). 


Dieses System von 16 Differentialgleichungen fiir die 16 Funktionen 
V.%,» ¥,%, ist ein kanonisch hyperbolisches System mit nichtverschwin- 
dender Determinante. Die Determinante ist namlich gleich |a,,!*. Wir 
haben in den Ausdriicken V_¢,, V,p, Lésungen eines Anfangswertproblems 
dieses Systems vor uns, namlich eines solchen, dessen Anfangswerte simtlich 
null sind. Eine Lésung dieses Problems wird 


Vp, =9, Vp, =090, 


y 
wie aus der Homogenitaét der Differentialgleichungen folgt. Aus dem fiir 
diese Systeme giiltigen Eindeutigkeitssatze *) folgt nunmehr, da8 es nur diese 
Lésung gibt, also da8 die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in 
dem betrachteten dreidimensionalen Gebiet gelten. 
Ganz ebenso beweist man nunmehr die Gleichungen 


V9, = 9, V?, =9 
in dem zu betrachtenden vierdimensionalen Gebiet, indem man sich er- 
innert, daB die Fortsetzung der ¢, in dieses erfolgte, indem man von allen 
Geraden ¢, = konst., 7, = konst. des obigen dreidimensionalen Gebietes aus- 
ging. Auf diesen sind aber die V.p,=0, Vpy,=0, wie eben bewiesen. 
Eine analoge SchluBweise fiihrt nun zu der Behauptung. 

Damit ist der Nachweis des analytischen Charakters der vorgelegten 
Lésung unserer Differentialgleichung beendet. 





*) Ein solcher Eindeutigkeitssatz steht in meiner zitierten Abhandlung. Es la8t 
sich die Eindeutigkeit schon unter schwicheren Voraussetzungen als den dort an- 
gegebenen beweisen, wenn man die in der Theorie der gewdhnlichen Differential- 
gleichungen itiblichen Methoden benutzt; vgl. hierzu auch O. Perron, ,Uber Existenz 
und Nichtexistenz von Integralen partieller Differentialgieichungen im reellen Gebiet“, 
Math. Zeitechr. 27, 8. 549ff., sowie Haar, C. R. 187 (2.6. 1928), und meine anfangs 
zitierte Abhandlung in den Géttinger Nachrichten 1927, 8. 184ff. Hier liegen die 
Dinge wegen der Linearitét der Differentialgleichungen iibrigens besonders einfach. 








Ls a tot & 
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§ 4. 


Zum SchluB noch ein Wort iiber die Dij/ferenzierbarkettsvoraus- 
seizungen, denen die vorgelegte Lésung u(z,y) gehorchen mu8. Zur 
Fortsetzung in den vierdimensionalen Raum ist es hinreichend, die Funk- 
tionen g in der reellen Anfangsebene als zweimal stetig differenzierbar 
vorauszusetzen. Die Funktionen sind dann iiberall zweimal stetig nach 
den Argumenten differenzierbar und der im vorigen Paragraphen benutzte 
Eindeutigkeitssatz bezieht sich dann auf stetig differenzierbare Funktionen 
V.%, Ve, (vgl. hierzu die Anmerkung 8.618). Wir unterlassen es, zu 
untersuchen, wie weit unsere Voraussetzungen, die damit eine viermalige 
stetige Differenzierbarkeit von u bedeuten, gemildert werden kénnen, ohne 
die Einfachheit des Gedankenganges zu beeintrichtigen. 

Ubrigens lassen sich die Uberlegungen dieser Arbeit auf die Diffe- 
rentialgleichungen hdherer Ordnung und auf Systeme von Differential- 
gleichungen erster Ordnung in zwei Variablen verallgemeinern. 


(Eingegangen am 23. 10. 1928.) 











Uber zweidimensionale regulire Variationsprobleme 
Form {fF (p, q)dady = Minimum. 


Von 


Tibor Rad6*) in Szeged, z. Z. Minchen. 


Einleitung. 


1. Fiir die im Titel erwahnten Variationsprobleme hat Herr Haar 
einen allgemeinen Existenzsatz bewiesen*); die vorliegende Note hat zum 
Zwecke, den Haarschen Beweis zu vereinfachen. Der fragliche Existenz- 
satz lautet wie folgt. 


Satz A. Der Integrand F(p,q) des Variationsproblems 
Sf F(p q)dxdy = Minimum 


sei fiir alle reellen Werte von p und gq etwa analytisch und geniige der 
Bedingung 


1) Fone — Foe >%, F,,.>% 


das Problem sei also reguldr). Auf einer konvexen Kurve C der zy- 
Ebene sei eine stetige Folge von Randwerten gegeben, welche der folgenden 
Bedingung geniigen: Die Steilheit einer jeden Ebene*), welche die im zryz- 
Raume gelegene, durch die auf C gegebenen Randwerte bestimmte Raum- 
kurve in wenigstens drei getrennten Punkten schneidet, bleibt unterhalb 
einer festen endlichen Schranke 4 (ich will hierfiir kurz sagen, daB die 
auf C gegebenen Randwerte einer Dreipunktebedingung mit der Kon- 


*) International Research Fellow. 

*) A. Haar, Ober das Plateausche Problem, Math. Annalen 97 (1926), S. 124—158. 
Hier handelt es sich um § 1 der genannten Arbeit. 

*) Unter der Steilheit einer Ebene wird der Tangens des spitzen Winkels ver- 
standen, den die Ebene mit der zy-Ebene einschlieBt. Ist also z=az+by+c die 


Gleichung der Ebene, so ist ihre Steilheit gleich (a*+ b*)?. 
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stanten 4 geniigen). Es sei G das durch C berandete Gebiet. Alsdann 
gibt es eine Funktion z(x,y), welche in G einer Lipschitzbedingung ge- 
niigt, auf C die vorgeschriebenen Randwerte annimmt, und unter allen 
ebenso beschaffenen Funktionen dem Integrale 


, {0z Dz 
(2) a(2,4)=[{r(%, zy) aedy 
G 
einen kleinsten Wert erteilt. 


Um auf den Beweisgang von Herrn Haar bequem Bezug nehmen zu 
kénnen, hebe ich die beiden Hauptmomente seines Beweises*) in der Form 
von besonderen Satzen hervor. 


Satz B. Es sei L irgendeine Konstante >4. Dann gibt es eine 
Funktion z,(z,y), die in G@ einer Lipschitzbedingung mit der Kon- 
stanten L genitigt*), auf C die vorgegebenen Randwerte annimmt und 
unter allen Funktionen mit diesen beiden Higenschaften dem Integrale 
J(z,G@) einen kleinsten Wert erteiit. 


Satz C. Die im Satze B umschriebene Funktion zz, geniigt in G 
einer Lipschitzbedingung mit der Konstanten 4. 

Im Besitze dieser beiden Satze ist der Beweis von Satz A unmittel- 
bar, indem man ohne weiteres sieht, daB die Funktion z,, deren Existenz 
aus Satz B, fiir L = 4, resultiert, die in Satz A geforderte Extremal- 
eigenschaft besitzt. Es sei naimlich z eine Funktion, die auf C die vor- 
geschriebenen Randwerte annimmt und in G einer Lipschitzbedingung mit 
irgendeiner Konstanten L geniigt. Ist erstens L> 4, so darf Satz B 
herangezogen und die entsprechende Funktion zz betrachtet werden. In- 
folge der Extremaleigenschaft von zz gilt zunichst J(z,,G)< J(z, @). 
Da nach Satz C die Funktion zz in @ einer Lipschitzbedingung mit der 
Konstanten 4 geniigt, so folgt aus der Extremaleigenschaft von z, die 
Ungleichung J(z4,@) << J(zz,@). Aus diesen beiden Ungleichungen folgt 
schlieBlich 


(3) J(z4,@) << J(z,@).” 


Ist aber zweitens L < A, so folgt (3) direkt aus der Extremaleigenschaft 
von 24. 

2. Es kommt also nur auf die Saétze B und C an. Der hauptsich- 
liche Zweck der vorliegenden Note ist die Vereinfachung des Beweises von 


8) Vgl. loc. cit.*), 8. 185-142. 
*) D. h. es gilt fir irgend zwei Punkte (z,, y,), (%, Yg) in @ die Ungleichung 


it. 


Zr (Xe, Ye) — 2, (%, 4%) SL {(x,—2,)°+(%-%)* 
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Satz C. Diese Vereinfachung ergibt sich aus der Benierkung, daB der 
von Herrn Haar herangezogene schwierige geometrische Hilfssatz nicht in 
derjenigen scharfen Fassung nétig ist, wie ihn Herr Haar formuliert hatte °). 
Man kommt namlich aus bereits mit dem folgenden 

Satz D. Es sei z eine Funktion, die in @ stetig ist und die fol- 
genden Eigenschaften besitzt: 

a) Die Randwerte von z auf C geniigen einer Dreipunktebedingung 
mit der Konstanten 4. 

b) Ist az + by-+-c irgendeine lineare Funktion, so ist die Differenz 
z—(ax+by-+c) in G monoton’). 

c) Bezeichnet G,, das Gebiet, welches aus G@ durch die Parallelver- 
schiebung um den Vektor mit den Komponenten h und k& hervorgeht, so 
ist die Differenz z(z,y)—z(x—h,y—k) im gemeinsamen Teilgehiete 
von G und G,, monoton, bei jeder Wahl von h und k (vorausgesetzt 
wird natiirlich, daB G und G,, iibereinandergreifen 

Alsdann geniigt z in G einer Lipschitzbedingung mit der Konstanten A. 


LaBt man die Bedingung c) fort, so hat man eben den urspriinglichen 
Haarschen Hilfssatz vor sich. Satz D ist also unscharj/’), dafiir aber ist 
derselbe beinahe trivial; die zum Beweise des scharfen Satzes nétigen 
weitlaufigen topologischen Uberlegungen *) fallen fort. 

3. Wenn auch der eigentliche Gegenstand dieser Note der Satz C ist, 
so bin ich doch kurz auch auf den Beweis von Satz B eingegangen, um 
bei dieser Gelegenheit die Tatsache vollstandig verifizieren zu kénnen, da8 
es geniigt, anstatt der Ungleichungen (1) nur eine unmittelbare Folgerung 
derselben vorauszusetzen, naimlich die Konvextidt von F(p,q) im Sinne 


5) Val. loc. cit. *), 8. 141. — Den Beweis des fraglichen Hilfssatzes sowie des 
Satzes C habe ich, auf Anregung von Herrn Haar, in meiner Arbeit Geometrische Be- 
trachtungen iiber zweidimensionale reguldre Variationsprobleme erbracht (Acta litt. ac 
scient. r. univ. hung. Franc.-Jos., Szeged, 2 (1926), S. 228-253 

*) Eine Funktion z(z,y) heiBt nach Lebesgue in einem Gebiete G monoton, 
wenn folgendes gilt: Sobald am Rande irgendeines Teilgebietes G’ von G eine Un- 
gleichung m’<z(z,y)<M’ erfiillt ist, so besteht dieselbe Ungleichung auch im 
ganzen Teilgebiete @’. 

") Anders geartete Spezialisierungen des Haarschen Hilfssatzes treten in der 
einschligigen Literatur vielfach auf (vgl. die Literaturangaben bei Haar, loc. cit. *), 


insbes. 8. 127 und 8. 141, FuBnote). Die erwiahnten Spezialisierungen lassen sich 
dahin charakterisieren, da8 anstatt der Bedingung c) gewisse Regularitditsforderungen 
an die Fliche z=z(z, y) gestellt werden. So setzt Hilbert die Flache z =z(z, y) 


als stiickweise analytisch, Lebesgue als Polyederfliche, S. Bernstein als zweimal stetig 
differenzierbar voraus. Unsere Zusatzbedingung c) unterscheidet sich von den ge- 
nannten durch ihren wesentlich topologischen Charakter. 

*) Vgl. meine unter °) zitierte Arbeit. 





Vi 


~ 
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von Jensen. Genau: der Haarsche Existenzsatz bleibt bestehen, wenn 
F (p,q) fiir alle reelle Werte von p und g stetig und so beschaffen ist, 
da fiir irgend zwei Wertepaare (p,,9,), (P.,q,) die Ungleichung 

PitPo Ut+%\ — F(p, %)+F (Pe %) 
(4) F(. oy ~~). —— 
besteht, wobei das Gleichheitszeichen nur fiir p, = p,, 9, =, stattfindet; 
d. h. es gilt 


Path qs + % \ - F(p, ’ %) - F(P2» %) 
(4* \ 9? 9 5) 


\ 6 4 / 4 


i 


fiir [(P_— P1)* + (9 — q,)°}" > 0. “) 


§ 1. 


Beweis von Satz D. 


1. Vorbemerkungen. Es sei C* die durch die Randwerte von z 
bestimmte Raumkurve, P,’ irgendein Punkt auf C*, P™ eine gegen P, 
konvergierende Punktfolge auf C* und g™ die Verbindungsgerade von P,* 
und P*. Indem wir eventuell zu einer geeigneten Teilfolge iibergehen, 
kénnen wir annehmen, daB g* gegen eine bestimmte Gerade g; konver- 
giert (die durch P;* hindurchgeht und dessen Richtungskosinusse die 


: . . * - 
Grenzwerte der entsprechenden Richtungskosinusse von g, sind). 


Bemerkung a). Eine derartige Grenzgerade gj besitzt die folgende 
Eigenschaft: Ist « irgendeine Ebene, welche die Gerade g* enthalt und 
deren Steilheit grdfer als A ist, so ist P;’ der einzige gemeinsame Punkt 
von « und O*. 

Soviel ist sofort klar, daB ein etwaiger weiterer Schnittpunkt Q* nur 
auf g, liegen kann. Sonst wire nimlich ¢ die eindeutig bestimmte Grenz- 
lage der durch g” und Q* bestimmten Ebene ¢,, d.h. die Grenzlage einer 
Ebene, deren Steilheit der Dreipunktebedingung zufolge < 4 ist, und es 
miiBte folglich auch die Steilheit der Ebene ¢«, im Gegensatze zur Voraus- 
setzung, <A sein. Die noch iibrigbleibende Annahme, daB ein auf g, 
liegender, von P; verschiedener Schnittpunkt vorhanden ist, wird aber 
widerlegt durch die folgende, auch weiter unten zu verwendende 


Bemerkung b). Die Grenzgerade g; kann keinen solchen, von P; 
verschiedenen Punkt Q* enthalten, dessen 2xy-Projektion innerhalb oder 
auf C liegt. 

**) Fir eindimensionale Variationsprobleme hatte Herr L. Tonelli derartige Ver- 


allgemeinerungen behandelt; vgl. sein Lehrbuch Fondamenti di Calcolo delle Variazioni, 
insbes. 1, S. 268ff., sowie 2, S. &ff. 
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Man bezeichne namlich, falls ein derartiger Punkt Q* existieren sollte, 
die xy-Projektionen von P,, P*, Q*.9°,95 mit P,, P., 2,9n»Go- Es sei 
M der Mittelpunkt der Strecke P,Q und M, der FuB8punkt des von M 
auf g, gefallten Lotes. Fiir n—+co strebt dann M, gegen M, d.h. gegen 
einen inneren Punkt der Kurve C, *) und daher mu8 auch M_, fiir groBes n, 
innerer Punkt von C sein. Ein auf der Geraden g, liegender innerer 
Punkt von C kann aber nur zwischen P, und P, liegen und strebt folglich 
gegen P, und nicht gegen einen inneren Punkt von C, wie es der Punkt 
M,, tun sollte. 


2. Wir kénnen nunmehr zum Beweise von Satz D schreiten. Zu zeigen 
ist: Sind (2,, ¥,), (%,, ¥,) ingend zwei Punkte in G+ C, so gilt die Un- 
gleichheit 

r - [ 3 2,3 

ad 2\74,4; 2(%, Yo)| S4[ (2, — %) +(¥,— H%) ]°- 

Wir erledigen zunichst den Fall, daB wenigstens einer dieser Punkte, etwa 
Zo, Yo) auf der Randkurve C liegt. Mit Py, P;* bezeichnen wir die iiber 
Lo, Yq) baw. (x,,y,) gelegenen Punkte der Flache z=2z(z,y), mit g, 
eine durch P,* hindurchgehende Grenzgerade, wie sie in Nr. 1 beschrieben 
wurde, mit « die Verbindungsebene der Geraden g, und P, P,",*°) und 
wir nehmen an, die Ungleichung (5) sei nicht erfiillt. Alsdann ist die 
Steilheit der Ebene ¢ notwendig gréfer als 4, Lassen wir der Ebene « 
eine hinreichend kleine Drehung um die Gerade g, erfahren, so bleibt die 
Steilheit gréBer als 4; nach Nr. 1, Bemerkung a) bleibt daher P, der 
einzige Schnittpunkt der gedrehten Ebene mit der Kurve C*. War also 
die Kurve C*, bis auf den Punkt P,*, zu Beginn der Drehung etwa unter- 
halb der Ebene « gelegen, so bleibt diese Lagenbeziehung bei der Drehung 
erhalten, waihrend wir andererseits durch geeignete Wahl des Drehungs- 
sinnes dafiir sorgen kénnen, daB der zu Beginn der Drehung awu/ « ge- 
legene Flichenpunkt P,;* oberhalb der gedrehten Ebene zu liegen kommt *"). 
Alsdann ist, wenn z=azr-+by-+c die Gleichung der gedrehten Ebene 
ist, die Differenz 

z(z,y)—(az+by+ec 


auf der Randkurve C und >0O im Punkte (z,, y,); ein derartiger 
Sachverhalt widerspricht aber der Voraussetzung b) des Satzes D. 


*) Ware M kein innerer Punkt von C, so wiirde die durch g, gelegte Vertikal- 
ebene einen ganzen Bogen der Raumkurve C* enthalten, was der Dreipunktebedingung 
widerspricht. 

4°) Nach Nr. 1, Bemerkung b) kénnen diese beiden Geraden nicht zusammen- 
fallen. 

1) Man beachte, daB nach Nr. 1, Bemerkung b) der Flachenpunkt Pj nicht 
auf der Drehachse g* liegen kann. 





on 


in, (fem * af 
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3. Wir nehmen zweitens an, daB (2z,, y,), (2,, y,) gleichzeitig innere 
Punkte von C sind. Wir setzen. 


t,— %=h, ¥1— Y=, 


und bezeichnen mit G,, das Gebiet, welches aus @ durch die Parallel- 
verschiebung um den Vektor mit den Komponenten h und k hervorgeht. 
Da (2z,, y,) eim innerer Punkt des gemeinsamen Teilgebietes G >< G,, von 
G und G,, ist, so gibt es, nach der Voraussetzung c) des Satzes D, auf 


dem Rande von G x G,, einen Punkt (é, 7), fiir welchen 
(6) |2(&,9)—2(€—h,n —k)| Sj] |2(2,,y,) —2(%,—h, y, — ) | 
gilt. Liegt aber (€,) am Rande von G =< G,,, so liegt wenigstens einer 


der beiden Punkte (&,7), (€ —h,»—k) am Rande von G; dann aber 
gilt nach Nr. 2 


(7) \2(é, 9) —2(€—h, n—k)| < 4(h*+8*)?. 
Aus (6) und (7) folgt unmittelbar die Ungleichung (5). 


§ 2. 
Vorbemerkungen iiber das Integral J(z,G). 


1. Uber F(p,q) wird also nur vorausgesetzt, daB es fiir alle reellen 
Werte von p und q stetig ist und die Ungleichungen (4) und (4*) erfiillt. 
Bekanntlich folgt aus (4) fiir irgendwelche Wertepaare (p,, q,),---, (Dy» Un) 
die Ungleichheit 


FS <a Mr) = > F(m qx)» 
1 1 1 


aus welcher sich weiter die folgende Integralungleichung ergibt. Sind 
p(x,y), q(x, y) in einem beschrinkten Gebiete der 2y-Ebene beschrinkt 
und meSbar (und daher offenbar auch F(p,q) in G beschrankt und meb- 
bar), so gilt 


. 1 1 \ 1 . 
(8) F(2,[[rdeay, 75 [fadeay) <5 || F(o.a)dzay.™) 
G @ G 


2. Es sei z(z, y) eine Funktion, die in einem beschrankten Gebiete G 
einer Lipschitzschen Bedingung geniigt, und es seien p und g ihre, be- 
kanntlich fast iiberall in @ existierenden Ableitungen erster Ordnung. Dann 


12) Vgl. etwa Pélya und Szegé, Aufgaben und Lehrsiitze aus der Analysis 1 
8. 51—52, Aufg. 70 u. 71 (Berlin, Julius Springer, 1925). — A. a. O. wird zwar nur 
der Fall von einer Verinderlichen behandelt, die Beweise gelten indessen wértlich 
fiir zwei Variable. 
Mathematische Annalen. 101. 41 
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sind p,q und folglich auch F(p,q) in G beschrankt und meSbar. Wir 
bezeichnen das iiber G genommene Integral von F(p,q) in der Folge 


Y 


stets mit J(z,G@), also 


J(z, G) SfF p,q) dzxdy. 


3. Es seien z,,z, zwei Funktionen, die in einem beschrankten Ge- 


biete G einer Lipschitzbedingung geniigen. Alsdann besteht die Ungleichung 


9 J (248 @) < Ma Dt TG) 


» ? ) 


N 


wobei das Gleichheitszeichen nur dann statthat, wenn die Differenz z, 
in G@ konstant ist **). 

Die Ungleichung (9) selbst folgt sogleich durch Integration der Un- 
gleichung (4), und aus (4*) ergibt sich, daB das Gleichheitszeichen nur 


dann gelten kann, wenn fast iiberall in G die Beziehungen 


r 


gelten. Dann aber ist, da z, und z, in @ einer Lipschitz- 
ry y Y¥ - 
bedingung geniigen, die Differenz z,—z, in G konstant. 


4. Im beschrankten Gebiete G mégen z sowie die gleichmaBig gegen z 


konvergierenden Funktionen z, einer Lipschitzbedingung geniigen (nicht 
notwendig mit derselben Konstanten). Alsdann gilt die Ungleichung 
10 lim J(z,,@)>J(z,G 

k->@ 


welche die Halbstetigkeit von unten des Integrals ff F(p,q)dxdy aus- 
driickt **). 

Ein einfacher Beweis dieses wichtigen Satzes ergibt sich wie folgt*®). 
da sich jedes Gebiet durch Quadrate ausschépfen laBt, so geniigt es an- 
zunehmen, daB G ein Quadrat ist. Wir zerlegen G in n* kongruente 


18) Vgl. Haar, Uber regulire Variationsprobleme, Acta litt. ac scient. r. univ 
hung. Franc.-Jos., Szeged, 3 (1927), 8S. 224—234, insb. 8. 226 —228. 

44) Vgl. Haar, loc. cit. *), § 1, Hilfssatz I und 11; Herr Haar geht a. a. 0. von 
den zu Beginn dieser Note angegebenen Voraussetzungen iiber F(p,q) aus. In bezug 
auf Literatur vgl. die Angaben bei Haar, loc. cit.), sowie meine weiter unten unter *°) 
zitierte Note, wo insbesondere auf die grundlegenden Tonellischen Arbeiten hin- 
gewiesen wird. 

%*) Dieser Beweis ist demjenigen analog, den ich aus den Gedczeschen Unter- 
suchungen tiber das Flachenma8 krummer Flachen fiir die Fille F(p,q)=(1+ p*+q* yt 
und F(p,q)=p*%+q* herauspripariert und in meiner Note Bemerkung iiber das 
Doppelintegral { { ¥1+ p*+q*dxdy, Math. Zeitschr. 26 (1927), S.408—416, mitgeteilt 
habe. Dank einer durch den unter ™) zitierten Haarschen Beweis nahegelegten 
Modifikation der dabei verwendeten Gedczeschen Ausdriicke lieB sich die dort befolgte 
Methode auf den allgemeinen Fall ausdehnen. 
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kleinere Quadrate und setzen 
. ee 1 
(11) >), (2) DPF (so{[raray, “5 [faazdy) mQ, 
@ Q 


wo die Summation auf die n* kleineren Quadrate Q zu erstrecken ist, in 
welche @ zerlegt wurde. Diese Ausdriicke 5’ (z) besitzen dann die folgen- 
den Eigenschaften. 

I. Es gilt ».(z) + J(z,@) fiir noo. 

In der Tat, .)(z) ist nichts anderes als das iiber G erstreckte In- 


tegral einer Treppenfunktion ¢, (x,y), welche in einem jeden der kleineren 
Quadrate Q einen konstanten Wert hat, und zwar den Wert 


@ Q 
Infolge der Beschranktheit von p und g und infolge des bekannten 
Lebesgueschen Satzes iiber den Integralmittelwert bleibt |, (2%, y)| unter- 
halb einer von nm unabhingigen Schranke und ,(2,y) konvergiert fast 
liberall in G gegen F(p,q); die Folge , (2, y) darf daher gliedweise in- 
tegriert werden, und man erhilt 


on 


>. (8 SJ pndedy {JF p,q)dxady=Jd(z,G 


II. Es ist stets »’ (z)<J(z,@). 


n 
Dies folgt unmittelbar aus der Definitionsformel fiir _S)(z), indem 
man auf jedes Glied der Summe (11) die Ungleichung (8) anwendet. 
Ill. Es gilt bei festem n 
(12) y(z,) + 3, (2) fiir k—-oo. 


—nNn 


Es geniigt offenbar, fiir ein jedes der kleineren Quadrate Q, in welche G 
zwecks Bildung von >’ (z) zerlegt wurde, die Relation 


—_n 


: 1 (( (1 (f 
mQ [{p.azdy, afi q,dxdy — Ff oo pdxdy, ao {fadedy) 
© Q ¢ 


Q 
fiir k—-co 


zu beweisen, welche ihrerseits, infolge der Stetigkeit von F, bewiesen sein 
wird, sobald 


(13) ffp,dedy—JSfpdrdy, JSfg,dxrdy—ffqdzdy 
Y @ Q q@ 


gezeigt ist. Es sei Q durch 2’ < r<2”", y’<ysy” gegeben; da z und 


z, Lipschitzbedingungen geniigen, so kénnen die Relationen (13) durch 
41* 
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partielle Integration in die Relationen 


y” 


[z,(2”", y) — 2, (2’,y)]dy — f[z(2", y) —2(z', y)] dy, 
uv 


ees ya 


, 


= 


Say 


[z, (2, y”) — 2,(2, y’)|dx— S[z (x, y”) —2(2, y’)| dz 


s 


iibergefiihrt werden, deren Richtigkeit, infolge der gleichmaBigen Konvergenz 
von z, gegen z, evident ist. 

Der Beweis von (10) ergibt sich nunmehr wie folgt. Nach II. gilt 
>), (%,) SI (z,,@); fiir k — co folgt hieraus, wegen III., 5) (z) < limJ(z,, G), 


und hieraus fiir n —- co, wegen I., die Ungleichung (10). 


§ 3. 
Hilfssiitze iiber gewisse relative Extremalflichen. 


1. Es sei @ ein beschrianktes Gebiet der ry-Ebene, z(x,y) eine in 
G erklarte Funktion, die am Rande von @ stetig bleibt und in @ einer 
Lipschitzbedingung mit einer gewissen Konstanten L geniigt. Falls dann 
fiir jede Funktion Z, die in @ einer Lipschitzbedingung mit derselben 
Konstanten ZL geniigt und in jedem Randpunkte von @ denselben Rand- 
wert wie z besitzt, die Ungleichung J(z, G) < J(7, @) erfiillt ist, so heiBe 
z eine (G, L)- Extremale**). 

2. Ist z eine (G, L)-Extremale und G@* irgendein Teilgebiet von G, 
so ist z auch eine (G*, L)-Extremale. 

Sonst giibe es eine Funktion z*, die in G* einer Lipschitzbedingung 
mit der Konstanten L geniigt, am Rande von G* mit z iibereinstimmt 
und die Relation 


(14) J(z*, G*) < J(z, @*) 
befriedigt. Man erklare dann eine Funktion 7 durch die Festsetzungen 
. 2” in G*, 
( 15) z= . * 
z mG—@G@’. 


Diese Funktion 7 ist dann in G@ offenbar stetig und geniigt in G einer 


**) Es handelt sich im folgenden darum, fiir diese relativen Extremalen das 
Bestehenbleiben einer Reihe von Eigenschaften festzustellen, die fiir die im Sinne der 
formalen Variationsrechnung verstandenen Extremalen des Problems aus der Lagrange- 
schen Gleichung unmittelbar abgelesen werden kénnen und im Falle F(p, g) =(1+p*+ q®)? 
auch geometrisch evident sind. Um mit dem Satze D auskommen zu kénnen, haben 
wir dabei zu den bereits durch Herrn Haar herangezogenen derartigen Eigenschaften 
nur noch diejenigen beiden hinzuzunehmen, die in Nr.4 und Nr.7 besprochen sind. 
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Lipschitzbedingung mit der Konstanten ZL, ferner stimmt 7 am Rande 
von G@ mit z iiberein. Da z eine (G, L)-Extremale ist, so gilt daher 


(16) J(z,G)< J(z,G). 


Da z und 7 einer Lipschitzbedingung geniigen und auf G— G* iiberein- 
stimmen, so gilt p= p, g=@ fast iiberall auf G—G*; daraus folgt 
(17) Sf F(p, Qdady =Sf F(p,q)dzxdy. 

G-—G* G-—G* 


* 


a . . . ; . 
Da 7 und z’ in G” iibereinstimmen, so gilt wegen (14) 


(18) ff F(p, 7) dxdy - ff P(p*,q*) dady < Jf F(p.q)dxdy. 


Durch Addition von (17) und (18) ergibt sich die Ungleichung J(2, G) 
J(z,@), die mit (16) im Widerspruche steht. 

3. Aus dem Umstande, daB der Integrand F(p,q) des Problems von 
z frei ist, folgt unmittelbar: Ist z eine (G, L)-Extremale und a irgend- 
eine Konstante, so ist auch z-+-a eine (G, L)-Extremale. 

4. Aus dem Umstande, da8 der Integrand F(p,q) auch von z, y frei 
ist, folgt unmittelbar: Ist 2 eine (G, L)-Extremale, und bezeichnet G,, 
das Gebiet, welches aus G durch die Parallelverschiebung um den Vektor 
mit den Komponenten h, k hervorgeht, so ist die Funktion z(2—h, y—k) 
eine (G,,, L)-Extremale. 

5. Stimmen zwei (G, L)-Extremalen am Rande von @ iiberein, so 
sind sie identisch**). 

Man bilde namlich die Funktion 


1 


(19) Z = = (2, + 2,). 


Diese stimmt am Rande von G mit z, und z, iiberein und geniigt offen- 
bar in @ einer Lipschitzbedingung mit derselben Konstanten L. Da z,, z, 
beide (G, L)-Extremalen sind, so gilt daher 


J(z,4)=>J(z,, G), J(2, G4) =>J(z,, G), 
woraus durch Addition 


J(z,G)= ; [J(z,,@)+d(z, @)] 


folgt, wahrend (9) die hierzu inverse Ungleichung liefert. Also gilt 


_ 


J(%,@) = sl (z,, @) + J(z,, @)], 


1”) Vgl. Haar, loc. cit. **), insbes. 8. 230—281. 
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was nach § 2, Nr.3 nur dann méglich ist, wenn z,—z, in G konstant ist. 
Da diese Differenz im gegenwirtigen Falle am Rande von G verschwindet, 
so verschwindet sie daher identisch in G. 

6. Ist G ein beschrianktes Gebiet, z(2, y) —axz+by-+c irgendeine 
lineare Funktion und ist L > (a? + b*)?, so ist z eine (G, L)-Extremale"*). 


Zum Beweise sei Q:2’< 2< 2", y' <y<y” irgendein Quadrat, 
welches das Gebiet G im Innern enthalt; nach Nr. 2 geniigt es zu zeigen, 
daB z eine (Q, L)-Extremale ist. Es bezeichne Z irgendeine Funktion, 
die in Q einer Lipschitzbedingung mit der Konstanten L geniigt und am 
Rande von Q mit z iibereinstimmt. Dann erhalt man durch partielle 
Integration 

~ y” 
(20) SSpdzdy — tae", y)- Z(a’, y)|dy=$ [z(x”,y)—z(2’,y)|\dy=—a-mQ, 

© y y’ 
und ebenso 
(21) Sfa@dzdy —b-mQ. 

Mit Riicksicht auf (8) folgt aus (20) und (21) 


J(z, Q) = F(a, b)-mQ 


a = l - \ a wud 
P (ig | paedy, mQ {{aazay)me<|{ F(p,2)azdy—J(z,9), 
Q Q Q 


w. z. b. w. 


7. Ist z, eine (G,, L)-Extremale, z, eine (G,, L)-Extremale, und ist 
G ein gemeinsames Teilgebiet von G, und G,, so ist z, —z, in G monoton’®). 

Sonst giibe es ein gewisses Teilgebiet G’ von G derart, daB am Rande 
von @’ eine Ungleichung m’ < z,—z, < M’ besteht, wahrend in einem 
inneren Punkte (z,, y,) von @’ die Differenz z,—z, etwa grdfer als M’ ist. 
Es sei I die Menge derjenigen Punkte von G’, in welchen z,—z, > M’ 
gilt. IM ist eine, den Punkt (z,,y,) enthaltende, offene Punktmenge; es 
bezeichne G” das grdfte, den Punkt (2,, y,) enthaltende, Teilgebiet der- 
selben. Dann gilt 


f ” 
(22) z,—2z, = M’ am Rande von @”, 


(23) z,—z, > M’ innerhalb @”. 


Da @” sowohl in G, wie auch in G, enthalten ist, so folgt aus Nr. 2 in 


18) Vgl. Haar, loc. cit.*), insbes. 8. 140. — Die Forderung (a*+5*)* <L be- 
deutet, daB die lineare Funktion ax+by-+c einer Lipschitzbedingung mit der Kon- 
stanten L geniigen soll. 

1”) Man beachte, daB beidemal dieselbe Konstante L auftritt. 








a 


Yn Ae =| 
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Verbindung mit Nr. 3, daB die Funktionen z,— M’ und z, beide (G@”, L)- 
Extremalen sind; nach (22) stimmen sie am Rande von @” iiberein, nach 
Nr. 5 miiBten sie daher auch innerhalb G” iibereinstimmen, was aber der 
Ungleichung (23) widerspricht. 

8. Ist z eine (G, L)-Extremale und 7 = ax + by +-c irgendeine lineare 
Funktion, so ist z—7 in G monoton*). 

Ist namlich erstens L >(a*-+*)*, so ist nach Nr. 6 auch Z eine 
(G, L)-Extremale, und die Behauptung folgt unmittelbar aus Nr.7. Ist 
aber zwettens 


(24 (a*+b*)t>L, 

so laBt sich die Monotonitaét von 6=2z—-7 wie folgt direkt erweisen. Es 
sei G’ irgendein Teilgebiet von G, und es gelte eine Ungleichung 

(25) m' <d=2z—Z< M’ am Rande von G’. 


Es sei (x,, ¥)) irgendein Punkt in G’. Durch (2,, y,) werde eine Gerade g 
gelegt, welche die xy-Projektion einer Fallinie der durch die Funktion 
ax + by-+-c bestimmten Ebene darstellt; es seien (z,, y,), (2%, Y¥,) Zwei 


auf g gelegene Randpunkte von G@’, so daB (z,, y,) — auf g — zwischen 
(2%, Y_) und (a,, y, ) liegt. Bei passender Wahl der Bezeichnung hat man dann 
De 2( 1, Y,) — 2(% Yo) = - (a* + b*)#[(2, —29)* + (¥,—go)*]?, 
(20) : 

B (22, Yq) — F(%, Yo) = +(a* + b*)#[ (ar —29)* + (Y_— Yo)*]?. 


Nach Voraussetzung haben wir andererseits 


al “ 2 — 
2 (2, Yi) — 2(%, Yo)| SL[ (x, — %)* + (ys — Yo) }, 


2 (Xa, Yg) —2 (Xp, Yo) | S L[(%, — %)* +4 (Ys — %)*]?, 
woraus, in Verbindung mit (24) und (26), zunachst d(2,, y,) << 6(2, Yo) 
<4(z,,y,), und daraus, mit Riicksicht auf (25), m’<4(2),y,)< M’ 
folgt. Da G’ ein beliebiges Teilgebiet von G und (2, y,) ein beliebiger 
Punkt von @’ war, so ist damit die Monotonitaét von 6 in @ erwiesen. 


§ 4. 
Beweis der Sitze B und C. 

Beweis von Saiz B. Wir haben zunichst festzustellen, da8 fir L > 4 
tatsichlich Funktionen vorhanden sind, die in G einer Lipschitzbedingung 
mit der Konstanten L geniigen und auf C die vorgeschriebenen Randwerte 
annehmen. In recht einfacher Weise kann dies wie folgt geschehen. Es 





20) Haar, loc. cit. *), insbes. 8. 137—140; vgl. auch §2 meiner unter °) zitierten 
Arbeit. 








632 T. Radé. Regulire Variationsprobleme. 


sei P;* ein fester und P* ein verinderlicher Punkt der Raumkurve (*, 
die durch die auf C gegebenen Randwerte bestimmt ist. Alsdann bilden 
die Strecken P; P* eine Kegelfliche, die offenbar durch eine Gleichung 
z—=2z(x,y) dargestellt werden kann, wobei z in G@+C eindeutig und 
stetig ist und auf C die vorgeschriebenen Randwerte annimmt. Man be- 
achte nun, daB die Steilheit einer jeden Ebene, die zwei getrennte Er- 
zeugende der Kegelfliche z= z(z,y) enthalt, der Dreipunktebedingung 
zufolge <4 ist; da durch irgend zwei verschiedene Punkte A*, B* dieser 
Kegelfliche wenigstens eine derartige Ebene gelegt werden kann, so ist 
demnach der Tangens des spitzen Winkels, den die Strecke A* B* mit der 
zy-Ebene einschlieBt, ebenfalls < 4. Es erfiillt also z(x,y) in @ eine 
Lipschitzbedingung mit der Konstanten 4 und a fortiori mit der Kon- 
stanten L > A. 

Der Beweis von Satz B verlaiuft nun wie folgt™*). Es bezeichne &, 
die Gesamtheit derjenigen Funktionen, die in @ einer Lipschitzbedingung 
mit der Konstanten L geniigen und auf C die vorgeschriebenen Randwerte 
annehmen. Es sei dz die untere Grenze des Integrals J(z,@) fiir die 
Funktionen der Konkurrenz &,. In &; gibt es dann jedenfalls eine Folge z, 
derart, daB J(z,,@)—+d, gilt; da die Funktionen z, einer Lipschitzbedin- 
gung mit derselben Konstanten L geniigen, so darf man gleich annehmen, 
daB z, in G@ gleichmaBig gegen eine gewisse Funktion zz konvergiert, die 
dann offenbar wieder der Konkurrenz &,, angehért. Alsdann gilt J(z,,@) > dz 
infolge der Erklarung von d,; und J(zz,G)<limJ(z,,@)—d, infolge 
der Ungleichung (10). Es ist also J(zz,@)—d,, d.h. zz, besitzt die in 
Satz B geforderte Extremaleigenschaft. 

Beweis von Saiz C. Mit Riicksicht suf Satz D ist nur zu zeigen, 
daB zz die in Satz D geforderten Eigenschaften a), b), c) besitzt. Nun folgt 
dies fiir a) aus der Erklairung von zz, fiir b) aus §3, Nr. 8 und fiir c) 
aus §3, Nr. 4 und 7. 





*t) Haar, loc. cit. *), 8. 137. 


(Eingegangen am 25. 10. 1928.) 

















Die Transversalenkriimmungsmethode und ihre 
Anwendung auf geschlossene Extremalen. 


Von 
Michael Kerner in Warschau. 


In der vorliegenden Arbeit schlage ich eine Methode vor, die uns vor 
allem eine vollstandige Untersuchung von geschlossenen Extremalen in einer 
Ebene erlaubt. 

Ich beginne mit einer einfachen Beziehung zwischen der Determinante 
einer Extremalenschar und der Kriimmung einer Transversalen dieser Schar. 

Ich werde dann eine Beziehung zwischen den Kriimmungen verschie- 
dener Transversalen einer Extremalenschar finden. Ich werde die auf diesem 
Zusammenhange basierende Methode _,,Transversalenkriimmungsmethode“ 
nennen. Sie ist eine Verallgemeinerung der Methode von Herrn Bliss, die 
sich auf eine Beziehung zwischen der Kriimmung einer Transversalen und 
dem Brennpunkte der entsprechenden Extremalenschar stiitzt’). 

Danach gehe ich zur Hauptanwendung, d.h. zu der Theorie der 
geschlossenen Extremalen in der Ebene iiber. Dieses Problem wurde von 
Poincaré*), Herrn Hadamard*), Herrn Radon‘) und Herrn Carathéodory °) 
untersucht. 

Die Theorie von Poincaré, glaube ich, kann man in folgender Weise 
zusammenfassen : 


1. Hat ein Punkt der geschlossenen Extremalen einen konjugierten 
auf ihr (eventuell nach vielen Umlaufen), so findet kein Extremum statt. 


1) Transactions of the American Mathematical Society 8 (1902). Siehe auch 
Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung (1909), 8. 318. 

*) Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 3 (1899), p. 283. 

*) Legons sur le caloul des variations 1 (1910), p. 432. 

*) Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitat 
1 (1922). 
5) Annali di Matematica (4) 2 (1925). 
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2. Hat ein Punkt der geschlossenen Extremalen keinen konjugierten, 


und ist der reelle Teil des charakteristischen Exponenten von Null ver- 
schieden*), so findet ein Extremum statt. 

Die Untersuchungen von Herrn Hadamard und Herrn Radon stiitzen 
sich zwar auf andere Grundlagen, doch die Bedingungen bleiben dieselben. 

Die hinreichende Bedingung von Herrn Carathéodory basiert auf der 
Existenz eines Feldes mit speziellen Eigenschaften. 

Die Hauptbedingung unserer Arbeit hat eine Gestalt, die sich von 
den Bedingungen der vorhergehenden Untersuchungen unterscheidet. 

Nach dem Beweise des Hauptsatzes der Arbeit werde ich zeigen, wie 
man von unserer Bedingung zu den klassischen iibergehen kann. Ich werde 
auch die charakteristischen Exponenten und die asymptotischen Lésungen 
von Poincaré aufzeigen. 

Ich werde meine Resultate auf die geschlossenen geoddtischen Linien 
anwenden und den Spezialfall konstanten Zeichens der Flachenkriimmung 
untersuchen. 

Ich werde schlieBlich die Transversalenkriimmungsmethode zur Er- 
gianzung der Untersuchungen von Herrn Bliss iiber das Extremum im 
Falle von zwei variablen Endpunkten*) und zu einem neuen Beweis fiir 
die Notwendigkeit der Jacobischen Bedingung in dem einfachsten Problem 
der Variationsrechnung benutzen. 

Ich gebrauche hauptsachlich die Schreibweise von Herrn Bolza‘). 


I. Transversalenkriimmung. 


1. Unsere Untersuchungen betreffen das Extremum des Integrals 
' dz dy\ 
(i J=fF(z,y, ade? qe) > 
wo die Integrationsgrenzen spater definiert werden solien. 
Wir setzen voraus, da8 die Funktion 


F(x, y, p,q) 
in einem gegebenen Bereiche R der Ebene 2, y und fiir alle nicht gleich- 
zeitig verschwindenden p,q analytisch*) und in p,q positiv-homogen vom 
ersten Grade ist. 


*) Poincaré untersucht nur den Fall, wo der charakteristische Exponent reell und 
von Null verschieden ist. 

”) Loc. cit. Siehe auch Dresden, Transactions of the American Mathematical 
Society 9 (1908), und Bolza, loc. cit. 8. 328. 

5) Loc. cit. 

*) Es geniigt, F von der Klasse C’”” vorauszusetzen. Die Analytizitét ist nur zur 
Bequemlichkeit des Lesers eingefiihrt worden. Wir werden immer die Analytizitits- 
und Differenzierbarkeitsbeweise weglassen. 








Be 
(2) 
ges 


(3 
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Kz sei eine nicht gebrochene Extremale ©,, die sich im Innern des 
Bereiches R befindet, in Parameterform durch 


(2) z=g(t), y=y(t) 


gegeben. Wir nehmen an, daB gy, und y, nicht gleichzeitig verschwinden. 
Wir setzen voraus, daB entlang der Kurve €, 


(3) F(9,Y¥, %, ¥,) > 9 
und 
(4) F, (9, ¥, se) Y;) > 


(also die starkere Legendresche Bedingung erfiillt ist). 

Wir betten die Extremale €, in eine einparametrige Extremalenschar €, 
(5) x=g(t,a), y=yi(t,a), 
ein. Der Extremalen ©, entspreche der Parameterwert a = 0: 

p(t,0)=qit), yplt,0)=—yit). 
Fiir hinreichend kleine a befindet sich die Extremale € im Innern von R, 
und die Bedingungen (3) und (4) sind fiir sie erfiillt. 

Auf der Extremalen ©, wahlen wir einen Punkt P,, der kein Brenn- 
punkt der Schar (5) ist. Durch P, fiihren wir eine Kurve §,, die alle € 
transversal schneidet. Den Punkten von §, entspreche auf allen Ex- 
tremalen € der Wert ¢=0. Dann sind die Gleichungen der Kurve &,, 
wie folgt: 

z=9(0,a), y=y(0,a). 


Der rechnerischen Vereinfachung halber fiihren wir einen neuen Parameter 


t 
(6) c- f Fle (a, t), y (a, t), Y, (a, t), y, (a, t)| dt 
0 


ein, was nach (3) méglich ist. Ich werde ihn auch mit ¢ bezeichnen, so- 
lange kein MiSverstindnis entstehen kann. Jetzt schneiden alle Kurven &, 


(7) z=g(a)=—g(a,t), y=y(a)—y(a,t); t=konst. 


die Extremalenschar € transversal. 


2. Ich werde jetzt eine Formel fiir die Kriimmung der Transversalen (7 ) 
aufstellen. 

Als Argumente von F, F,, F,,, F, usw. sind immer die Funktionen 
(5) oder (2) und ihre Ableitungen zu verstehen. 


Wir fiihren die Determinante der Schar & 
(8) A(t, a) =O Ya— We Pa 


ein. Wenn a=0, werden wir kurz 4(¢) schreiben. 
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Da die Kurve (7) eine Transversale ist, erhalten wir: 
(9) F,*?.+ FP ¥.= 0. 
Wir differenzieren nach a und fiihren die Funktionen *®) 


L = F i ee ve Me FL 


2} 1? 
M Fe. — Pe Ve Fi = F,, + Wy F,, 
N Fo Pe Pee FP, 


ein. Nach einigen leichten Umrechnungen erhalten wir: 


(10) F Pee = F “Wee L-¢ 4 2M-¢,°¥, 4 N-y? 4 F -4-A =). 


qa 1 i 
Da die Funktion F homogen ist, haben wir: 


F,-9,+ F,-y,= F. 


Pp q 
Aus dieser Beziehung zusammen mit (9) ergeben sich die Werte von F, 
und F,; die man in (10) einfiihre: 


(11) PF. Ye Peo— Pe'Vee + 7.9341 2M @ -y 


= + N-y2+ F,-4-4,=0. 


a 


Wir beschranken uns auf die Extremale ©,, indem wir a = 0 setzen. 


Wir bezeichnen die Winkel, die die Extremale €, und die Trans- 
versale § mit der x-Achse bilden, mit # und @. Wir betrachten die Rich- 
tung von wachsendem ?¢ oder a als positiv. Dann erhalten wir: 





(12) sin (6 — 0) : ail 


(p2+y2)?- 2% 


(of +?) 
Wir sehen im Augenblick von den Brennpunkten der Schar € ab. 
Fiir diese hatten wir: 
A(t,0)=0; 
9? | y3 =(), 
Dividieren wir (11) durch gy?-+ yw? und fiihren wir (12) in ent- 
sprechender Weise in das erste und dritte Glied ein, so erhalten wir: 


fae F a’ Yaa~ a’ Yaa ,; — 
(13) —— ~ 2 eee Yee + T,.cos*§-2M-cos6-sin§ + 
v2? + w?)® - sin (6 —@) (yp2+ wz)? 


+ N-sin*6 + F,- (9? + y?)-sin® (6 —0)-4¢ =o. 


3. Jetzt fiihren wir die Kriimmung - der Transversale im Punkte P, 
wo sie die Extremale €, schneidet, ein. 








%) Siehe Bolza, loc. cit. 8. 224. 
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Wir treffen eine spezielle Verabredung iiber das Kriimmungszeichen. 
In der Umgebung des Punktes P nennen wir die Seite des wachsenden ¢ 
positiv. Wir betrachten die Kriimmung . als positiv, wenn der Kriimmungs- 


mittelpunkt der Kurve & auf der positiven Seite dieser Kurve liegt. Man 
kann auch sagen, da8 die Kriimmung positiv ist, wenn der Kriimmungs- 
radius mit der Extremalentangente einen spitzen Winkel bildet. 

Unter diesen Bedingungen kann man schreiben: 


(14) _ ee | sin (6 — 6) | _ Va Paa — Pa’ Pac 





sin (6 —@) (2+ yz)! 
Fiihren wir die Ausdriicke **) 
Cras = ere 

(p2+ w?)*-| sin (6-6) 

D = L-cos*§6 + 2.M-cos6-sin§ + N-sin?6, 

E = F,:(o? + py?) - sin? (6 — 6) 
ein, so ist nach (3) und (4): 
(15) C>0, E>0. 
Die Ausdriicke C, D, E hangen nur von der Extremale ©,, nicht aber 


von der Wahl der Schar € ab. 
Aus der Gleichung (13) wird 


die erste Fundamentalformel : 





. Cc Ay 
oder 
af C ! d 
(16) —~+D+E-7\g4=0. 


Das ist eine Beziehung zwischen der Transversalenkriimmung und der De- 
terminante der Extremalenschar. 
Jetzt fiihren wir den Ausdruck 


ae” ae \ 
(17) k= -(++D) 
ein. Er ist nach (15) eine wachsende Funktion von -. Wir werden ihn 


die verallgemeinerte Kriimmung nennen, lassen aber meist das Wort ,,ver- 
allgemeinerte“ weg. Dieser Ausdruck wird in unseren Untersuchungen die 
Kriimmung vertreten. Aus der Gleichung (16) wird 


11) Siehe Bolza, loc. cit. 8.319. Da wir ein anderes Kriimmungszeichen annehmen, 
kann bei uns C ein anderes Zeichen als bei Herrn Bolza haben. 
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die erste Fundamentalformel in gedrangter Form: 


(18) k + a 0 
oder 
, d 
0 
18 k qi lg A 


s3eim Aufstellen dieser Formel haben wir von den Brennpunkten der 
Schar © abgesehen. Fiir diese wiirde 4 gleich Null sein, 4, aber nicht. 


Aus den Formeln (16) oder (18) wiirde sich ergeben: 


; 


i 
OO, k=0oo. 


yr 


Jetzt ist aber der Ausdruck (14) keine Kriimmung, weil der Nenner gleich 
Null ist. Es ist méglich, daB der Punkt P kein singularer Punkt der 
Transversale & ist. Wir werden noch in diesem Falle den Wert k = co 
die verallgemeinerte Kriimmung der Transversale  nennen. Er charakte- 
risiert die Brennpunkte, doch gibt er keinen Bericht iiber die Kriimmung 
der Transversale 

Mit dieser Erganzung der Definition von & ist die Formel (18) auch 
fiir Brennpunkte richtig 


4. Wir haben die Formel (16) fiir den speziellen, durch (6) definierten 
Parameter ¢ aufgestellt. Es ist leicht zu beweisen, da sie gegen Parametertrans- 
formationen invariant ist. Dazu geniigt es, die Gleichung (16°) in der Form: 

C  . A. @ f 
+ D+ E-—+E-—lg 0 


r 'd dt ° F 


zu schreiben und das erste und letzte Glied getrennt und die zwei mitt- 
leren Gheder zusammen zu untersuchen. 


Also sind die Formeln (16) und (18) fiir jeden Parameter richtig. 


5. Jetzt gehen wir zu der Anwendung dieser Formeln iiber. 

setrachten wir, wie oben, zwei Punkte P, und P auf der Extremale €,. 
Der Punkt P, soll kein Brennpunkt der Schar € sein. Dem Punkte P, 
entspreche der Wert ¢, des Parameters und die Transversale &, mit der 
Kriimmung k,, dem Punkte P beziehungsweise t, ® und k. 

Mit w(t) und w(t) bezeichnen wir zwei Lésungen der Jacobischen 
Differentialgleichung 


d iz 
(19) F,-2—7,(F.7,)=9, 
fiir die 
(20) @ (t,) == 2. a’ (ty) = 0, 


(21) w(t,)=0, w’(t,)=—1. 
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Dann ist 
1(t) = 4(t,)-w(t) + 4,(t,)- w(t), 
A, (t) = A(t.) - w(t) + 4, (t,)-w’(t), 


und nach (18 


A, (ty) 
> ( -() 
k, A(t.) ; 
A,(t 
bt = () 
k 1(t) ‘ 


Da 4(t,) +0, so erhalten wir 
die zweite Fundamentalformel 
o’(t k,- w’ (t) 


99) q Me et 
ad k w(t) &. wit) 


Wir bemerken, daB sich der Nenner nur um einen nicht verschwin- 

denden Faktor von der Determinante der Schar © unterscheidet. Sein 
Verschwinden entspricht einem Brennpunkte der Schar, was auch aus dem 
Unendlichwerden von k folgt. 
Die Formel (22) stellt eine Beziehung zwischen den Transversalen- 
krimmungen k, und k in verschiedenen Punkten der Extremale ©, dar. 
Sie kann von zwei Standpunkten untersucht werden: 

1. Man kann & als Funktion von ¢ auffassen. In diesem Falle miiBte 


man die Anderung von w(t) und w(t), auBerdem aber auch die von 
C,D,E kennen. Sonst kénnte man nicht von k zm . iibergehen. Des- 
wegen kann man im allgemeinen nicht viel schlieBen. 

2. Man kann auch & als Funktion von k, auffassen. Man sieht dann, 
wie sich die Transversalenkriimmung im Punkte P mit der im Punkte P, 
andert. Die Formel (22) lehrt uns, daB k& eine homographische Funktion 


. = . os 1. , : 
von k, ist. Die gewdhnliche Kriimmung — ist auch eine homographische 
r 


. “we l - ae a ‘ eh 
Funktion von —, doch die Koeffizienten sind viel komplizierter. 
To 


6. Als spezielle Anwendung der Formel (22) bringen wir den Satz 
von Herrn Bliss iiber die Abhangigkeit eines Brennpunktes einer Schar 
9 


von der Kriimmung einer Transversale in einem gegebenen Punkte **). 
Soll der Punkt P ein Brennpunkt sein, so muB k = cc oder 


w(t) — k,-w (t) 0 


sein. Indem wir mit Herrn Bolza 
2(t) = @m(t) 
w(t) 


12) Loc. cit. Siehe auch Dresden, loc. cit. und Bolza, loc. cit. 8. 318. 
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annehmen, erhalten wir 
ky oe (t), 
als eine Gleichung, welche den dem Brennpunkte entsprechenden Wert 
von ¢ bestimmt. Das ist das durch unsere Schreibweise vereinfachte Re- 
sultat von Herrn Bliss. 
Mit Herrn Bolza beweist man, dab **) 


qd, 
a2 (t) <9, 


und schlieBt, daB der Parameter ¢ wichst (d.h. der Brennpunkt sich vom 
Punkte P, bis an seinen konjugierten bewegt), wenn k, von +o bis 
— co abnimmt. 

Wir werden dieses Resultat unten benutzen. Dieser Anwendung wegen 
betrachte ich unsere Methode als eine Verallgemeinerung der Methode von 
Herrn Bliss. 


Ii. Geschlossene Extremalen. 


7. Wir gehen jetzt zu der Hauptaufgabe der Arbeit, zu der Unter- 
suchung der geschlossenen Extremalen iiber. 

Wir machen iiber die Funktion F dieselbe Analytizitats- und Homo- 
genitaétsvoraussetzungen, wie im § 1. Die Extremale €, soll jetzt eine ge- 
schlossene Kurve ohne Doppelpunkte sein. Wir setzen voraus, daB sie 
durch die Funktionen 


(23) z=g/(t), y= y(t), 
die eine Periode d haben, dargestellt wird. Einem Punkte der Extremale €, 
entsprechen unendlich viele Werte von t, die modulo d kongruent sind. 

Wir kénnen voraussetzen, daB der Bereich R von zwei geschlossenen 
Kurven begrenzt ist: einer, die Kurve ©, umgebenden, und einer anderen, 
von der Kurve ©, umgegebenen. Anderenfalls braucht man nur den Be- 
reich R entsprechend zu verkleinern. Der Bereich R hangt zweifach zu- 
sammen und die Kurve ©, ist in bezug auf ihn irreduzibel. 

Bei der Untersuchung des Extremums des Integrals J lings der Extre- 
malen ©, werden wir als Vergleichskurven nur die in bezug auf den Be- 
reich R irreduziblen Kurven heranziehen. 

Wir setzen voraus, da8 lings der Extremale €, 


(24) F(p, vy, p,q) >0 


fiir jede p, g-Richtung (das Problem sei positiv-definit). Wir setzen 
auBerdem die starkere Legendresche, 


(25) F,(%, ¥, M Y,) > 9, 


18) Loe. cit. 8. 317. 
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und die WeierstraBsche Bedingung, 


(26) E. (0.9) Ps Yo Psd) > 9, 

(fiir jede p, g- Richtung, die sich von der ¢,, y,- Richtung unterscheidet) voraus. 
Bezeichnen wir mit P, den Punkt der Extremale €,, dem der Wert 

t= 0, und mit ¢t’ den Wert von ¢, der dem Punkte P’, dem ersten kon- 

jugierten von P,, entspricht. Wir setzen voraus, daB 

(27) t'>d. 

Das ist die schwdchere Jacobische Bedingung. Da sie auch notwendig ist, 

schrankt unsere Voraussetzung nicht die Allgemeinheit der Untersuchung ein. 


8. Betten wir die Extremale ©, in eine Extremalenschar €, 


(28) z=(t,a), y=y(t,a) 
so ein, daB der Extremalen €, der Wert a = 0 entspreche: 


P(t,0)=p(t), y(t,0)=y(t). 

Sind zwei Werte ¢, und ¢, vorgegeben, so kann man ein solches 6 wihlen, 

da8 sich fiir 

/_ ft, la|<é 
die Kurve (28) im Innern von R befindet, und da8 die Bedingungen 
(24), (25), (26) fiir sie erfiillt werden. Folglich kann man auf die Schar € 
alles, was in dem ersten Kapitel aufgestellt worden ist, anwenden. 

Dem Punkte P, kann man allgemein die Werte t= nd, a = 0 (n ist 
eine ganze Zahl) zuordnen. Wir werden ihn dementsprechend mit P, be- 
zeichnen**), Wir bezeichnen auBerdem mit &, die Transversale der 
Schar ©, die durch P, geht, und mit k, die verallgemeinerte Kriimmung 
von &, im Punkte P,. 


Alle Kurven §, beriihren sich im Punkte P,. Will man ihre gegen- 
seitige Lage kennen, so ist es notwendig, ihre Kriimmungen = oder (da 
C,D,£E fiir alle Punkte P, gleich sind) ihre verallgemeinerten Kriim- 


v 


mungen k, zu vergleichen. 


9. Wir bezeichnen, wie im § 5, mit w(t) und w(t) die Lésungen der 
Jacobischen Gleichung (19), die die Anfangsbedingungen erfiillen: 


(29) w(0)=1, o'(0)=0, 
(30) w(0)=0, w’(0)—1. 


‘) Wir werden fiir den Punkt sowohl die Bezeichnung P, als auch P, ge- 
brauchen. Der Klarheit halber sollte man die Kurve €, auf eine Gerade abwickeln. 
Doch glaube ich, daB kein MiBverstandnis entstehen wird. 

Mathematische Annalen. 101, 42 
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Wir haben nach der Formel (22): 


__ 2'(@)—b-w'(@) 
(31) b= — Od) —hy-w(d) 


Fiir die weitere Diskussion sind folgende Formeln notwendig: zunichst 


642 














(82) b-boy 
wo: 
(33) f(z) = w(d)-2* + [w’(d) — w(d))-2 — w'(d); 
dani **): 
cw (t)-w' (#) — w(t)-o"(t) = OY, 
und, da F,(t) periodisch ist: 
(34) w (d)-w’(d) — w(d)-w’(d) = 1. 
Die Diskriminante von (33) wird nach (34): 
(35) D =(a@(d) + w’(d)]*—4. 


Bezeichnen wir mit a, und a, die Wurzeln von (33) und mit «, ihr 
arithmetisches Mittel, dann ist 


_ w(d)—w'(d) 
(36) “= ~~ Qw(d) 
Wir berechnen auBerdem: 

@(d))_ sl, 
(37) ral- aw 

@(d) _ w(d)+w’'(d) 
(38) w(d) “0 —~2wid) 
Nach (27) haben wir: 

(39) w(t)>0 fir 0<t<d. 
Ist noch w(d) > 0, so ist 

w (d) 
(40) w(d) > *o 


eine hinreichende Bedingung fiir die Regularitét der Schar € fiir 0 <t<d. 
Zum Beweis bemerken wir, daB die Funktion are nach dem § 6 ab- 
nimmt. Da sie nach (39) fiir 0 <*#<d endlich bleibt, so folgt: 


w(t) _ w(d) 
w(t) > w(d) > *o» 


@ (t) — ky-w(t) >0 


**) Siehe z. B. Bolza, loc. cit. 8. 812. 
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fiir 0<t<d. Man sieht leicht, daB dies auch fir 0<t<d stattfindet. 
Also ist die Determinante der Schar € von Null verschieden und letztere 
bleibt regular. 

Man kann sich in dhnlicher Weise iiberzeugen, daB aus der Bedingung: 


w (4) <4, 


(41) a < 


die Irregularitat der Schar € folgt. Es ist nur zu bemerken, daB die 
Determinante 4 im Falle der Ungleichheit fiir #0 und t=d verschie- 
dene Zeichen hat und im Falle der Gleichheit fiir t = d verschwindet. 

Wir gehen jetzt zur systematischen Untersuchung der Regularitdt der 
Schar € fiir 0<t<d iiber, und im Falle, wo die Schar regular ist, 
werden wir untersuchen, welche von den zwei Kriimmungen k, und k, 
groBer ist. 

Wir unterscheiden drei Falle, und diese Unterscheidung ist von prinzi- 
pieller Bedeutung in dieser Arbeit. 


10. Fall I: 
(42) w(d) + w'(d) > 2. 


In diesem Falle kann man (39) durch: 
(43) w(d)>0 


erganzen. Sonst ware w(d)=0, und daher wire w’(d) negativ, w(d) 
nach (34) negativ und die Bedingung (42) kénnte nicht erfiillt werden. 
In unserem Falle haben wir nach (35), (37), (38): 


D>0; 
(d) 
(44) ’ at, < a < Fg): 
Man kann sich nach der Bedingung (40) und nach (32) vom fol- 
genden iiberzeugen: 


Ist k,< a, oder a<a< 


so ist die Schar € fir 0<t<d 


w(d)’ 
regular und 
k, > ky. 
Ist kj =a, oder k,=«,, so ist die Schar € fiir 0 < t< d regular und 
k, < ky. 
Ist k, = ae , 80 hat die Schar € einen Brennpunkt fiir ¢ = d. 
Ist k, > et so hat die Schar € einen Brennpunkt fiir 0 << t< d. 


42* 
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11. Fall II: 

(45) w (d) + w'(d) = 
Man beweist, wie im Falle I, daB: 
(46) w(d)>0. 
Jetzt findet man nach (35), (38): 

D=0; 


rn) » ( d) 
(47) My << Sa)" 
Man iiberzeugt sich, wie oben, daB: 


o(4) 50 ist die Schar € fir 0<t<d 


Ist kj< a, oder My < ky < Ta: 


regular und 
k, > ky. 
Ist k, = «a,, so ist die Schar € fiir 0 << ¢<d regular und 
k, = k,. 


Ist k, = af) 


way hat die Schar € einen Brennpunkt fiir ¢ = d. 


Ist k, > oe so hat die Schar € einen Brennpunkt fiir 0 < t < d. 


12. Fall III: 


(48) w(d) + w’{d) < 2. 
Jetzt mu8 man noch weiter einige Fille unterscheiden: 
Fall Illa: 
(49) —2<a(d)+w'(d)<2 
Jetzt haben wir nach (35): 
D<0 
und daher: 
(50) w(d)>0. 


Sonst wire w(d)=0 und die Determinante D von (33) miiBte positiv sein. 
Man iiberzeugt sich, daB: 


Ist k, < =, so ist die Schar € fiir 0 << ¢<d regulir und 
k, > k,. 
Ist k, = a so hat die Schar € einen Brennpunkt fiir t = d. 


Ist k, >oy. so hat die Schar € einen Brennpunkt fiir 0 < t < d. 
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Fall IIIb’: 


(51) w(d) + w’(d) = — 2; 
(52) w(d)>0. 
Jetzt finden wir nach (35), (38): 
D=0; 
w (d) 
(53) w(d) < Gy 


Man erhalt dieselben Resultate wie im Falle IIa. Es ist aber zu 
bemerken, da8 es fiir k, = a, eine unregulare Schar gibt, fiir welche k, = k,. 
Fall IIIb”: 


(54) w(d) + w’(d) = — 2; 
(55) w(d)=0. 


Da w(0)=0 und w(d)=0, muB jede Schar € einen Brennpunkt 
fir 0 <t<d haben. 


Fall IIc’: 
(56) a (d) + w’(d) < — 2; 
(57) w(d)>0. 
Jetzt ist nach (35), (37), (38): 
D>090; 
(58) ot) <a, < ay. 


Man erhilt dieselben Resultate wie im Falle IIIa. Es ist aber zu 
bemerken, da8 es fiir k, =a, und k,=«, zwei irregulire Scharen gibt, 
fiir welche k, = k,. 


Fall IIIc”: 
(59) w (d) + w’(d) < —2; 
(60) w(d) =0. 
Man erhalt dieselben Resultate wie im Falle IIIb”. Es ist aber zu 
bemerken, daB es fiir 
_ aw (d) 
~ w'(d)—a@(d) 
eine unregulare Schar gibt, fiir welche k, = k,. 
Die Falle IIIa, IIIb’, IIIc’, die zu demselben Resultate fiihren, 
fassen wir in den Fall III’ zusammen: 
(61) w(d) + w’(d) < 2; 
(62) . w(d)>0. 


k, 
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Die Fille IIIb”, IIIc”, in denen es keine reguliren Scharen gibt, 


fassen wir in den Fall III” zusammen: 
(63) am (d) + w’(d) < 2; 
(64) w(d)=0. 


13. Zusammenfassung. Wir sammeln die Resultate von §§ 10, 11, 12 
in Tafeln. Die erste Linie jeder Tafel stellt den Wert von k, dar, die 
zweite belehrt uns iiber die Regularitét der Schar € fir 0O<it<d, die 
dritte zeigt uns, welche von den zwei Kriimmungen k, und k, gréBer 
ist. In der dritten Linie sind fiir irregulire Scharen die Werte von k, 
weggelassen, weil sie iiberfliissig sind. 









































Fall I: w(d)+w'(d)> 2. 
aw (d) 
ky bat bat | w(d) 
Die Schar € ePegeiaér ry ore —— al 
k, >k=k, <h, =k, >k, 20 — 
Fall II: w(d)+w'(d) =2 
w (dad) 
ke “o w(d) 
Die Schar € Pr e@eunt és > eo fir 
k, > k, = ky > k, a - 
Fall Il’: w(d)+w'(d)<2; w(d)>0 
w (a) 
fe w(d) 
: Brennpunkt Brennpunkt fiir 
> Soe S regular fir ¢=d O<t<d 
k, > oo wi 
Fall I”:  (d)+w'(d)<2;- w(d)=0. 


Brennpunkt fiir 0 <t<d. 
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14. Extremumsuntersuchung. Fall I: 
(65) w(d)+w'(d)>2. 


Wir werden beweisen, daB in diesem Falle ein relatives, starkes, 
eigentliches Minimum stattfindet. 


Wir fiihren durch den Punkt P, (Fig. 1; dieselbe stellt nur die Um- 








G; @, 
Fig. 1. 


gebung von P, dar) eine Kurve §,, die im Punkte P, die Extremale €, 
transversal schneidet, und deren Kriimmung &, sich in den Grenzen befindet: 


(66) a <khy<a,. 
Sei a der Parameter auf dieser Kurve, der im Punkte P, verschwindet. 

Jetzt bilden wir eine Schar € von Extremalen, die von §, transversal 
geschnitten werden. Die erste Tafel im § 13 zeigt uns, da8 diese Schar fiir 
0 <t<dé regular ist (selbstverstandlich fiir hinreichend kleine a). 

Wir fiihren durch den Punkt P, eine Kurve §,, die die Schar € 
transversal schneidet, auf der aber dem Punkte P, der Wert t= d ent- 
spricht. Die Kurven &, und §, beriihren sich im Punkte P,. Dieselbe 
Tafel zeigt, da8 

k,<k, 
oder (vgl. den Schlu8 von § 8) 
1 < 1 


‘, T, 
Man schlieBt daraus, daB fiir hinreichend kleine a die Kurve §, an der 
negativen Seite (vgl. den Anfang von § 3) der Kurve &, liegt. 
Sei e eine solche positive Zahl, da8 fiir 
|a|Se 
1, die Schar © fiir 0 << t<d regular ist, 
2. die Kurve &, auf der negativen Seite der Kurve §, liegt. 
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Die Extremalen €, und €,, denen die Werte a=« und a= —e 
entsprechen, und die Bogen der Kurven St, und &,, fiir welche |a|<e, 
begrenzen einen Bereich S, der von einem von den Extremalen € gebil- 
deten Felde erfiillt wird. 

Wir bezeichnen mit A, B die Schnittpunkte von &,, und mit C, D 
die von &, mit den Kurven €, und €,, verbinden die Punkte A und C, 
B und D mit geraden Strecken, und fiigen dem Felde S die krumm- 
linigen Dreiecke P,AC und P,BD hinz. Wir haben einen zweifach 
zusamimenhangenden Bereich 7' erhalten. Ist e hinreichend klein, so be- 
findet sich der ganze Bereich 7’ im Innern von R. 

Sei jetzt 2 eine beliebige geschlossene Kurve, die sich im Innern des 
Bereiches 7’ befindet, und die in bezug auf ihn irreduzibel bleibt. Sie mu8 
die beiden Kurven &, und &, schneiden. Sie muS auBerdem wenigstens 
einen Bogen enthalten, der sich ganz im Felde S befindet und dessen End- 
punkte M und NW auf den Kurven &, und 8, liegen. Sei A, ein solcher 
Bogen und 4, der iibrige Teil der Kurve 2 (4, kann verschwinden). 

Nach (25), (26) gibt uns die WeierstraB-Knesersche Methode folgendes: 


(67) J (M1, N)>J(P,&, P,) 


(die Symbole in Klammern stellen die Punkte und die Bogen des Inte- 
grationsweges dar). Nach (24) haben wir: 


(68) J(N4,M)>0. 
Addiert man (67) und (68), so folgt: 
(69) J (2) >J(P,€, P,), 


und das uneigentliche Minimum ist hiermit erwiesen worden. 

Um auch das eigentliche Minimum nachzuweisen, bemerken wir, dab 
das Gleichheitszeichen nur dann eintreten kann, wenn der Bogen 4, ver- 
schwindet. Und das kann nur dann zutreffen, wenn die Kurve & durch 
den Punkt P, geht. Doch in diesem Falle beweist man, wie bei dem ein- 
fachsten Problem der Variationsrechnung, daf Gleichheit nur dann statt- 
finden kann, wenn die Kurve 2 mit ©, identisch ist. 

Also haben wir bewiesen, da8 fiir jede geschlossene, irreduzible, im 
Innern von 7’ liegende und von ©, verschiedene Kurve &: 


(70) J (2) > J(P, 6, P,). 
Das relative, starke, eigentliche Minimum ist somit nachgewiesen worden. 


15. Fall Il: 
(71) ow (d) + w’(d) = 2. 





se tena _—. 
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Wir wissen nichts iiber das Extremum. Man miiBte die Bedingungen 
héherer Ordnung als die zweite untersuchen. 


Wir werden unten elementare Beispiele angeben, die zum Falle II ge- 
héren und bei denen 1. das eigentliche Extremum, 2. dar uneigentliche 
Extremum, 3. kein Extremum stattfindet. 


16. Fall III: 


(72) w(d)+ w'(d) <2. 
Wir unterscheiden weiter zwei Fille: 
Fall Ill’: 

(73) w(d) +0. 


Wir werden beweisen, da8 in diesem Falle kein Minimum stattfindet. 
Fiihren wir durch den Punkt P, (Fig. 2) eine beliebige Kurve &, die 





Fig. 2. 


im Punkte P, die Extremale ©, transversal schneidet. Sei a@ der Para- 
meter auf dieser Kurve, der im Punkte P, verschwindet. Sehen wir den 
Punkt P,, seine Umgebung und die Kurve § als zwei Punkte P, und P,, 
ihre Umgebungen und zwei aufeinanderliegende Kurven an. 

Bemerken wir, daB nach (73) der Punkt P, kein konjugierter von P, 
ist. Also kann man (fiir hinreichend kleine a) jeden Punkt M der Kurve 2 
mit sich selbst durch eine, in der Umgebung von ©, liegende Extremale € 


verbinden. Auf diese Weise erhalt man eine einparametrige Extremalen- 
schar €. 


Wir beweisen jetzt, daB diese Schar fiir 0 <t<d regular ist. Es ist 
leicht zu bemerken, daB 
A(d) = 4(0). 
Hitte die Funktion 4(t) Wurzeln zwischen 0 und d, so miiBte sie wenig 


stens zwei haben. Zwischen ihnen miiBte eine Wurzel von w (t) liegen, 
was nach (39) zum Widerspruch fiihrt. Also ist die Schar € regular. 
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Setzen wir die Extremalen € bis zu den Grenzen fort: 
—d<st<d+4. 
Durch die Punkte P, und P, fiihren wir die Transversalen &, und &, zu 


der Schar ©. Sie beriihren sich im Punkte P,=P,. Die dritte Tafel im 
§ 13 zeigt uns, daB 


oder 


tr; r 
also (fiir hinreichend kleine a) liegt die Kurve &, an der positiven Seite 
der Kurve &,. 

Fiihren wir durch den Punkt M die Transversalen 5 und {, die be- 
ziehungsweise der Umgebung der Punkte P, und P, angehéren, und be- 
zeichnen wir mit A und B ihre Schnittpunkte mit €,. Ich behaupte, dab 
fiir hinreichend kleine a der Punkt B auf der negativen Seite von A liegt. 
In der Tat liegt fiir himreichend kleine a die Transversale durch A, die 
der Umgebung von P, angehért, auf der positiven Seite der Kurve §). 
Also muB die Kurve §{, die derselben Umgebung angehért und die die 
Kurve &; in M schneidet, die Kurve ©, auf der negativen Seite von A 
schneiden. 

Die Knesersche Methode liefert uns: 


(74) J(MEM)=J(AG,B). 
Nach (24) haben wir: 

(75) 0< J(BE, 4). 
Addiert man (74) und (75), so folgt: 

(76) J(MEM)<J(P,€,P,). 


Da die geschlossene Kurve M€M jeder Umgebung (sogar der ersten 
Ordnung) von ©, angehéren kann, so findet kein Minimum (sogar kein 
schwaches) statt. 

Wir gehen jetzt zum anderen Falle iiber. 

Fall III”: 

(77) w(d)=0. 

Wir werden beweisen, daB auch in diesem Falle kein Minimum statt- 
findet. 

Fiihren wir durch den Punkt P, (Fig. 3) eine beliebige Kurve &,, die 
im Punkte P, die Extremale ©, transversal schneidet. Sei a der Para- 
meter auf dieser Kurve, der im Punkte P, verschwindet. Bilden wir eine 
Schar von Extremalen &’, die von §, transversal geschnitten werden und 
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die auf §, ihre Endpunkte haben. Wir sehen den Punkt P, als P, an 
(das heiBt, es soll in der Schar ©’ diesem Punkte der Wert t=d ent- 
sprechen) und wir betrachten noch einen Punkt P auf der Extremale &,, 
dem der Wert ¢ = d— 6 entspricht (é soll positiv und klein sein). Fiir 
hinreichend kleines 4 ist die Schar €’ fiir d —d<t<d regular. Fiihren 


wir durch P eine Kurve §, die die Schar ©’ transversal schneidet. 


G; G, 
Fig. 3. 


Betrachten wir nunmehr den Bogen der Extremale €, von P, bis P. 
Diesem Bogen sollen die Werte 0 <¢<d—06 entsprechen. Der Punkt P 
kann nach (39) kein konjugierter von P, sein. Wir betrachten auf den 
Kurven &, und & die Punkte M und N, denen derselbe Wert von a ent- 
spricht (die also durch eine Extremale ©’ verbunden werden). Man kann 
sie (fiir hinreichend kleine a) mit einer, in der Umgebung des Bogens 
P, ©, P liegenden Extremale € verbinden. Man bildet so eine Extremalen- 
schar €, die vom Parameter a abhangt. 

Wir werden beweisen, daB diese Schar fiir 0 << i<d—6 regular ist. 
In der Tat sieht man leicht, daB die Determinante der Schar ©’ in den 
Punkten P und P, dasselbe Zeichen hat und da8 sie in diesen Punkten 
der Determinante der Schar € gleich ist. Also, hatte letztere Wurzeln 
zwischen 0 und d— 4d, so miiBte sie wenigstens zwei haben. Zwischen 
ihnen miiBte eine Wurzel von w(t) liegen, was nach (39) zum Wider- 
spruch fiihrt. Also ist die Schar € regular. 

Wir fiihren durch P und P, die Transversalen T und T, zu der 
Schar € und wir bezeichnen mit R und Q ihre Schnittpunkte mit der 
Extremale €. 

Jetzt stiitzen wir uns auf das Resultat von §6. Wir bemerken, da8 
jede Extremalenschar einen Brennpunkt auf dem Umfang von ©, haben 
soll [weil w(0)=0 und w(d) = 0}. 

Setzt man die Schar &’ in positiver Richtung fort, so muB sie einen 
Brennpunkt fiir d<t< 2d—6 (zwischen P, und P) haben. Die Schar € 
hat keinen Brennpunkt zwischen diesen Grenzen. Also ist die Kriimmung 
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der Kurve &, (die die Schar ©’ transversal schneidet) gréBer als die 
Kriimmung der Kurve Tf, (die die Schar € transversal schneidet). Fiir 
hinreichend kleine a liegt die Kurve §, auf der positiven Seite der Kurve Tf, . 
Ein ahnlicher Vergleich der Brennpunkte der Scharen € und G’ 
zwischen P und P, (fiir d—d<t<d) zeigt uns, da® fiir hinreichend 
kleine a die Kurve fT an der positiven Seite der Kurve & liegt. 
Die Knesersche Methode gibt: 


(78) J(N@’M)=J(P6E,P,), 

(79) J(QER) = J(P,G,P). 
Nach (24) folgt aus (79): 

(80) J(MEN) <J(P,€,P). 

Addiert man (78) und (80), so folgt: 

(81) J(NG’ MEN) < J(P,€,P,). 


Da die geschlossene Kurve NG’ MEN jeder Umgebung (sogar der 
ersten Ordnung) von ©, angehéren kann, so findet kein Minimum (sogar 
kein schwaches) statt. 

Die Faille III’ und III” fiihren zu denselben Resultaten. 


17. Wir sprechen jetzt das Hauptresultat, das die geschlossenen 
Extremalen betrifft, aus: 
Satz. Sind die Bedingungen (24), (25), (26), (27) ftir die geschlossene 
Extremale ©, erfiillt, und 
I. Ist w(d) +-w'(d) > 2, so liefert die Kurve ©, ein relatives, starkes, 
eigentliches Minimum. 
Il. Ist w(d)+ w’(d) = 2, so ergibt die Methode kein Resultat. 
Ill. Ist w(d)+-w'(d) <2, so liefert die Kurve €, kein relatives, 
schwaches, uneigentliches Minimum. 


18. Isolierung der Minimalkurve. Wir werden jetzt die Unter- 
suchungen des Falles I durch den Beweis vervollstindigen, da8 in diesem 
Falle die geschlossene Extremale €, eine isolierte Lésung des Problems ist. 
Mit anderen Worten, daB es eine Umgebung U von €, gibt, in der keine 
andere, ein relatives Minimum ergebende, geschlossene Kurve liegt. Es ge- 
niigt dazu zu beweisen, daB in der Umgebung U keine andere geschlossene 
Extremale liegt; denn nur eine solche Kurve kann ein Extremum schaften. 

Setzen wir umgekehrt voraus, daB in jeder Umgebung der Kurve ©, 
noch eine geschlossene Extremale liegt. 
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Fiihren wir durch P, eine Kurve &, die ©, transversal schneidet. Es 
sei a der Parameter auf dieser Kurve, der in P, verschwindet. Verbinden 
wir, wie im Falle III’, die Punkte M der Kurve & mit sich selbst mit 
Extremalen €, die in der Umgebung von ©, liegen. Das ist méglich, weil 
P, mit P, nicht konjugiert ist. Wir erhalten eine Schar € von Extremalen: 


z=g(t,a), y=y(t,a). 
Der Vereinfachung halber setzen wir voraus, daB den Punkten M der 


Kurve & auf allen Extremalen der Wert ¢ = 0 entspricht. Wir bezeichnen 
den anderen Wert von ¢, der denselben Punkten entspricht, mit 


t = 6(a). 
Man findet leicht: 

0(0)=d; 
(82a) y [9(a),a] = (0,4); 
(82b) y(0(a),a]=— y(0,a); 
(83) A(d) = 4(0). 


Mit U(e) bezeichnen wir die Umgebung von ©,, die aus den Punkten 
besteht, deren kleinste Entfernung von ©, nicht gréBer als « ist. Wir be- 
trachten eine Umgebung U(e,), wo «, eine beliebige kleine positive Zahl ist. 
Nach unserer Voraussetzung liegt in U(e,) eine geschlossene Extremale &,. 
Jetzt bilden wir durch vollstandige Induktion eine Folge von Zahlen e, 
und geschlossenen Extremalen €, folgendermaBen: « 
sein, daB die Umgebung U(e 


n+, SOll soll so klein 
) nicht die ganze geschlossene Extremale €,, 


n+1/ 
sein. € 


En 


enthalte; auBerdem soll « kleiner als < soll eine (nach 


n+1 n+1 
unserer Voraussetzung existierende) geschlossene Extremale sein, die ganz 
in U(e,,,) liegt. 

Die Folge «, nimmt gegen Null ab. Bezeichnen wir mit M, (fiir hin- 
reichend groBes n) den Schnittpunkt der Kurve ©, mit &, und mit a, 
den entsprechenden Wert des Parameters a. Da e¢, gegen Null strebt, so 
haben wir: 


(84) lim a, = 0. 


a->@2® 


Die Extremalen €, verbinden die Punkte M, mit sich selbst. Da (fiir 
eine hinreichend kleine Umgebung) diese Extremalen durch den Punkt M, 
eindeutig bestimmt werden, gehéren die Kurven €, (fiir hinreichend 
groBes n) der Schar © an. Sie haben daher keine Knickpunkte. Fiir 
a =a, erhalten wir: 


ye [O(Gn),Gn] ye (0, Gn) 
$+ (9 (Gn), Gn} 91 (0,a,) ° 
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Fir €, haben wir: 








(85 a) Y, (4, 0) = y, (0, 0), 

(85b) v,(d, 0) =y,(0, 0). 

Also 
a [ we [8 (an), On] aad y (a, 0) ] = s [ we (0, an) — y (0, 0)} 
a, Lg [O (an), Gn} 9% (d, 0)! a, L pr (0, an) 9 (0,0) )° 


Jetzt gehen wir zur Grenze fiir n-—+0co iiber. Nach (84), da die 
Funktionen ¢,, y,,9 in bezug auf a differenzierbar sind, erhalten wir: 


fd y[@(a),a)} — fd y(0,a)) 
Ldt o,[@(a),a] ~~ Ldt o,(0,a) 


a=0 a=0 


Fiihren wir die Rechnungen unter Beriicksichtigung von (85a) aus, 
so folgt: 


(86) [¥ie— Ve Peele 2°00) + [Pe var— Me Pack a= (Pe Var— Vi Pathao- 


a= a=0 om 


Wir differenzieren (82) und setzen a = 0: 


(87 a) p, (d, 0)-0°(0) +p, (a, 0) =, (0,0), 

(87b) y, (d, 0)-0°(0) + w, (d, 0) = y, (0, 0). 
Fir €, haben wir: 

(88 a) (ad, 0) = y,, (0, 0), 

(88 b) Y,, (4d, 0) = y,, (0, 0). 


Jetzt addiere man zur Gleichung (86) die mit (88a) multiplizierte Glei- 
chung (87b) und subtrahiere die mit (88b) multiplizierte Gleichung (87 a). 
Man erhilt: 


(89) 4, (4) = 4,(0). 


Bezeichnen wir mit k, die Kriimmung der Transversale zu der Schar €, 
die durch P,, und mit k,, die durch P, geht. Dann haben wir nach (83): 


ow (d) — k,-w(d) =1; 


— »(@)—-1, 
0 wd)? 
f(y) = lee < o; 


w(d). 


(90) a <kj<a,. 








( 


ao ket 


—’ «&, 
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Aus der ersten Tafel im § 13 folgt: 

(91) k, < ky. 

Nach (18) haben wir aber: 


4,(9)__ 4, 
ky + 700) => 0; 
4,(d 
b+ Faq) = 0- 
Also folgt nach (83) und (89): 
(92) k, = k,, 


was der Ungleichheit (91) widerspricht. 

Die Voraussetzung, daB in jeder Umgebung von €, eine geschlossene 
Extremale liegt, fiihrt zum Widerspruch. Also im Falle I gibt es eine 
Umgebung U der Extremale ©,, die keine andere geschlossene Extremale 
enthalt. Die Extremale ©, ist isoliert. 

Bemerken wir noch, daB wegen (90) unsere Schar € zum Beweise im 
§ 14 herangezogen werden kann. 


Ill. Verhaltnis zu anderen Methoden. 


19. Die Kriimmung &, fiir unendliches n. Jetzt werden wir 
untersuchen, was mit der Kriimmung k, (vgli. § 8) geschieht, wenn n ins 
Unendliche wichst. Wir fangen mit dem Falle an, wo n gegen +-co wachst. 

In der Formel (31) kann man &, und k,,, anstatt k, und k, setzen: 


n+1 
___ @"(d) — kaw" (4) 
(98) bass — S@ ew): 


Das stiitzt sich auf die Periodizitaét der Koeffizienten der Jacobischen 
Gleichung. 

Dieselben Uberlegungen, wie in §§ 9—13, erlauben es uns, die Regu- 
laritat der Schar € fiir nd <¢<(n-+-1)d zu untersuchen und zeigen uns, 
welcher von den zwei Werten k, und k&,,, groBer ist. Wir bilden Tafeln, 
die denen von § 13 analog sind. Die zweite Zeile belehrt uns iiber die 
Regularitat der Schar € fiir nd <t < (n+1)d. 














Fall I: w(d) + w'(d) > 2; 
w(d) 
kn a as w(d) 
, - Brennpunkt Brennpunkt 
7 a regeléis fir t=(n+1)d fiir nd<t<(n+1)d 
knit >& = k, < ky =k, > &, @ = 
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Fall ITI: ow (d) + w’(d) = 2; 
d 
: : aD 
, ‘ Brennpunkt Brennpunkt 
Die Schar € regulér fir t=(e+1)d fir nd<tc(n+l)d 
kn +s > he = bk, > he x = 


Fall III’: @(d)+w'(d)<2; w(d)>0; 














aw (d) 
Me w(d) 
: - Brennpunkt Brennpunkt 
Die Schar € regulér fir t=(n+1)d firnd<t<(n+1)d 
a > ky @ = 


Fall III”: w(d)+w'(d)<2; w(d)=0; 
Brennpunkt fiir nd <t<(n+1)d. 


Hitte die Folge &, einen Limes k, so wiirde aus (93) folgen: 


aw’ (d) — k-w’(d) 
apis w(d)—k-w(d) 
oder 
(94) f(k) =0. 
Also kann die Folge k, nur gegen die Wurzeln der Funktion (33) kon- 
vergieren (im Falle I gegen a, und «,; im Falle II gegen a,). 

Man erhalt nach (93), (33), (35), (36): 


f (kn) 


(95) b..)= : 
P(En sa) [w (d)—k,-w(d)}* 
: 2w(d)-[w(d)+w’'(d))-(k, —a,)—D 
9 a a L j 0 
(96) ka — % 4w(d)-[w(d) — ky-w(d)] 
In Fallen I und II folgt aus der Ungleichheit 
(97) k,, < G 


die Regularitét der Schar € (vgl. die Tafeln), das positive Zeichen des 
Nenners von (96) und endlich die Ungleichheit 
(98) lings <o. 

Wir gehen zur Untersuchung verschiedener Fille iiber. 

Fall I. Wir bemerken, daB, wenn k, < @,, so ist nach (95) und der 
Beziehung zwischen (97) und (98) auch’ k,,,<«,; ist «,<k,<a,, 80 
ist nach (95) auch a, < k,,, < a. 








k 











Transversalenkriimmung und geschlossene Extremalen. 657 


Wir unterscheiden folgende Fille: 


Ist k,<a,, so ist k,<«, (durch vollstindige Induktion). Da k, 
wachst, so muB es konvergieren. Also: 
lim k, = «,. 
Ist k, —«,, so ist immer k, = a,. 
Ist a, << k,< @,, 80 ist a, << k,<a,. Da k, abnimmt, so ergibt sich: 
lim k, = «,. 
n-?>@ 
Ist k, = «,, so ist immer k, —«,. 
ae. Also kann k, nicht 
konvergieren (der Limes miiBte «, oder a, sein). Fir hinreichend groBes n 


muB k, den Wert SS iiberschreiten, und die Schar € hért auf regular 
zu sein. 


Ist k, >«,, so wichst k, solange k, < 


w(d) 


Fall Il. Ist k,<«,, so wachst k, gegen «,: 
lim k, = a. 
Ist k, =, so ist immer k, = a. 
Ist k, >, so hért die Schar € auf fiir hinreichend groBes n regular 
zu sein. 
Fall Ill’. Fiir jedes k, hért die Schar € auf fiir hinreichend groBes n 


regular zu sein. 
Fall III”. Die Schar © hat einen Brennpunkt fiir 0 <t < d. 


20. Jetzt gehen wir zum Fall iiber, in welchem n gegen — co abnimmt. 
Wir fangen mit den Rechnungen an, die denen von § 9 analog sind. 
Aus der Formel (93) folgt: 
w’(d)+ k,y-@(d) 
(99) a0 : w"(d) + ky-w(d) * 
Damit die Schar € fiir (n—1)d<t<nd regular sei, ist es not- 
wendig und hinreichend, da8 


w(d) 
ka-1 < od) 
oder nach (99): 
(100) k>— ete 
Man findet: 
. w'(d)) 1, 
(101) t|- Say | aa 
2) _ f— #4) _, e+e) 
(102)  —(— Fa = ee 


Mathematische Annalen. 101. 43 
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Es folgt aus (101) und (102), daB im Falle I: 


(103) — << ty, 
und im Falle II: 
(104) — 2 <a. 
Man hat noch: 
(105) ‘<4 i 


n w'(d)+k,-w(d) * 

Diese Formeln erlauben es uns, die Regularitat der Schar € fiir 
(n—1)d<t<nd zu untersuchen und, wenn man &k, kennt, auf die 
Frage zu antworten, welche von den zwei Kriimmungen k,_, und k, groBer 
ist. Die Uberlegungen sind den von §§ 10—12 analog und wir lassen sie 
deshalb weg. Wir bilden die zu § 19 analogen Tafeln. Die zweite Linie 
belehrt uns iiber die Regularitét der Schar € fiir (n —1)d<t<nd. 


























Fall I: w(d) + w'(d) > 2. 
w’ (d) 
kn ~ wid) be as 
- Brennpunkt Brennpunkt 
Die Sohar €} sie (n—1)d<t<nd fiir $=(n—1)d regulér 
Ek, _ oo <k =k, >k, =k, <k 
Fall II: w(d)+ w’'(d) =2. 
w’ (d) 
kn ~ wd) “0 
:; Brennpankt Brennpunkt . 
Die Schar € | tir (n—1)d<t<nd fiir t=(n—1)d eegulés 
&_; — ic) <h, = b, < ky 





Fall Ill’: w(d)+w'(d)<2; w(d)>0. 

















w’(d) 
* ~ w(d) 
Brennpunkt Brennpunkt » 
Die Schar © | tir (n—1)d<t<nd firt=(n-1)a@ Tesrlér 
—_ x < kn 


Fall Ill”: @(d)+w'(d)<2; w(d)=0. 
Brennpunkt fiir (n —1)d <t<nd. 
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Man beweist, wie in § 19, daB die Folge a, nur gegen die Wurzeln 
der Funktion (33) konvergieren kann, wenn n gegen — co abnimmt (im 
Falle I gegen a, und a; im Falle If gegen «,). Aus der Beziehung 
zwischen (97) und (98) schlie8t man, daB aus der Ungleichheit 


(106) k, > 
im Falle I und II die Ungleichung folgt: 
(107) ee 


Wir gehen zur Unterscheidung verschiedener Fille iiber. Der Wert 
von nm sei immer negativ. 

Fall I. Wir bemerken, daB, wenn k,>«,, so ist nach (95) und 
der Beziehung zwischen (106) und (107) auch k,_,>a,. Ist a,<k,<a,, 
so ist nach (95) auch a,< k,_,< a. 

Wir unterscheiden folgende Fille (die Beweise sind denen vom § 19 
analog ). 

Ist k,< a@,, so nimmt k, mit n ab, solange k, > — en ist. Fiir 
hinreichend kleines n hért diese Ungleichheit auf erfillt zu sein. Dann 
hért die Schar € auf regular zu sein. 

Ist k,=«,, so ist k,—a, fiir jedes negative n. 

Ist k,< k,< @,, so wachst k, gegen a,: 

lim k, = a,. 
n>-—@ 
Ist k,=«,, 80 ist k,=a, fiir jedes negative n. 
Ist k,>a,, so nimmt k, gegen a, ab: 
lim k, = @,. 


Fall II. Ist k,<«,, so hért fiir hinreichend kleines n die Schar € 
auf regular zu sein. 


Ist k,=«a,, so ist k,—a, fiir jedes negative n, 
Ist k, >, so nimmt k, gegen a, ab: 


lim k, = «,. 
Fall Ill’. Fiir jedes &, hért fiir hinreichend kleines n die Schar € 
auf regular zu sein. 


Fall III”. Die Schar € hat einen Brennpunkt fir —d<t<0. 


21. Zusammenfassung. Wir werden die Resultate fiir gegen + co 
oder —oo strebendes n in Tafeln zusammenfassen. Wo kein Limeswert 
eingesetzt ist, ist die Schar € fiir ¢ > 0 bzw. fiir ¢ <0 nicht regular. 

43* 
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Fall I: w(d) +w'(d) >2. 
k, bas | a 
lim k, a, @, a, a, — 
lim k, _ e, &y hs &, 
Fall I: w(d) + w’(d) = 2. 
ky ba 
lim k, Kp & _ 
n>+@ 
lim k, -- &y Go 
Fall II: w(d) + w'(d) < 2. 


Die Schar € ist weder fiir ¢ > 0 noch fiir ¢< 0 regular. 


22. Existenz der konjugierten Punkte. Jetzt werden wir unter- 
suchen, ob der Punkt P, auf der Extremale ©, einen konjugierten fiir 
beliebiges ¢ haben kann. 

Nach dem § 21 gibt es im Falle I Scharen € (fiir welche «, < k, <a,), 
die weder fiir ¢< 0 noch fiir ¢>0 einen Brennpunkt haben. Also hat 
die Funktion w(t) keine von Null verschiedenen Wurzeln. Sonst hatte 
jede Schar € einen Brennpunkt zwischen zwei Wurzeln von w(t). Also 
hat der Punkt P, keinen konjugierten. 

Auch im Falle II gibt es Scharen € (fiir welche k, = «,), die iiberall 
regular sind. Also auch in diesem Falle hat der Punkt P, keinen kon- 
jugierten. 

Endlich im Falle III ist jede Schar © weder fiir ¢<0 noch fir 
t > 0 regular. Wir werden dieses Resultat dahin vervollstandigen, dab es 
fiir ¢< 0 und fiir ¢>0 unendlich viele Brennpunkte gibt. 

Es geniigt, den Punkt P, (welchem der Wert t= nd entspricht) als 
den Anfangspunkt zu betrachten. Entweder ist er ein Brennpunkt oder 
er ist regular, und im letzten Falle kann man auf die Schar € das Re- 
sultat von § 19, Fall III anwenden: es gibt in diesem Falle einen Brenn- 
punkt fiir ¢>mnd. Also gibt es in jedem Falle einen Brennpunkt fiir 
t>nd. Folglich gibt es unendlich viele Brennpunkte fiir ¢>0. Man 
beweist auf dieselbe Weise, daB es auch fiir ¢< 0 unendlich viele Brenn- 
punkte gibt. 
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Da die Funktion w(t) zwischen zwei Brennpunkten einer Schar eine 
Wurzel besitzt, so hat sie unendlich viele negative und positive Wurzeln. 
Der Punkt P, hat unendlich viele konjugierte fiir ¢< 0 und fiir ¢>0. 

Satz. Im Falle I und II hat der Punkt P, keine, im Falle Ill hat 
er unendlich viele (fiir t<0 und fiir t>0) konjugierte Punkte. 

Man sieht, daB die Abwesenheit von konjugierten Punkten eine not- 
wendige, nicht aber eine hinreichende Bedingung fiir ein Extremum ist. 


23. Die charakteristischen Exponenten und die asymptoti- 
schen Lésungen. Um unsere Resultate mit der Poincaréschen Methode 
zu vergleichen, werden wir die charakteristischen Exponenten und die 
asymptotischen Lésungen (wenn sie existieren) untersuchen. Wir werden 
dabei effektiv die Scharen zeigen, die dem charakteristischen Exponenten 
entsprechen. Wir werden uns mit einer kurzen Ubersicht begniigen. 

Betrachten wir zuerst die Scharen ©, fiir welche 


(108) k, =k, 
und folglich auch k,=k,. Fiir diese Scharen folgt aus (18): 
4,(d) oie (d) 
4:(0)  4(0)° 
Wir bezeichnen diesen Wert mit e”* (m kann auch komplex sein): 
(109) A4(d)=e"*A(0), 
(110) 4,(d) =e"* A,(0). 


Die Funktion 4(d-+-t) ist eine Lésung der Jacobischen Gleichung. Also 
nach (109) und (110): 
A(d+t)=e™*- A(t). 


Folglich erhalt man fiir die Scharen, die die Bedingung (108) erfiillen: 
(111) A(t) =e™'- a(t). 


(Mit o(t) werden wir immer die Funktionen mit der Periode d bezeichnen.) 
Man kann m als den charakteristischen Exponenten betrachten. Zur Ver- 
einfachung setzen wir 4(0)=1 und folglich o(0)=1. Man bemerke, 
da8 o(t) unendlich werden kann, wenn m komplex ist. 

Wir bemerken noch, daB nach (18’): 


d 
feat+ig4 —0 
; 


und nach (109) [immer unter der Bedingung (108)]: 


d 
m= —fkdt. 
0 
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Bemerken wir noch, daB nach (109), der Bedeutung des Nenners von (31) 
wegen, 
(112) e”* — w(d) — k,-w(d). 

Wir gehen zur Untersuchung der speziellen Fille iiber. 


24. Fall I. Es gibt zwei Scharen**), die (108) erfiillen: 


(113) k=a, wd k,=a,. 
Man hat zwei Werte m, und m,, fiir welche aus (112) folgt: 
(114a) e™¢ — w(d) — a,-w(d), 
(114b) em? — w(d)—a,-w(d). 


Man sieht leicht, daB m, und m, reell sein kénnen und daB man m, = m 
und m,=——m setzen kann, wo m eine positive Zahl ist. Es gibt zwei 
Lésungen der Jacobischen Gleichung von der Form (111): 
(115a) A, (t)=e™* -o,(t), 
(115b) A, (t) =e~™*- 0, (t). 
Die periodischen Funktionen o,(¢) und o,(¢) kénnen nicht verschwinden 
da die Scharen regular sind. 

Der charakteristische Exponent ist reell und von Null verschieden 
Es gibt zwei asymptotische Lésungen (115) der Jacobischen Gleichung 
(eine fiir t+ — oo, eine andere fiir t—+-+-co), die konstantes Zeichen 


(plus) haben. Die Extremale ©, ist eine nicht stabile Lésung der ersten 
Kategorie von Poincaré. 


25. Fall Il. Jetzt gibt es nur eine Schar, die (108) erfiillt: 
(116) ube. 


Aus (112) folgt leicht, dab m=0. Fiir die Schar (116) finden wir 
nach (111): 


(117) A, (t) =0(t). 


Aucht jetzt kann nicht o(t) verschwinden. 
Man kann sich uberzeugen, daB 


w(d +t) — w(t) =w/(d)-o(t), 
und daraus schlieBen, daB 
(118) w(t) ="). 6(t)-t+0,(t). 


®) Ich betrachte alle Scharen mit derselben Determinante als eine Schar. 
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Der Vergleich von (117) und (118) zeigt uns, daB m = 0 ein doppelter 
charakteristischer Exponent ist. 


26. Fall III. Jetzt mu8 man alle speziellen Fille gesondert be- 
trachten. 

Fall IIIa. Man kann die komplexen Wurzeln a, und a, von (33) 
einfiihren und formal dieselben Uberlegungen wie im Falle I ausfiihren. 
Man erhilt zwei komplexe Lésungen von der Form (111): 


(119a) A, (t) =e" -o,(t), 
(119b) A, (t) =e~*"*-o, (t), 
wo 0<r< . , 
Man kann auch mit (119) zwei reelle Lésungen bilden, die aus Summen 
von Produkten bestehen, deren Faktoren Perioden d und as haben. 


Der charakteristische Exponent ist rein-imaginir. Die Extremale €, 
ist eine stabile Lésung von Poincaré. 

Fall IIIb’. Jetzt gibt es nur eine (nicht regulire) Schar, die (108) 
erfiillt : 


und die Funktionen o,(¢) und o,(¢) konjugiert sind. 


(120) k, =a. 

Aus (112) folgt, daB m= =f. Fiir diese Schar finden wir nach (111): 
sit 

(121) A,(t)=e" -a(t). 


Man sieht leicht, daB 4,(t) reell ist. 
Man kann sich iiberzeugen, da8 


w(d+t)+w(t)=w(d)-e* -0(t), 


und daraus schlieBen, dab 


(122) w(t) = — 2). a(t) tel -0,(t). 


Der Vergleich von (121) und (122) zeigt uns, daf m=—i ein 
doppelter charakteristischer Exponent ist. 
Fall IIIb”. In diesem Falle iiberzeugt man sich leicht, daB 


x. 
tt 


(128) w(t)=e* -(t). 


Dann hat man: 


w(d +t) +0(t) =@'(d)-e* -0,(t), 
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und daraus 


zz. a, 
. : "(d oe Le 
(124) w(t) =—°3°.e* -o(t)-t+e8 


-0,(t). 


Auch jetzt ist m = a8 ein doppelter charakteristischer Exponent. 

Fall IIc’. Es gibt zwei (irregulire) Scharen, die (108) erfiillen: 
(125) k=a, und & 
Man findet nach (112) fiir m die Werte 


io — %q- 


, 4 2 j = ( 1 # :) 
m, m-- a’ unc = — \m t a’)? 


wo m eine positive Zahl ist. Es gibt zwei Lésungen der Jacobischen 
Gleichung von der Form (111): 


(m+ =i) 


(126a) 4,(t)=e °* «i, 


(126b) A, (t) =e S"**). 4, (4. 
Es ist leicht zu sehen, daB 4,(t) und 4,(t) reell sind. 

Der charakteristische Exponent ist komplex. Es gibt zwei asym- 
ptotische Lésungen (126) der Jacobischen Gleichung (eine fiir t -- — oo, 
eine andere fiir t+ -+-0co), die aber kein konstantes Zeichen haben. Die 
Extremale €, ist eine nicht stabile Lésung der zweiten Kategorie von 
Poincaré. 

Fall IIc”. Es gibt eine (irregulaire) Schar, die (108) erfiillt (vgl. § 12, 
Fall IIIc”): 

(127) == 


; a. 
w’(d)— w(d) 


Man erhalt nach (112), daB m,=m-4 +8, wo m eine reelle, von Null 


verschiedene Zahl ist. Fiir die entsprechende Schar von der Form (111) 
haben wir: 


f x .\ 
(m+—i}t 


(128) A,(t)=e' *? -,(#). 
Diese Lésung ist, wie immer, reell. 
Man iiberzeugt sich leicht, daB 
w(d+t)=—w’(d)-w(t), 
und daraus schlieBt man, daB 


~ (m+ i)e 
(129) w(t)=e *! .9,(t). 


Der charakteristische Exponent ist “komplex. Auch jetzt ist die 
Extremale €, eine nicht stabile Lésung der zweiten Kategorie von Poincaré. 














Transversalenkriimmung und geschlossene Extremalen. 665 


27. Zusammenfassung. Wir sammeln die Resultate von §§ 23—26 
in eine Tafel. Wir werden die Scharen entweder durch ihre Determinanten 
[w(t), w(t)) oder durch den Wert der Kriimmung &, ihrer Transversalen 
charakterisieren. Im Falle, wo der charakteristische Exponent doppelt ist, 
ist die zweite Schar jene, deren Determinante den Faktor ¢ enthilt. 














Fall I II Illa | IIb’ | Ib” | Ile’ IIIc” 
ar (m+7i), 
charakteristische| m,—m |0(doppelt) ir, —ir ‘ i (doppelt) \ b | 
Exponent ie (m 4 = i) 
\ / 
Stabilitits. Nicht | 
kategorie von |St#bil von! Stabil Nicht stabil von 
Se erster | zweiter Kategorie 
net Kategorie | 
Entseprechende Gy, He w(t), 
Scharen Gy, @y | @,w(t)| kompl. a, w(é) w(t) | 2% | @ w(t) 


| konj. 


Unsere Resultate zeigen, warum man durch die stabilen Lésungen 
hindurchgehen muB, wenn man von den nicht stabilen Lésungen der ersten 
Kategorie zu denen der zweiten iibergehen will *’). 


28. Das Verhaltnis zu vorhergehenden Untersuchungen. Wir 
vergleichen jetzt unsere Resultate mit denen der vorhergehenden Arbeiten, 
um das in der Einleitung Gesagte zu erginzen. 

Indem wir die Resultate von §§ 17 und 27 zusammenstellen, sehen 
wir, daB sie in voller Ubereinstimmung mit denen von Poincaré bleiben. 

Wir bemerken, daB unsere Methode mit der von Herrn Hadamard 
verwandt ist. In der That ist der Winkel der gebrochenen Extremalen, 
die von Herrn Hadamard benutzt werden, mit der relativen Lage. der 
Transversalen §, und §, in engem Zusammenhange. 

Die Methode von Herrn Radon ist dadurch mit der unsrigen ver- 
wandt, daB sie bei der Vervollstandigung des Beweises von Herrn Hadamard 
die Transversalen einfiihrt. 

Endlich gibt die Arbeit von Herrn Carathéodory eine hinreichende 
Bedingung, die sogar Beispiele, die dem Falle II angehéren, umfaBt. Ich 
glaube, daB man auch beweisen kann, daS die Bedingung von Herrn 
Carathéodory den Fall I im ganzen umfaSt. Doch wird diese Bedingung 
auf ganz andere Prinzipien als die unsere aufgebaut, da es sich dort um 
die Existenz eines Feldes mit speziellen Eigenschaften handelt. 


1”) Siehe Poincaré, loc. cit. p. 277. 
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Wir bemerken noch, daB die Bedingung (27) die Homogenitat der 
Methode nicht stért, weil sie eine notwendige ist. 

Da die Extremalen in der Umgebung von ©, in verschiedenen Fallen 
an die Beziehungen der Geraden in der hyperbolischen, der Euklidischen 
und der elliptischen Ebene erinnern, schlage ich vor, den Fall I hyper- 
bolisch, den Fall Il parabolisch und den Fall III elliptisch zu nennen. 


IV. Verschiedene Anwendungen. 


29. Ein spezieller Fall. Setzen wir voraus, daB die Bedingungen 
(24), (25), (26) erfiillt sind und da8 die Funktion F, in der Jacobischen 
Gleichung (19) ein konstantes Zeichen lings der Extremale ©, hat. Wir 
setzen nichts iiber die Bedingung (27) voraus. 

I. Setzen wir erstens voraus, daB 
(130) F,20, 
aber F, nicht identisch verchwindet. 

Man kann sich iiberzeugen, daB w(t) fiir positive ¢ wachst und 

w(d)>1, 
daB w(t) nicht verschwindet und die Jacobische Bedingung (27) erfiillt 
ist, daB F,w’(t) wachst und 


w’(d)>1. 
Daraus folgt: 


(131) w(d) + w’(d) > 2. 
Der Fall I tritt ein. Die Extremale ©, liefert ein Extremum und bleibt 
isoliert. 
II. Setzen wir jetzt voraus, daB 
(132) F, = 0. 


Man iiberzeugt sich noch leichter, daS w(t) und F,-w'(t) konstant 
bleiben, da8 


w(d)=1, 
w’(d) =1, 
und da8 die Bedingung (27) erfiillt ist. 
Daraus folgt: 
(133) @ (d) + w’(d) = 2. 


Der Fall II tritt ein. 

III. Setzen wir endlich voraus, daB 
(134) F,<0, ° 
aber F, nicht identisch verschwindet. 
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Nehmen wir zuerst an, daB die Bedingung (27) erfiillt ist. Dann 
bleibt w(t) fiir 0 <t<d positiv, F,-w’(t) nimmt ab und 


w'(d) <1. 

Hat w(t) eine Wurzel fiir 0 << t<d, so hat sie héchstens nur eine, und 
w(d)<0. 

Hat w(t) keine Wurzel fir 0<t<d, so nimmt w(t) ab und 
w(d) <1. 


In jedem Falle folgt es: 
(135) w(d) + w’(d) < 2. 


Der Fall III tritt ein. Die Extremale ©, gibt kein Extremum. 
Ist die Bedingung (27) nicht erfiillt, so gibt sie es nicht mehr. 


30. Die geschlossenen geodiatischen Linien. Wir gehen zur 
Untersuchung der geschlossenen geoditischen Linien auf einer zweiseitigen 
Flache iiber. Bemerken wir, daB die Bedingungen (24), (25), (26) fiir 
alle Richtungen erfiillt sind. 

Wir fiihren die Bonnetschen Koordinaten ein**): den Bogen u der 
geschlossenen geoditischen Linie €, und den Bogen v der zu ihr ortho- 
gonalen geoditischen Linie, der vom Punkte der Kurve ©, ab gezihlt 
werden soll. Es sei 2ar, die Lange von €,. Die Kurve ©, teilt ihre 
Umgebung FR in in zwei Teile: einen, fiir welchen v >0, einen anderen, 
fiir welchen v < 0. 

Wir bilden die Kurve ©, und ihre Umgebung R auf eine Ebene ab, 


indem wir r,-+- v und aS als Polarkoordinaten eines Punktes der Ebene 


0 
betrachten. Die Kurve ©, (d.h. v0) hat einen Kreis vom Radius r,, 
und ihre Umgebung R die des Kreises zum Abbild. Ist R hinreichend 
klein, so hangt die Umgebung des Kreises zweifach zusammen. 

Setzen wir in den Uberlegungen dieser Arbeit die Koordinaten u, v 
anstatt x,y. Die Kriimmung wird (vom Zeichen abgesehen) durch die 
Formel dargestellt 
(2v2 + u2) ut, 

: 


To (us + v2) 


Vg Uga — Ua Yaa 


H 





4 
(uz + v2) 


Doch im speziellen Falle der geoditischen Linien werden die Transversalen 
orthogonal, uw, verschwindet im Schnittpunkte der Transversalen mit €, 
und der Ausdruck fiir die Kriimmung der Transversale nimmt die Karte- 


18) Siehe z. B. Bolza, loc. cit. S. 229. 
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sische Form an‘*). In den Bonnetschen Koordinaten hat man**): 


(136) F,=— K, 


3 
wo K die Totalkriimmung der Fliche im betrachteten Punkte ist. Wir 
wenden insbesondere auf die geoditischen Linien die Resultate vom § 29 an. 


I. Setzen wir voraus, da8 in allen Punkten von €, 
K<0, 


aber K nicht identisch verschwindet. Mit anderen Worten, es soll die 
Fliche lings der Kurve ©, hyperbolische und parabolische Punkte haben, 
doch nicht lauter parabolische. 

Die Bedingung (130) ist erfillt und der Fall I tritt ein. Also gibt 
die geoditische Linie ©, ein Minimum der Lange und ist auf der Flache 
isoliert. 

Dieses Resultat stimmt mit dem von Herrn Hadamard”) iiberein, 
der bewiesen hat, da auf einer Flache von iiberall negativer Kriimmung 
jeder Art des Umfanges (espéce du contour) nur eine geschlossene geodi- 
tische Linie entsprechen kann*"). Unser Resultat betrifft nur die Um- 
gebung der geoditischen Linie. Doch kann bei uns die Kriimmung der 
Flache in Punkten von ©, verschwinden und in der Umgebung sogar 
positiv sein. 

Il. Jetzt setzen wir voraus, daB lings der Kurve €, 

K = 0. 


Die Flache hat langs €, lauter parabolische Punkte. 

Jetzt ist die Bedingung (132) erfiillt und der Fall II tritt ein. Wir 
wissen nichts iiber das Extremum. 

Das Beispiel der geoditischen Linien wird uns zeigen, da8 im Falle II 
verschiedene Umstande, was das Extremum betrifft, stattfinden kénnen. 
Betrachten wir wirklich drei Flachen, die durch Drehung der Kurven: 


(137) z=l1l+2f, y=0, 
(138) z=l, y=0, 
(139) a ae} 


**) Man kann nicht «, v als kartesische Koordinaten betrachten, weil die Kurve 
geschlossen bleiben soll. Will man die Koordinateninderung vermeiden, so mu8 man 
auf den Gebrauch der Bonnetschen Koordinaten, die die Untersuchung vereinfachen, 
verzichten. 

*) Journal de Mathématiques. 1898. 


™) Fir eine Flachengattung (branches évasées) soll eine solche geoditische Linie 
existieren. 
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um die z-Achse gebiidet werden. Der Kreis, 
(140) ztty*—1, 2<=0, 


ist fiir alle drei Flachen eine geschlossene geoditische Linie, die aus lauter 
parabolischen Punkten besteht. Man sieht leicht, da8 im Falle der ersten 
Flaiche der Kreis (140) ein eigentliches absolutes Minimum gibt; im Falle 
der zweiten (des Zylinders) gibt er ein uneigentliches absolutes Minimum; 
im Falle der dritten findet kein Extremum statt. 

Aus den Uberlegungen von § 25 folgt, daB es im untersuchten Falle 
keine asymptotischen Lésungen gibt. Das wurde von Cotoff**) bewiesen. 
Doch hat er vorausgesetzt, da8 die Kriimmung nicht nur lings €,, sondern 
auch in der Umgebung verschwinden soll. 


III. Setzen wir endlich voraus, daB lings €, 
K>0, 


aber K nicht identisch verschwindet. Mit anderen Worten, die Flache 
hat langs ©, elliptische und parabolische Punkte, doch nicht lauter para- 
bolische. 

Jetzt ist die Bedingung (134) erfiillt und der Fall III tritt ein. Die 
geodatische Linie ©, gibt kein Extremum. Jede Lésung der Jacobischen 
Gleichung hat unendlich viele Wurzeln und es gibt keine nicht verschwin- 
denden asymptotischen Lésungen. 

Dieses Resultat ist mit dem von Herrn Hadamard **), der die Flichen 
mit iiberall positiver Kriimmung untersucht hat, in Einklang. Unser Re- 
sultat betrifft nur die Umgebung von €,. Doch kann bei uns die Kriim- 
mung der Flache in Punkten von ©, verschwinden und in der Umgebung 
sogar negativ sein. Unser Resultat ist eine Verallgemeinerung dessen von 
Cotoff**) fiir K > 0. 

Ich bemerke noch, daB der Fall der geoditischen Linien auf der 
Flache mit konstantem Kriimmungszeichen fiir die am Ende des § 28 vor- 
geschlagene Terminologie maSgebend sein kann. 


31. Der Fall zweier variabler Endpunkte. Wir gehen jetzt zu 
anderen Anwendungen der Transversalenkriimmungsmethode iiber. Wir 
werden zeigen, wie man die Untersuchung des Integrals lings einer Kurve, 
deren Endpunkte auf zwei gegebenen Kurven bleiben sollen, vervollstin- 
digen kann. 





*) Recueil mathématique de la Société Mathématique de Moscou 1924. Im von 
Cotoff untersuchten Falle, wo K =0 ist, geniigt es, die Fliche auf eine Ebene abzu- 
wickeln. Die geoditischen Limen werden gerade und der Satz wird augenscheinlich. 
*3) Journal de Mathématiques 1897 
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Seien &, und &, die gegebenen Kurven und ©, eine Extremale, deren 
Endpunkte A und B auf diesen Kurven liegen und die von ihnen trans- 
versal geschnitten wird. Setzen wir voraus, daB die Bedingungen (3), 
(4) und die WeierstraSsche erfiillt sind. Mit §’ bezeichnen wir die durch B 
gehende Transversale zu derselben Schar wie &,. 

Man hat die notwendigen und die hinreichenden Bedingungen in zwei 
Formen entwickelt **): 


1. Damit ein Extremum stattfinde, ist es hinreichend, daB sich der 
Brennpunkt der Kurve &, auf der Extremale €, jenseits des Brennpunkts 
der Kurve 8, befindet; es ist notwendig, daB er sich diesseits des letzteren 
nicht befinde. 

2. Damit ein Extremum stattfinde, ist es hinreichend, daB im Punkte B 
die Kriimmung von §’ kleiner als die von &, ist; es ist notwendig, daB 
sie nicht gréBer als die letztere sei. 

Wir bemerken, daB die erste Form nicht angewendet werden kann, 
wenn keine von beiden Kurven §, und §, auf der Extremale ©, einen 
Brennpunkt hat. In diesem Fall hat man die zweite Form zu benutzen. 

Die Transversalenkriimmungsmethode vervollstandigt die zweite Form 
der Bedingung von Herrn Bliss, weil sie es erlaubt, die Kriimmungen von 
&’ und §&, zu vergleichen, ohne die Extremalenschar wirklich zu unter- 
suchen. Bezeichnen wir mit k,, k’, k, die verallgemeinerten Kriimmungen 
von §,, %’, ®,. Nach (22) erhalten wir: 

p’ — — 2 (8) — bw") 
@ (t)—k,-w(t) ’ 
wo t dem Punkte B entspricht und die Funktionen w(t) und w(t) fiir 
den Anfangspunkt A definiert werden. Sind k, und k, gegeben, so kann 
man k’ und k, vergleichen. 


32. Ein Beweis der Jacobischen notwendigen Bedingung. 
Als die letzte Anwendung der Transversalenkriimmungsmethode schlagen 
wir einen Beweis fiir die notwendige Jacobische Bedingung in dem ein- 
fachsten Problem der Variationsrechnung vor. 

Sei A’ der konjugierte Punkt von A auf der Extremale ©, und B 
ein Punkt jenseits von A’ (Fig. 4). Wir beweisen, daB der Bogen AB 
kein Extremum gibt, wenn die Bedingungen (3), (4) erfiillt sind. 

Wir bezeichnen mit C den Punkt, fiir welchen B der erste konju- 
gierte ist. Liegt B hinreichend nahe bei. A’ (was die Allgemeinheit nicht 


*) Bliss, loc. cit.: Dresden, loc. cit.; siehe auch Bolza, loc. cit. 8. 327. 
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einschrankt), so liegt C zwischen A und A’. Wir betrachten einen Punkt D 
zwischen C und A’ und bilden die Extremalenscharen © und G&’, die 
beziehungsweise durch die Punkte A und B gehen. Durch den Punkt D 
fiihren wir die Transversalen & und §&’ m diesen Scharen. 


wv. R 





Fig. 4. 


Die Kurve & hat einen Brennpunkt in A’, die Kurve §’ in B (also 
weiter in der positiven Richtung). Nach dem § 6 ist die Kriimmung der 
Kurve & gréBer als die von &’. In der Umgebung des Punktes D liegt 
die Kurve & auf der positiven Seite von §’. 

Die Extremalen der Schar €, die hinreichend nah zu €, liegen, sollen 
&’ schneiden, bevor sie @ erreichen. Seien M und N die Schnitttpunkte 
einer solchen Extremale mit & und &’. Dann haben wir: 


J(AEM) =J(AG,D), 
J(NG’B) = J(DE&,B). 
Durch Addition erhaélt man nach (3): 
J(AEN) + J(NEM) + J(NE'B) = J(AG, D) + J(DE,B); 
J(AENG'B) < J(AG,B). 
Also gibt der Bogen AB der Extremalen €, kein Minimum. 
Dieser Beweis beruht nur auf dem Satze von Herrn Bliss, der im § 6 


enthalten ist. Wir bemerken, daS er, im Einklang mit der Bemerkung 
von § 28, mit dem Beweise von Herrn Hadamard *) verwandt ist. 


*) Lecons sur le calcul des variations 1 (1910), p. 402. 


(Eingegangen am 27. 7. 1928.) 











Teoria generale del cambiamento di variabili negli 
integrali doppi. 


Von 


Renato Caccioppoli in Neapel. 


Di un gruppo di risultati strettamente connessi nella teoria delle 
funzioni di una variabile reale é mancata sinora un’ adeguata e completa 
trasposizione agli ordini dimensionali superiori — alludo alle teorie, da tempo 
ultimate, delle curve rettificabili, delle funzioni a variazione limitata, del 
cambiamento di variabile negli integrali semplici. 

Per le superficie curve Lebesgue aveva data una definizione generale 
dell’ area'\, la nozione di funzione di pit variabili a variazione limitata si 
era spontaneamente introdotta nella teoria delle funzioni additive d’ insieme 
a pil dimensioni — e questa stessa teoria era stata applicata da La 
Vallée Poussin allo studio delle trasformazioni piane biunivoche e quindi 
di particolari cambiamenti di variabili negli integrali doppi®*). 

Ma queste varie generalizzazioni, perché diversamente orientate, dis- 
gregavano |’ unita primitiva della teoria, e dovevano necessariamente rima- 
nere frammentarie e reciprocamente estranee. Appare oggi chiaro che in 
tutt’ altra direzione van cercati i fondamenti di una teoria generale; cioé 
in uno studio esauriente delle trasformazioni piane o spaziali che con- 
vertono aree o volumi finiti in aree o volumt parimenti finitt. 

Prima di riassumere i risultati delle mie ricerche ho da segnalare 
alcuni tentativi antecedenti, pit d’ uno di notevole portata, che miravano 
allo stesso scopo* 


1) Intégrale, longueur,. aire, Annali di Matematica 1902, Ch. IV. 

*) Sur Pintégrale de Lebesgue, Trans. Am. Math. Soc. 1915, p. 13. V. anche 
Rademacher, Eineindeutige Abbildungen und MeSbarkeit, Monatshefte fiir Math. u. 
Phys. 27. 

*) W.H. Young: On the area of surfaces, Proc. Roy. Soc., A, 96; On a formula 
for an area, Integration over the area of a curve etc., Proc. London Math. Soc. (2) 
18, 21. — Burkill: Functions of intervals, The expression of area as an integral, 
Proc. London Math. Soc. (2) 22. — Banach: Sur les lignes rectifiables etc., Fund. 
Math. 7. — Vitali: Sulle funzioni continue, Fund. Math. 8. 
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Un progresso concettuale é dovuto a W. H. Young che ha fatto uso 
della nozione di area piana orientata, e quindi di molteplicita di un 
punto per un’ area. Ma la definizione geometrica che egli adotta, un 
po’ arbitrariamente semplificatrice, tradisce la profonda complessité dei feno- 
meni da analizzare, ignorando p. es. quelle peculiarité delle trasformazioni 
piane che non hanno antecedenti ad una dimensione‘). Il concetto fonda- 
mentale di coppia a variazione limitata si presente nella sua trattazione, 
ma non si riesce a districare dal viluppo delle restrizioni arbitrarie richieste 
dalle prime definizioni. In compenso, la difficile teoria del cambiamento 
di variabili negli integrali doppi si arricchisce di alcuni risultati aventi 
fondamentale importanza pratica, per cui é finalmente soppressa I ipotesi 
della biunivocita della trasformazione, che va riguardata come esosamente 
restrittiva anche dal punto di vista delle applicazioni’®). 


La definizione che Young ha data dell’area racchiusa da una curva 
piana é stata tradotta analiticamente da Burkill che si é qui servito della 
sua teoria delle funzioni d’ intervallo. Questa stessa teoria Burkill ha svolta 
per il piano, cercando poi di applicarla alla definizione analitica dell’ area 
di una superficie; ma il tentativo é fallito, e la generalité delle definizioni, 
di quella in ispecie, del tutto gratuita, di jacobiano generalizzato, non é 
che apparente. Gia la classe delle superficie quadrabili col procedimento 
di Young non ha una consistenza geometrica che molto vaga. Ma con le 
definizioni di Burkill una semplicissima trasformazione piana biunivoca 
pud addirittura risultare, in un sistema generico di coordinate ortogonali, 
sprovvista ovunque di jacobiano. 

La teoria di Banach, che si fonda sopra una definizione generale di 
trasformazione a variazione limitata, segna una nuova tappa, forse la 
pil avanzata. Ma i procedimenti di Banach non conducono che ad una 
variazione assoluta, sprovvista di segno, inapplicabile quindi all’ analisi 
degli integrali multipli e questo é indiscutibilmente un regresso sulle idee 
di Young. Di pit, la definizione che ne risulta per |’area di una super- 
ficie dissente da quella di Lebesgue. 

Ecco ora, in breve, il mio contributo*). Definisco come a variazione 
limitata una coppia di funzioni di due variabili che rappresenti una super- 


*) V. n. 6. 

5) A questo proposito va menzionata la trattazione elementare di Picone (Lezioni 
di Analisi infinitesimale I, Circolo matematico di Catania 1923, n. 130) in cui sono 
inclusi risultati praticamente di alta generalita. 

*) Sulla quadratura delle superficie piane e curve, Sul carattere infinitesimale 
delle superficie quadrabili, Sulla definizione dell’ area di una superficie, Rend. Acc 
Lincei, 12 agosto 1927, 20 maggio e 1° giugno 1928. — Sulle coppie di funzioni a 
variazione limitata, Rend. Acc. Napoli, Aprile 1928. 
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ficie piana quadrabile secondo Lebesgue; il procedimento di approssimazioni 
poligonali implicito in questa definizione mi conduce nel modo pit natu- 
rale alla nozione di variazione semplice della coppia (area semplice della 
superficie piana orientata) e di qui deduco senz’altro le definizioni di 
derivata di una coppia (jacobiano generalizzato) e di coppia assolutamente 
continua. Ho cosi tutti gli strumenti che occorrono alla quadratura delle 
superficie curve. 

Nella presente memoria espongo dapprima la teoria delle coppie, per 
dedurne poi il teorema generale sul cambiamento di variabili negli integrali 
doppi. La maggiore difficolta da sormontare sta nella trasformazione dell’ inte- 
grale ordinario in un integrale di Stieltjes calcolato nel piano delle nuove 
variabili, contrariamente a quanto avviene per gli integrali semplici, essendo 
allora, almeno per funzioni continue, questa trasformazione immediata. 
Gli insiemi associati di integrazione si determinano mediante la teoria 
generale della pseudo-corrispondenza fra insiemi istituita da una trasfor- 
mazione piana. Una nuova trasformazione, dell’integrale di Stieltjes in un 
integrale di Lebesgue, se le antiche variabili dipendono dalle nuove me- 
diante una coppia di funzioni assolutamente continua, si deduce immediata- 
mente dalla teoria generale delle funzioni di pid variabili reali. 

Per estendere la formola fondamentale, stabilita dapprima per le 
funzioni continue, alle funzioni discontinue ho avute ricorso ad una mia 
recente definizione di integrale’), come a quella che pid direttamente con- 
duceva allo scopo e che la questione stessa sembrava richiedere. 

Il risultato definitivo della teoria é perfettamente analogo a quello 
ottenuto da La Vallée Poussin per gli integrali semplici*). 

La teoria generale si estende senz’altro ad un ordine dimensionale 
qualunque. Soltanto la corrispondenza tra le frontiere di domini pseudo- 
corrispondenti andrebbe considerata a parte e meriterebbe un’ analisi ap- 
profondita *). 


§ 1. 
Nozioni preliminari. 


1. Insiemi ponderati. Un insieme di punti di uno spazio qualunque, 
ognuno dei quali sia affetto da un coefficiente numerico reale positivo o 
negativo, costituisce quello che diremo un insteme ponderato. Riguarderemo 


”) V. la memoria: Sull’ integrazione delle funzioni discontinue, Rend. Circ. Mat. 
Palermo 52. 

*) Loc. cit. § 7. 

*) Per gli integrali tripli, non conosco su questo argomento che i risultati ele- 
mentari, ma praticamente generalissimi, di Picone (loc. cit. n. 140). 
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gli insiemi ordinari come particolari insiemi ponderati per cui in ogni 
punto il coefficiente é 1. 

Ai punti estranei ad un insieme ponderato attribuiremo il coefficiente 
zero; sicché un insieme ponderato si definira facendo corrispondere ad ogni 
punto dello spazio un numero reale, definendo cioé in tutto lo spazio una 
funzione reale che sara detta caratteristica dell’ insieme ponderato. Per 
un insieme ordinario, la funzione caratteristica qui definita si identifica 
con la consueta. 

Il coefficiente ponderale di un punto si dira anche (preferibilmente se 
é intero) molteplicita di questo punto. 

Insieme geometrico sostegno di un insieme ponderato sara |’ insieme 
ordinario luogo dei punti aventi coefficiente non nullo. 

Sono immediate le definizioni di somma, differenza, prodotto per un 
numero reale, limite per gli insiemi ponderati. Se J é un insieme ponde- 
rato avente la funzione caratteristica f indicheremo con |J| quello avente 
per funzione caratteristica |f|. 

Un insieme ponderato si dira misurabile risultando la sua funzione 
caratteristica f misurabile e sommabile; se ne dira misura I integrale f fd8 
e misura totale la misura di |J| cioé f f\dS, le integrazioni essendo 
naturalmente estese a tutto lo spazio. 

Se f,,f,,---,f sono le funzioni caratteristiche degli insiemi ponderati 
misurabili J, si dira che la successione J,, J,, ..., converge in media verso J 
quando lim {| f—f,|dS=0. 

n->@ 

2. Cammini chiusi sopra una curva chiusa. — Siano C e CO’ due 
curve chiuse semplici (p. es. due cerchi) su ognuna delle quali sia fissato 
un verso positivo; e ad ogni punto di ©’ corrisponda un determinato 
punto di C. La corrispondenza si suppone continua, ma non si esige che 
sia biunivoca né che implichi tutti i punti di C. Quando il punto varia- 
bile X’ percorre C’ nel verso fissato il suo corrispondente X percorre su 
C un cammino chiuso. 

Se ai punti M’, N’ di C’ corrispondono i punti M, N di OC, i corri 
spondenti dei punti dell’ arco M’ N’ (cioé dei punti seguenti M’ e prece- 
denti N’ nel verso positivo) riempiranno uno almeno dei due archi MN, NM; 
se cid avviene per il primo o per il secondo soltanto, diremo che il cam- 
mino percorso da X quando X’ descrive l’arco M’ N’ equivale all’ arco 
positivo MN o all’arco negativo MN rispettivamente. Ora, per ragioni di 
continuité uno di questi casi dovra necessariamente presentarsi non appena 
la distanza M’N’ sia inferiore ad un limite 6 opportunamente scelto. 
Decomponendo allora C’ in un numero qualunque di archi aventi corde 
tutte minori di 6 ad ognuno di questi si associera su C un ben determi- 

44* 
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nato arco positivo o negativo, e la somma di tutti gli archi di C, preso 
ognuno col proprio segno, risultera eguale ad un ben determinato numero 
intero (positivo negativo o nullo) di percorsi positivi di C. Se s é questo 
numero, l intero cammino di X equivarrd ad s percorsi positivi di C. 


Da questa definizione é sanzionata una precisa nozione geometrica 
intuitiva. 

3. Insieme ponderato interno ad una curva chiusa. Sia C una curva 
piana chiusa qualsiasi (comunque intrecciata) su cui sia fissato un verso 
positivo. Nel piano di C prendiamo un punto P, non appartenente a C 
e congiungiamolo con un punto X variabile su C. Quando X percorre C 


nel verso positivo il raggio vettore PX descrive un cammino angolare 
chiuso che equivarrd ad un certo numero intero s(P),*°) positivo, negativo 
o nullo, di rotazioni complete positive. Attribuendo ad ogni punto P la 
molteplicita s(P) ed ai punti di C la molteplicita zero, si ottiene un in- 
sieme ponderato che si dira interno a C. Risultando questo insieme misu- 
rabile la sua misura si dira l’ area (semplice) e la sua misura totale 
V area totale interna a C. 

Cambiando il verso positivo su C |’ insieme interno a C viene molti- 
plicato per — 1. 

Si definisce immediatamente |’ insieme ponderato interno ad un sistema 
di pit curve C,, C,,..., come la somma degli insiemi interni a C,, C,,... 
rispettivamente. 

La definizione generale di area interna collima con le consuete, se C 
é una curva di Jordan o pure una poligonale qualunque. 

Si dimostra agevolmente il teorema: 

Abbiasi una successione di curve chiuse C,, C,, C,,... e sia J, l in- 
sieme interno a C,: se al divergere di n C, tende uniformemente ad una 
curva chiusa limite C, di ogni punto P non appartenente a C la molte- 
plicita per J, eguagliera definitivamente quella per l’insieme J interno a C. 


§ 2. 
Le coppie di funzioni a variazione limitata. 


4. Definite nel dominio D del piano uv due funzioni continue p (u,v), 
y (u,v), le formole 


(1) z= (u,v) y=y(u, v) 


rappresentano una superficie piana, portata dal piano zy. 


1°) Ordine di P rispetto a C. Cfr. Tannery, Introduction & la théorie des fonc- 
tions d’une variable, IT. 
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Chiameremo area totale di questa superficie S l area definita secondo 
Lebesgue; risultando S quadrabile, diremo la coppia [y(u,v), y(u,v)] 
a variazione limitata e ne diremo variazione totale | area di S. 

Ecco dunque, esplicitamente, le nostre definizioni fondamentali: 

Chiamiamo quasi-lineare una coppia definita in una rete triangolare 
del piano uv (rete base) le cui funzioni sonv lineari in ognuno dei trian- 
goli di questa. Per una simile coppia, la variazione totale é la somma dei 
valori assoluti delle aree dei triangoli che le formole (1) fanno corrispon- 
dere ai triangoli della rete base. 

Una coppia generica (gy, y) pud approssimarsi mediante coppie quasi- 
lineari le cui reti basi invadano il dominio base D. Il minimo limite della 
variazione totale delle coppie di approssimazione da la variazione totale di 
(~,w) o meglio la variazione totale sull’insieme aperto J dei punti in- 
terni a D, — cioé I’ area (totale) interna di S. La definizione di varia- 
zione totale si estende ad ogni porzione aperta di J, e di qui ad ogni 
insieme di Borel J contenuto in J; si ottiene cosi una funzione d’ insieme V (J) 
additiva e non negativa. Ove questa risulti assolutamente continua, tale 
vien detta anche la coppia (9, y). 


5. Insiemi pseudo-corrispondenti a traverso una trasformazione piana. 
Il fulcro della nostro trattazione sta nella definizione di area semplice, in 
valore assoluto e segno, per una porzione di superficie piana orientata. Per 
giungervi, consideriamo una successione di coppie quasi lineari (g,, y,), 
(q, Wa), --- tendenti alla coppia (gy, y) in modo che 


lim variazione totale (q,, y,,) = variazione totale (gy, yw). 


n>s 

Sia r, la rete base della coppia (y,, y,,). A 1, corrispondera sul piano 
xy una superficie poliedrica piana R,, cioé una configurazione di triangoli 
che non sara in generale una rete semplice, potendo questi presentare 
mutue sovrapposizioni parziali; all’orlo di r, corrispondera una poligonale 
chiusa, generalmente multipla ed intrecciata, che diremo I’ orlo libero di R,,. 
L’ area racchiusa da questo contorno C,, cioé la misura dell’ insieme ponde- 
rato A, delimitato da C,, da la variazione semplice della coppia(¢,,, y,)sur,,. 

Questa variazione si identifica cosi con |’area (in valore e segno) 
della superficie poliedrica piana orientata R,. L’insieme ponderato A, 
sara detto pseudo-corrispondente dell’ insieme dei punti della rete r,, nella 
trasformazione piana definita dalla coppia (¢,, y,). 

Passiamo ora a definire la variazione semplice della coppia (9, y) 
sull’insieme aperto J. Dal fatto che le aree totali delle superficie R,, 
tendono al minimo limite delle aree di tutte le superficie poliedriche 
approssimanti S segue che |’ area totale racchiusa fra due orli liberi C,,e C,, 
(cioé l area totale delimitata dalla poligonale chiusa costituita da + C,, e 
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da + C,,) dovra essere arbitrariamente piccola non appena m ed n siano 
sufficientemente grandi. Ma quest’ area é la misura totale dell’ insieme 
ponderato A, — A, cioé la misura di | A, — A,|. Pertanto la successione 
degli insiemi ponderati A,, A,, A,,... converge in media*'); detta f(x, y) 
la funzione limite (suscettibile di soli valori interi) della successione delle 
funzioni caratteristiche, ! insieme ponderato A avente f per funzione carat- 
teristica sara | insieme pseudo-corrispondente di J nella trasformazione 
piana (1); la sua misura si definira come variazione della coppia (@, y) 
su J e come area (semplice) della superficie piana orientata S. Dunque 
la variazione di (@, y) sara il limite di quella di (,, y,), cioé l area di S 
sara il limite dell’ area di R,. 

La misura totale di A potra chiamarsi pseudo-variazione totale di 
(P, py). 

Conseguita la definizione della variazione di (~, wy) su ogni porzione 
aperta di J, la si pud estendere, come gid quella della variazione totale, ad 
ogni insieme di Borel J contenuto in J. Si ottiene in tal modo una fun- 
zione additiva d’ insieme W(J). 

Anche la definizione di insieme pseudo-corrispondente si lascia pro- 
lungare nel campo degli insiemi di Borel; anzi un insieme pseudo-corri- 
spondente si pud associare ad ogni insieme ponderato di Borel**) il cui 
sostegno sia contenuto in J. A rigore bisogna osservare che il metodo, 
fondato sopra un processo convergente in media, che abbiamo dato per 
la costruzione di un insieme pseudo-corrispondente individua questo non 
univocamente, bensi soltanto a meno di un insieme di misura totale nulla: 
ma é appunto di questo elemento di arbitrio che ci gioveremo molto 
opportunamente nelle applicazioni agli integrali doppi; convenendo di 
identificare un insieme pseudo-corrispondente con ogni insieme ponderato 
che ne differisca soltanto per un insieme di misura totale nulla. 


6. Domini pseudo-corrispondentt — Corrispondenza tra le frontiere. 
Sia D’ un dominio del piano uv, contenuto in J e limitato da una curva 
semplice di Jordan C’; supponiamo che la curva C corrispondente a C”’ 
sul piano zy si componga esclusivamente di punti di una curva semplice 
di Jordan I. Definiamo in D’ una delle successioni gid considerate di 
coppie quasi-lineari d’ approssimazione. Divergendo n I orlo libero C,, di R,, 
tendera uniformemente a C. Se allora C, che costituisce su I” un cam- 
mino chiuso, equivale ad s percorsi semplici positivi di I” ogni punto in- 
terno a I” acquistera definitivamente la molteplicita s per A,, mentre ogni 
punto esterno finira per avere molteplicita nulla. L’insieme A, pseudo- 


**) Cfr. F. Riesz, Sur les suites de fonctions mesurables, Comptes Rendus 148. 
#2) Cioé avente per caratteristica una funzione di Baire. 
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corrispondente dell’insieme dei punti interni a C, si trova cosi avere 
molteplicita nulla esternamente ed eguale a s internamente a I. Nulla 
pud invece dirsi in generale sulle molteplicité dei puntidi I. Ma se I" ha 
misura nulla di queste ultime si pud, giusta I’ osservazione precedente, 
disporre a piacere: porremo A= sD, e riguarderemo indifferentemente A 
come pseudo-corrispondente dell’ insieme interno a D’ o dell’ intero dominio 
D'. D’ avra cosi per pseudo-corrispondente un altro dominio, contato 
perd s volte. 

In generale, se D’ é un dominio a uno o pit contorni, alla cui fron- 
tiera corrisponda una curva C di misura nulla |’insieme A pseudo-corri- 
spondente di D’ si identifichera, a meno di un insieme di misura (totale) 
nulla, con |’ insieme interno a C; sicché la conoscenza di C bastera al 
calcolo della variazione di (gy, y) su D’. 

Ma non va dimenticato che questo é un caso particolare e che la 
variazione di una coppia in un dominio dipende in generale non solo dalle 
determinazioni di questa sulla frontiera, ma anche dal suo andamento in- 
torno alla frontiera’*). Ed in cid é una differenza essenziale fra le tras- 
formazioni piane e quelle della retta. 


7. Derivata di una coppia a variazione limitata. Chiameremo deri- 
vata della coppia a variazione limitata (gy, yw) la derivata della funzione 
additiva d’insieme W(J) ed adopereremo la notazione 

aw a(¢%,¥y) 
dJ (u,v) 

Si dimostra che: 

La variazione totale di W si identifica con la variazione totale V della 
coppia sicché si ha quasi ovunque in J 

dV__|a(¢,y) 
dJ (u,v) |- 

Questo risultato non occorrera perd in seguito. Ci bastera tener pre- 
sente che quando la coppia (gy, y) ¢@ assolutamente continua risulta asso- 
lutamente continua anche W, sicché 


W(J) = [[3ew dudv. 
J 


(u,v) 


18) Supponiamo p. es. che C sia una curva semplice di Jordan avente misura 
non nulla, e che le (1) stabiliscano una corrispondenza biunivoca fra i domini limi- 
tati da C e da C’: l insieme pseudo-corrispondente dell’ insieme /’ interno a C’ sara 
quello interno a C. Supponiamo invece che le (1) trasformino un cerchio interno a 
C’ in un cerchio I racchiudente C, e la rimanente porzione di C’ in quella di I 
esterna a C: pseudo-corrispondente di J’ sara allora il dominio limitato da C. La 
variazione di (y,w) sar’ (a meno del segno) nel primo caso |’ area interna, nel 
secondo I’ area esterna limitata da C. 
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8. La derivata di una coppia (gy, y) pud esistere pur mancando le 
derivate parziali delle funzioni @, y, come avremo occasione di verificare 
pid oltre su appropriati esempi. Essa generalizza allora il determinante 
funzionale, con cui si identifica nei casi ordinari, come quelli in cui 
g e wy ammettono prime derivate continue o pure sono uniformemente 
lipschitziane, ecc. 

In quest’ ultimo caso, p. es. la variazione di (gw, y) sul dominio limi- 
tata dalla curva rettificabile C é data dall’ integrale di Stieltjes 


l 
+ | (pay — vag) 


Cc 


e di qui si deduce molto facilmente che quasi ovunque é 


O(y,y)_Opep op dy 
@(u,v) eu av av du 
§ 3. 


Cambiamento delle variabili in un integrale doppio. 


9. Supporremo dapprima continua la funzione integranda. Se f(z, y) 
é definita in una regione del piano zy portante la superficie S rappresen- 
tata dalle (1), chiameremo I integrale doppio di Stieltjes 


SS tle (u,»), y(u,v)|dW 


integrale di f(x,y) esteso alla superficie piana quadrabile S. 
Definiremo poi I integrale di f(z, y) esteso all’insieme ponderato di 
funzione caratieristica u(x, y), ovviamente, come I’ integrale 


SS f(x,y) u(a, y)dxdy 
esteso all’ insieme geometrico sostegno. 

Quest’ integrale esistera certamente, supposta f continua (o soltanto 
limitata e misurabile), se |’ insieme ponderato é misurabile e contenuto in 
una regione limitata. 

Consideriamo la solita successione di coppie quasi lineari (9,, y,) 
approssimanti (g,y). L’integrale esteso alla superficie poliedrica piana 
crientata R, é, evidentemente, eguale all’ integrale esteso all’ insieme ponde- 
rato A,. Ma convergendo in media gli insiemi A, all’ insieme ponderato A, 
pseudo-corrispondente di J, ed essendo la funzione f limitata perché con- 
tinua, si ha 


lim ff f(x,y) dady— ff f(x,y) dzdy, 
A 


’ n>e An 
sicché 


lim ff f(a, y)dxdy—Jfff(x,y)dxdy. 


n>@ Ry 4 
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Dimostreremo ora che 


lim SS t a, y)dxdy = Jf f(x,y) daxdy. 


n>@ Rp 8 


Cominciamo dall’ osservare che se, sopprimendo da J una linea L, lo si 
decompone in due insiemi aperti J’ e 1”, e se V(L)=0, la successione 
fondamentale delle coppie quasi-lineari di approssimazione pud servire come 
al caleolo di V(J) anche a quello di V(J') e V(I”) e pertanto di 
W(I') e W(I"); cioé dette r, e ry’ le porzioni di r, interne a I’ e J” 
rispettivamente e R, e R, le corrispondenti porzioni di R, si ha 

lim area totaleR,—V(I'), lim area totale R, = V(J”"). 

n-->@ a2 
La somma delle aree dei triangoli di R, corrispondenti a triangoli di r, 
aventi punti comuni con L tende a zero. 

Decomponiamo con un reticolo, sulle cui linee V sia nulla, J negli 
insiemi (che consideriamo aperti) J,, J,,...,/,,, 1 cui diametri non superino 
una quantita prefissata 6 che si pud supporre piccola a piacere**), Sia ¢ un 
numero non superato da alcuna delle oscillazioni subite da f[p(u,v), y(u, v)] 
in ognuno di questi insiemi. Al divergere di m I’ area totale di R, tende 
a V(JI), area totale della sua porzione corrispondente a triangoli di r,, 
attraversati dal reticolo tende a zero, e |’ area semplice della sua porzione 
(orientata) corrispondente a triangoli di r, interni ad J, tende a W(J,). 
Si avra allora, dinotando f,, f,,..., f,, i valori assunti da f[m(u,v), y(u, v)] 
in m punti arbitrariamente scelti negli insiemi J,, J,, ..., J,, rispettivamente, 


m 


lim ff f(x, y)dedy—S7,W(d,)|<V (De. 
1 


n~>o@ Ry 


Ma 6, e con essa ¢, é arbitrariamente piccola: dunque, come avevamo 
asserito, 


lim ff f(x, y) dxdy - SS tle (u, v), y(u,v)|dW= Sf f(x,y) dady. 
I s 


n>o@ Ry 


Giungiamo cosi infine alla formola fondamentale 
(2) SS t(, y) dxdy = SS fle (u,e), y(u,v)|)dW-= Sf f(z, y)dzdy, 
A 


che esprime |’ eguaglianza degli integrali di f(x,y) estest alla superficie S 

ed all’insieme ponderato A; il primo dei quali é (per f continua) un 

integrale di Riemann-Stieltjes, ed il secondo un integrale di Lebesgue. 
Osservazione. — La definizione dell’ integrale di f(z, y) esteso ad una 


14) Si potra ricorrere p.es. a due sistemi di rette parallele; tenendo presente che 
non pud aversi pid che un’ infinitaé numerabile di rette 9 di assegnata direzione, per 
cui sia V(o-J)>0. 
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superficie piana quadrabile orientata conduce spontaneamente a quella 
dell’ integrale 


SS th (x. y,2)dydz +f, (x, y,z)dzdzx+f,(z,y,z)dxrdy] 
s 


esteso alla superficie curva quadrabile orientata 8S. 
10. La (2) va estesa ora a funzioni discontinue: cominceremo col 
supporre f(z, y) limitata. 
Ecco la definizione cui abbiamo accennato in principio, e che ora 
applicheremo, dell’ integrale di Stieltjes [f f[p (u,v), w(u,v)]dW. 
I 


Siano £ un insieme chiuso contenuto in J su cui la funzione 
F (u,v)=f[p(u,v), w(u,v)]} si conservi continua e Fg(u,v) una fun- 
zione continua, coincidente con F' (u,v) su E£ ed inferiore in valore asso- 
luto ad un numero positivo M che superi ovunque | F(u, v)|. Ordiniamo 
le operazioni che danno luogo alla variabile numerica 


Sf Fe(u,v)dw 
I 


chiamando seguenti di una di esse, relativa all’insieme Z, tutte quelle 
relative ad insiemi contenenti HE. Se la detta variabile risulta allora con- 
vergente, il limite ne sara |’ integrale 


Sf F(u, v) aw. 
I 


Siamo cosi ricondotti a funzioni integrande continue. Fissiamo una suc- 
cessione EZ, < £, < E,,... in modo che per ogni altra successione Z{, Ej, Ej... 
tale che Z, > Z£,, si abbia 
lim Sj Fe: (u,v)dW= Sf Fi u,v) dW. 
n 
I 


n>ao ] 


L’ insieme H, dei punti del piano zy corrispondenti a punti di Z, 
sara chiuso e su esso f(z, y) sara continua; dippii H, < H,.:. Se f(y) 
dinota una qualunque funzione continua (sempre inferiore ad M in valore 
assoluto) coincidente con f(z,y) su H,, e u(x, y) é la funzione carat- 
teristica dell’ insieme ponderato A pseudo-corrispondente di J, il prodotto 
f,(%, y)“(2z, y) convergera quasi ovunque verso f(z, y)u(2z, y) e si avra, 
per il teorema di Lebesgue sulle funzioni sommabili, 

lim JJ f,(2-y) u(2,y dz dy = Sf f(x,y) u(xy)dedy = Sf f(2y)dedy. 
n> @® 


Ma d’altra parte 
lim SF ial (u, v), p(u, v))dW= ff r[p(u, v), yp(u, v)] dW; 
n> @ I 


dunque la formola (2) sussiste per ogni funzione discontinua limitata, 
purché esista l’integrale di Stieltjes a secondo membro. 





Pi 


fw 
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Questo risultato é d’altronde completamente generale: poiché se esiste 
P integrale esteso ad § della funzione non limitata f, esistera quello della 
funzione (f)? ottenuta troncando f tra due qualunque limiti finiti a e b, 
e sara, comunque tendano simultaneamente a verso —oo, b verso +o, 


lim Sf(edady = Sf fdxdy. 
n>a« § s 
Pi generalmente, se gli insiemi J e K sono pseudo-corrispondenti, 


(2’) SS t (x, y)dxdy= ff flo (u,v), y(u,v)]aW. 
x J 


11. Supponiamo ora la coppia (gy, wy) assolutamente continua. In 
questo caso I’ integrale f f F(u,v)dW si identifica con I altro 


ff P(x y) SP) gudy 
. O(u,v) . 


E la (2) diviene 


(3) {fr z,y)dxdy ={frtw, v), p(u, v)] ae Y) dudv. 
A I one 


La sommabilita dell’ integrando a secondo membro é Il’ unica condizione 
richiesta per la validita di questa formola. 
Pid generalmente, se J e K sono pseudo-corrispondenti, 


a] 


[r(z.y)azay -{ f{o(u, v), y(u,v)] 22”) dudv. 


a(u, v 
K J 








« 


E questo il risultato definitivo della teoria del cambiamento di varia- 
bili negli integrali doppi. Lo si pud enunciare come segue: sono eguali 
(se estste il secondo di essi) gli integrali, estesi ad insiemi pseudo- 
corrispondenti, det due differenziali 


f(x,y)dxady, fl[p(u,v), y(u, v)) 2) du dv. 


O(u, v) 
12. Esempi. — a) Posto x=—ecos#, y=osen?, u—rcosm, 
v=—rsenw, sia 
o=R(r), §6=—=2w+o0(22—om)z(r), 


R(r) essendo una funzione continua a variazione limitata nell’ intervallo 
(ro, T,), © x(7) una funzione continua comunque definita nello stesso inter- 
vallo. Descrivendo il punto (u,v) un cerchio di centro nella origine e 
raggio r, nel verso positivo, il punto (x, y) percorre sul cerchio di centro 
nell’ origine e raggio R(r) un cammino chiuso equivalente a due circuiti 
positivi. Dunque la corona circolare di centro nell’ origine e raggi 1, e 1,, 
nel piano uv, ha per dominio pseudo-corrispondente nel piano zy il 
doppio della corona circolare di centro nell’ origine e raggi R(r,) e R(r,), 
positivo o negativo secondoché R(r,)< R(r,) o R(r,) > R(r,). Ul cal- 
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colo della derivata della coppia (z, y) da quasi ovunque 


é(z,y) oR(r) dk ‘ ae 
et oe BS +(zx— ]; 
6 (u,v) r dr [1 + (a— a) x(r)]; 


ma tl determinante funzionale manca, poiché mancano le derivate parziali 
di x ed y rispetto a u e v, se la funzione zx non é derivabile. 

La formola (2’) diventa, detti D’ e D i due domini pseudo-corri- 
spondenti costruiti 


SS (0, 0)dady 
D 
=2S fr Rr), 2m + w(2a—mw)z(r)| R(r) (1+ (a —@)z(r)|dR(r) da; 


il secondo membro é un particolare integrale di Stieltjes. 
Se la funzione R(r) é assolutamente continua, risulta assolutamente 
. ‘ of . 

continua la coppia (z,y) e la (3) da 


SS t (oe, 0)dxdy 
D 


2{{r[R(r), 20 w (2a w) x (r)) 2 R'(r) [1+ (a—@) x (dude. 
D 


r 
b) Conservando le notazioni precedenti poniamo 
@ 
o=r, 6 - . 
= r 
La coppia (z, y) é assolutamente continua. La sua derivata coincide col 
determinante funzicnale ed é 
d(x, y) 1 


O(u, v) e< 


Sia D’ il primo quadrante del cerchio del piano uv avente centro 
nell’ origine e raggio 1; cerchiamone il dominio pseudo-corrispondente ™ 
Il segmento (0,1) dell’ asse w ed il quadrante di circonferenza si conser- 
vano inalterati nella trasformazione; invece il terzo tratto della frontiera 
di D’, il segmento (0,1) del? asse v, si converte nell’arco della spirale 


iperbolica 98 = = corrispondente ai valori di @ compresi fra ; eco. Il 
dominio ponderato D risulta cosi costituito: 1) Una regione semplice, com- 
presa fra il segmento (4, 1) dell’ asse z, il primo quadrante della circonferenza 


o = 1, Parco della spirale corrispondente all’ intervailo angolare (+, 9 


\F> 2%) 
il segmento (3, 4) dell’ asse x, ed infine l’arco di spirale corrispondente 
all’ intervallo angolare (42, 22); 2) una regione doppia, compresa fra il 
segmento (3, }) dell’asse z, l’arco di spirale corrispondente all’ intervallo 
angolare (22,42), il segmento (3, =4) dell’asse x, e l’arco di spirale 
corrispondente all’ intervallo angolare (8, 4); 3) una regione tripla, ecc. 
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Invece il dominio del piano wv che ha come pseudo-corrispondente 


il primo quadrante del cerchio 9 < 1 é limitato dal segmento (0, 1) del- 
Passe wu, dal primo quadrante della circonferenza r= 1, e dall’ arco -_ 


spirale di Archimede r = . w corrispondente all’ intervallo angolare ( (0, 
La (3’), che vets 


JJr(e.® )dady= SJr(F ) = dude, 


sussiste in questo caso per ogni funzione sommabile su D. 

c) #=u+v+o(1l—v)z(u)—1, y= —u+v+ v0(1l—v)z(u); 
da z(u) non si richiede che la continuita. La coppia (x,y) é assoluta- 
mente continua; la sua derivata 


O(z,y) 





= 2{[1+(1—2v)z(u)] 


é (u, v) 
é limitata in ogni regione finita del piano wv. Ma le derivate parziali 
= 2 mancano ovunque, se non é mai derivabile x (w). 

Questa coppia pud dirsi lipschitziana o a rapporto incrementale 
limitato. 

Cerchiamo il dominio pseudo-corrispondente D del dominio quadrato D’ 
del piano uv, di vertici opposti (0,0), (1,1). Quando il punto (wu, v) per- 
corre i lati v= 0, v = 1 della frontiera di D’, il punto (2, y) percorre sulle 
rette x+y=——1, x+y=1 i segmenti staccati dagli assi coordinati; 
invece ai lati w~=1, w=0 corrispondono due cammini sulle rette z— y= 1, 
y-—x=1 che hanno bensi gli estremi sugli assi, ma che non sono neces- 
sariamente contenuti per intero nel quarto e secondo quadrante. In ogni 
caso perd D é@ il quadrato (positivo) di lato ¥2 ed avente per diagonali 
gli assi. 

La (3’) da 

Sf f(x, y)dedy 


2ffrlu t+o+v(l—v)zy(u)—1, —u- v(1 — v)z(u)] 
D’ 
[1+ (1—2v)z(u)|dudv; 


questa formula sussiste, se —1<y(u) <1, per ogni funzione sommabile 
su D **) 


18) La validita della formola di trasformazione sotto la sola condizione della 
sommabilita di f(x,y) @ dovuta in questo caso al fatto che la coppia (z, y), come 
nel precedente, 6 monotona, cioé, a derivata di segno costante. E noto che circo- 
stanze analoghe si presentano per gli integrali semplici. 


(Eingegangen am 5. 10. 1928.) 





Une classe de séries trigonométriques qui convergent 
presque partout vers zéro. 


Von 


Alexandre Rajchman in Warschau. 


Introduction. 


§ 1. Appelons Red a = a— Ha=la partie non entiére de a — la diffé- 


rence entre le nombre réel a et le plus grand entier ne dépassant pas a. 
Soient 


une suite d’entiers croissant assez rapidement. 
La rapidité de la croissance de la suite (3) sera précisée plus loin. 
Soit Z ensemble de toutes les valeurs réelles de x satisfaisant au 
systéme infini d’inégalités suivantes: 


(4) Red (n, ~~ —a,) <d (p = 1, 2, 3,...). 


22 p) ="P 
Nous avons deux cas 4 distinguer: 
1° ou bien 6, ne tend pas vers un quand p croit indéfiniment, c’est-a-dire: 


(5) lim inf 6, <3 


pro 


dans ce cas l'ensemble Z est du type (H) (cf. Math. Annalen 95 ma Note: 
«Sur la multiplication des séries trigonométriques et sur une classe remar- 
quable d’ensembles fermés> ); 


2° ou bien, par contre, on a: 


(6) lim 6,, =f. 
p> 


Dans ce cas nous dirons, que l'ensemble Z est du type (J). 
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§ 2. J’ai prouvé (loc. cit.) que tout ensemble du type (H) est un 
ensemble «d’unicité trigonométrique» c’est & dire que toute série trigono- 
métrique convergente (ou plus généralement: toute série trigonométrique 
& coefficients tendant vers zéro sommable par le procédé de Poisson) vers 
zéro partout en dehors des points d’un ensemble du type (H) a tous ses 
coefficients forcément nuls. 


Il résulte d’une construction de Mademoiselle Nina Bary (Fundamenta 
Mathematicae 9) que tout ensemble du type (I) est un ensemble de «mul- 
tiplicité trigonométrique» c’est & dire qu’é tout ensemble du type (J) on 
peut faire correspondre une série trigonométrique 4 coefficients non tous 
nuls qui converge vers zéro partout en dehors de l'ensemble considéré. 

L’objet de cette Note est une nouvelle démonstration de ce dernier 
résultat. 

§ 3. Notre démonstration est basée sur l’application presque immé- 
diate de quelques propositions générales relatives aux coefficients de Fourier 
des fonctions 4 variation bornée. Ces propositions nous paraissent d’ailleurs 
intéressantes par elles-mémes. 

Leur étude fait lobjet d’un travail de Madame Halina Gruzewska 
( Comptes Rendus de la Société des Sciences de Varsovie, 1928). Néanmoins, 
au lieu de renvoyer le lecteur 4 ce travail, nous établissons ici tout ce dont 
nous aurons besoin dans la suite du travail. 

Les théorémes auxquels je viens de faire allusion ont été trouvés en 
commun par Madame Gruzewska et moi. Je les ai complétés ultérieure- 
ment, et, par suite, il y a quelque différence entre exposé mentionné de 
Madame Gruzewska et mon exposé actuel. 


Chapitre 1. 
Sur les coefficients de Fourier des fonctions & variation bornée. 


§ 4. Soit f(z) une fonction 4 variation bornée. Soit g(z) une fonc- 
tion bornée et mesurable (B) (ou plus généralement une fonction intégrable 
au sens de Lebesgue-Stieltjes (Henri Lebesgue, Legons sur l’integration et 
la recherche des fonctions primitives. Deuxiéme édition. Paris: Gauthier- 
Villars 1928, page 252 et suiv.)). 

Nous allons désigner par 

b 


(7) JS g(x) df (z) 


Pintégrale de Lebesgue-Stieltjes de la fonction g(x) par rapport & f(z). 
Dans le cas particulier, ob g(x) est dérivable et est l’intégrale indéfinie 
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de sa derivée, on a 


b b 
(8) JS g(x)df(x) = g(b)f(b) —g(a)f(a) — Sf (x)g'(x)de. 
a a 
Dans ce cas la formule (8) peut tenir place de la définition du symbole (7). 
Ce cas particulier est le plus important pour nous. 


a 


§ 5. f(a) étant supposée, comme partout dans cette Note, une fonc- 
tion 4 variation bornée, nous appellerons 


2x 

EF "ee 
g — ine { | 
($ R = — lim sup fe df (zx)| 


n->@® 
Pécart de la fonction f(z). 

La variable n sous le signe limsup dans la formule (9) ne parcourt 
que des valeurs entiéres. ee 

Notre definition de l’écart différe quelque peu formellement de la 
définition classique de M. Hadamard (cf. par exemple Hadamard et Mandel- 
brojt, La série de Taylor et son prolongement analytique, 2™° édition. 
Paris: Gauthier- Villars 1926, Collection Scientia 41) mais, en ce qui con- 
cerne les fonctions 4 variation bornée cette différence n’est que superficielle. 

Quand R=0 nous dirons que f(x) est a écart nul. 

D’aprés le théoréme bien connu de M. Lebesgue toute fonction ab- 
solument continue est 4 écart nul. La réciproque n’est pas vraie, comme 
la prouvé pour la premiére fois M. Dmitry Menchoff (C. R. 163 (1916), 
p. 433) et comme nous allons démontrer dans le chapitre II de ce travail. 

§ 6. Lemme de Madame Gruzewska. 


Soit f(z) une fonction 4 variation bornée et a écart nul et soit ¢(x) 
une fonction mesurable (B) bornée; alors la fonction suivante: 


(10) f t(z)df(z) 
0 


est également une fonction 4 variation bornée et 4 écart nul. 


Démonstration. Le fait que la fonction (10) est & variation bornée 
est un fait bien connu (cf. p. ex. le livre cité de Lebesgue). Il ne s’agit 
que de démontrer que la fonction (10) est & écart nul. Nous allons dé- 
duire ceci de mon théoréme fondamental sur la multiplication formelle des 
séries trigonométriques (§ 2 de ma Note citée du vol. 95 des Math. Annalen) 
Exprimons la fonction 4 variation bornée f(z) comme différence de deux 
fonctions croissantes au sens strict. A cet effet, en désignant respective- 
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ment par P(x) et N(a) la variation positive et negative de f(2), posons: 
A(x) = P(z)+2, B(x) = N(x)+2 

on aura: 

(11) f(x) = A(x) —B(z). 

Nous allons rattacher 4 la fonction ¢(z) une suite de fonctions satisfaisant 

& la double condition suivante: 


a) pour chacune des fonctions de cette suite la série des coefficients 
de Fourier converge absolument ; 


b) & tout nombre positif « on peut faire correspondre une fonction 
h(x) de la suite considérée telle que lon ait: 


22% 
(12 l\t(a) h(x)|\d(A(x)+ B(x))<e. 
Pour construire cette suite posons: 
(13) z= A(z)-+ B(z). 
z étant une fonction croissante (au sens strict) de z, on peut envisager 


t(x) comme une fonction de z. 


Posons: 
14 t(z t(x); T (2) = fi(ujdu, 
1 
| j T(z 
15 t,(z i ; t. (2% t, (2) 
k 
I m 
z T,\z- z) — Fe () 
16 T(x) = Jt, (u)du t, (a p= pk 
k 


17 > | Jj 1, (x)e**dz 


converge quel que soit k et que l’on a pour p(k) convenable: 
18 lim f | t(x) t, (x)|\d( A(x) + B(x) 0. 
k>o 


Les conditions a) et b) sont donc remplies par la suite des fonctions 1, (2). 


k 
Cela posé considérons les intégrales: 


9 
t 


1 
19 I (k,n) = = [ etme, (2) af (2) 
0 
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et 
2x 


(20) I(n)=- [ems ar(z). 


Leur différence absolue est, évidemment, pour toute valeur de n in- 
férieure & Vintégrale de la relation (18). On a donc: 
(21) lim I(k,n)==I(n) uniformément en n. 
k> x 
Regardons de plus prés lintégrale (19). lle est identique au n‘m 
coefficient du produit formel de la série de Fourier de t,(x) et de la 


série suivante: 
n=+@ 2x 


(22) 7 > eine. { e-tmudf(u). 
a= © 0 

D’ aprés ’hypothése R= 0 les coefficients de la série (22) tendent 
vers zéro quand nm tend vers l’infini. La série (17) converge. On est donc 
dans les conditions de l’applicabilité de mon théoréme fondamental sur la 
multiplication formelle des séries trigonométriques (loc. cit.) et l’on peut 
dire, que, pour & constant et n tendant vers l’infini, le n-me coefficient 
du produit en question tend vers zéro. 

On a donc: 


(23 lim J(k,n)=0 


an-?>@ 


et, par suite, 


(24) lim lm J(k,n)=0. 


k>o n>@ 
Par suite de luniformité du passage a la limite (21) on a: 
25) lim lim J(k,n) = lim lim J(k,n) = lim J(n) 
k> oe n>o@ n>2k+>o@ nro 


et par suite: 


lim I(n) = 0 c. q. f. d. 


= 


§ 7. Corollaire. Toute fonction a variation bornée et a écart nul 
est la différence de deux fonctions monotones a écart nul. 


En effet: t(2z) etant la fonction caractéristique de l’ensemble de 


points ot l’on a: 


f(x +h)—f (2) >0 





lim sup 
A>o 


on a, P(x) designant la variation positive, 


P(x)= ft(u)df(u). 
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(Cf. par ex. de la Vallée-Poussin, Integrales de Lebesgue, Classes de Baire, 
Fonctions d’ensembles. ) 

Donec, d’aprés le résultat du paragraphe précédent, la variation posi- 
tive P(z) est une fonction 4 écart nul. Evidemment il en est de méme 
de la variation négative. Le théoréme est donc démontré. 


§8. Théoréme. Soit f(z) une fonction da variation bornée et a 
écart nul et soit t(z) une fonction périodique de période 22, continue 
partout sauf dans un nombre fini de points au plus, et soit m une variable 
ne prenant que des valeurs entiéres. On a alors: 


2x 2x 


(26) lim | t(naz)df(z) == EXS=)- £0). e(x)dz. 
0 


n->@® 





Démonstration. D’aprés le résultat du paragraphe 7 il suffit de 
démontrer notre théoréme pour f(z) monotone. II est bien évident, que 
on peut se borner aussi 4 la considération du cas ol /(x) est non-négatif 
(le passage au cas général étant immédiat). 

Supposons donc f(z) non-décroissant et ¢(2) non-négatif et soient 
t,(#) et t,(a2) deux fonctions non-négatives telles, que l’on ait: 


a) la convergence des séries 


m=o 22 n=@ 2x 
‘or 7] , . ! , . } 
(27) » | ft, (x) e* dz]; » | ft, (x) et? da}; 
n=1 9 nm=1 9 ~ 
b) pour toute valeur de z les inégalites suivantes: 
(28) t, (zw) St(x) St, (2), 
2" 
(29) 0< S [t, (x) 2, (x)|dx<e; 
v 


e est ici un nombre positif arbitrairement donné d’avance. 
La construction de telles fonctions ne présente pas de difficultés. 
On aura évidemment: 


2x 22 2n 
(30) Sf t,(nx)df (a) < St(x)df(x)< ft,(x)df(a). 
0 0 0 

Examinons de plus prés le premier et le troisiéme membre de I’iné- 
galité (30) et rapportons-nous au paragraphe 8 de ma Note citée du 
vol. 95 des Math. Annalen. 

On voit tout de suite que le premier membre de (30) n’est autre 
chose que le coefficient d’ordre zéro du produit formel de la serie de 
Fourier de t, (nz) et de la série (22) du § 6. Puisque par hypothése (R = 0) 
les coefficients de la série (22) tendent vers zéro et la premiére des 


45* 
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séries (25) converge, mon théoréme cité tout 4 lheure s’applique et l’on a: 
ae : 2x)—f(0) [., 
(31) lim | t,(nz)df(z) PA = Ret [i (x) dz. 
— v U 


On trouve de méme: 


22 


¢ (23 — 0) P 
(32 hm Cs. nx)df(z) = f ad f\ ft (a)dz. 
n> @® Py ? sian 6 


D’aprés linégalité (30) les limites d’indétermination de [lintégrale 


ft nx)df(x) sont comprises entre les quantités (31) et (32). Or d’aprés 
oO 


(29) ces quantités différent de moins que 
1 


33 (Se) é 
4 

Le nombre ¢ étant arbitraire la relation (26) en résulte immédiate- 
ment, c. q. f. d. 

§ 9. Généralisation du théoréme précédent (Théoréme analogue au 
théoréme du §8 de ma Note citée, qui a été utilisé partiellement dans 
la démonstration précédente ). 

Soit k une quantité réelle quelconque. D’aprés le lemme du § 6, si 


f(a) est & variation bornée et a écart nul, il en est de méme de la 
fonction 


z 
Y, (x jet df(u 
0 


En appliquant le théoréme du paragraphe précédent 4 la fonction ¢, (x) 
en trouve: 

Pour toute fonction f(x) a@ variation bornée et a écart nul, pour 
tout t(x) périodique avec la période 22 et n’ayant qu'un nombre fini de 
disconuités, toutes de premiére espéce, et pour tout k réel on a: 


2x 2a 


(34 lim | e***t(nz)df(z)= aS . fet ar(e) | t(2) de. 
0 0 


an->o2 
+4] 


Chapitre 2. 
Construction d’une classe particuliére de fonctions monotones. 


§ 10. Les théorémes du chapitre 1 nous donnent un instrument 
commode pour construire des fonctions monotones 4 écart nul, qui ne 
sont pas absolument continues. C’est par la dérivation terme 4 terme de 
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la série de Fourier d’une telle fonction convenablement choisie que l’on 
obtient une série trigonométrique qui converge vers zéro partout en déhors 
d’un ensemble donné du type (J). 

§ 11. Reportons-nous aux notations du §1.,, 


Appelons y,(z) la fonction liée a linégalité: 


or {=z 
(35) Red | 5— — «,) < 4, 
de la maniére suivante: 
. 1 a ' 
¥,(2) = = quand la relation (35) est remplie, 
y,(z)=0 dans le cas contraire. 


Réservons-nous d’établir un peu plus loin la loi de récurrence qui 
va régir la suite (3) et posons: 


(36) J, (©) = Yy (My, L) Wg (MyX)...y, (Nz), 
22 

= ‘niles 1 = 

37 ) ay + iby = — [ 9, (x)et* de. 


v 
0 


On a évidemment pour tout p constant: 


| 


38) lim a,” = lim bj)” 
k>= kaa 
A chaque valeur de l’entier g on peut donc faire correspondre un 
entier N, tel, que lon ait 


. y | (p) D 1 
(39) pour pig et kan, ay | + | be” | < 15° 


Appliquons maintenant le théoréme du § 9 en posant dans la formule (34) 
z 
f(z) - fg, ujdu; t(x)=y,,,(2). 


0 


L’applicabilité de cette formule résulte immédiatement de (38). 
En l’appliquant nous allons tenir compte de ce que: 


2x 
(40) Svpi1(x)dax 22. 
0 
On trouvera: 
2x 
/ 1 . ik (p) , . (p) 
(41) - lim J 9, (2) ¥p41 (nx e*¥zdr—a, +th . 
“n>owd 


Il en résulte qu’é toute valeur de g et de K on peut faire corre- 
spondre un A= A(q, K) assez grand pour que lon ait: 
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(42) pourn>A(q,K), pq et kK 

1 e , ss ’ 1 

8 { 9,(2) vp +1 (ma) ett da — (ap + sop |S oer: 
6 


Nous prenons, K = N, et nous supposons, qu’on a: 


(43) N,.,2A(q,N,). 


Dhypothése (43) est la premiére des hypothéses additionnelles relatives 
a la suite (3) dont nous avons fait mention plus haut. 

Elle exprime que n,,, est suffisamment grand pour que lon ait, 
en posant: 

ce = ay” + iby”, 
Pinégalité suivante: 
7 + (@) | 1 

(44) pour pig et k<N, lo ee < 


= 10¢* ’ 


Nous allons introduire encore une autre hypothése toute pareille. 
Remarquons, que |’on peut écrire d’aprés les définitions (36) et (37) 
pour toute valeur de q et de k: 


Qx 


r (q+1) (@) l1 f¢ 
(45) let” —¢{”| — | 9 (2) [Vp 41 (Myr) — Lette da 
0 
2x 
1 ' 
> fa(2) Y,(M 41%) —1| dz. 
0 


Considérons l’intégrale: 
2x 

(46) J 9,(%)-|¥_41 (nx) —1\dx 
0 


et appliquons-lui le théoréme du § 8. 
Dans la formule (26) on a alors & substituer: 


f(x) = J 9, (2) dz; t(z) =|y,4,(2)—1| 


2x 22x 
J t(z)de = J l¥qra(z)— 1] dz = 200, ,,(s——1) + 2a(1 —4,,,) 


=42(1—4 


q+1)° 


On trouve donc pour la limite de lintégrale (46) pour n —- co lex- 
pression suivante: : 


2x 
(47) 2(1—4,,,) J 9,(z)dz = 220" (1—3 
oO 


+1): 





Ps 
Yo 


Pi 


an 
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Par conséquent il est possible de trouver un M, tel que du moment que 
Pon a: 


n> M, 


Pintégrale (46) différe de expression (47) de moins que rik 


Nous allons supposer, et c’est la seconde condition que nous imposons 
a la suite (3), que Pon a: 


(48) N12 M,. 


q+i => 


En vertu de l’inégalité (45) on aura alors par toute valeur de q et de k: 
(49) | oft” — ef” | < 2g" (1— 4,,,). 


La suite (3) sera donc pour nous une suite quelconque vérifiant les 
inégalités (44) et (49). 

§12. Une remarque relative aux quantités cy” = ay”. On a évi- 
demment pour toute valeur de g 


2x 


(g) (g) (@) . (1) (1) 1 f aint 
bo” = 0; co” =a”; co =a =1fu(2)de—2. 
0 


D’aprés l’inégalité (44) on a pour toute valeur de gq: 


(q+1) (@) | 1 
lon —ao |S 10* 
et par suite 
r=q-1 1 
|e? — "|< Dd’ — <1; 
> ot 


il en résulte, que l’on a pour toute valeur de g: 
1< a’ <3 


et, par conséquent, en affaiblissant quelque peu l’inégalité (49), on peut 
écrire l’inégalité suivante: 
(49 bis) pour toute valeur deg et k |eg**” — of” | < 6(1— 6041): 

§ 13. A présent nous allons faire voir que les coefficients de Fourier 
de g,(x) tendent pour p— oo vers des limites bien détérminées, c’est-a- 
dire que les quantités: 

(50) a, = lim a,” b, = lim b,” 
: p> p> 
existent. 


En effet: Nous n’avons qu’é appliquer l’inégalité (44) du § 11. Elle 
est remplie pour 


(51) k<QN,. 
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Nous allons en quelque sorte résoudre par rapport 4 q l’inégalité (51) 
en appelant g, la plus petite valeur de q vérifiant cette inégalité. 
Evidemment l’inégalité (51) sera remplie pour tout 


q=—X- 
Cela posé, on déduit immédiatement de linégalité (44) la convergence 
de la série suivante: 


- 4 ° a+1 4 
o2 cy! t a ci. c, 
q=4, 
ce qui équivaut 4 l’existence des limites (50), c¢.q.f.d. 


§ 14. Nous allons prouver maintenant, que les quantités a, et b, du 
paragraphe précédent tendent vers zéro quand k-+ co. Crest ici que va 
intervenir @une mantére essentielle Vhypothése: lim 6, = 1. 

p-@® 

Pour y arriver considérons la série (52) du paragraphe précédent. 

Sa somme est égale a: 

53 ¢, = a, +8), 

et il résulte immédiatement de l’évaluation de ses termes (l’inégalité (44) 
du § 11 employée au paragraphe précédent) que l’on a: 


q= x 
“ a): 7 ] ] 1 
54 Ce — Cy * |< s —— $ = ——. 
— 1099+!  ] 10% 
@=4, 


Pour évaluer |c,| il nous suffit done d’évaluer |c,**’|. Nous avons défini 
au paragraphe précédent la quantité g, comme la plus petite solution (il 
ne sagit bien entendu que de solutions en nombres entiers) de l’inégalité 
51); par conséquent pour g = q, —1 linégalité (51) n’est pas satisfaite 
et lon a: 

55 pour q=> 4, 1 k } 
par suite, en appliquant linégalité (39) du § 11, on peut écrire: 


56 your 1 c," 
D6 ) = — ‘al @ = ; 
I I= k 10eFt 10% 
Utilisons maintenant linégalité (49 bis) du § 12. 
En la rapprochant de l’inégalité (56) on trouve 


" ] . | . 
od cj | - —-+- 6(1—d._,) + 6(1— 6, ) 
10% 7 10% k 


et, par suite, vu l’inégalité (54), 


2 2 . 
58 ) 1C,,| « 1 6(1 é 





ce 


( 6 


for 


pe 
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La suite (N_.) étant indéfiniment croissante, il en est de méme de la 
g 
suite (g,); par conséquent dans Je cas ou lim é6,=1 on a: 


q7>@e 
(59) lim c, = 0 
k>@ 
ce qui équivaut a: 
60 ) lim a, = lim b, = 0 c. q. f. d. 


k> oa k>x 


§ 15. Il est aisé de voir que la relation (38) du §11 a liew uni- 
formément en q. 

La démonstration de ce résultat est en méme temps une preuve de 
la relation (60). Elle est comprise au fond dans le raisonnement du 
paragraphe précédent et nous n’avons qu’a l’expliciter. 

Liinégalité (39) du § 11 donne (cf. linégalité (56) du paragraphe 
précédent 
1 


61 pour k> N_ c’est-a-dire pour g<q,*) |,” =~ 
= ' 10% 


A 


, a em ~~ oe. . 
62) pour qg= q, On a (d apres (o/)) cy < + 6(1— 6 


10% a)? 


pour q q, on a, d’aprés l’inégalité (44) du § 11 (cf. la déduction de (58)) 


,r=q-1 r=q 1 " 
q q 3 QV ,(rt+1 r yy’ 1 1 
Ce — CE |* (CE Ce )|° <a < , 
| = | a 10¢t? 9.10% 
r=), r= 4), 7 


il en résulte (vu l’inégalité (57)) que Pon a 
— 2 

63 pourg>gq, |e’ |< +6(1—6 
10% 

En rapprochant les trois inégalités (61), (62) et (63) on voit im- 
médiatement, que Pinégalité (63) est vérifiée quel que soit q, ce qui prouve 
notre assertion. 

§ 16. Une fonction a dérivée monotone. 


Posons: 

k=@ 
a, x* y’ a coskx+ bh sin kx 
a 4 me .2 ° 
k=1 k 


(64 F(z)= 


k=@ 
65 F ai” x* ys a," cos kx + 0,” sin kx 
dD } q' x) = ——  -- —_—_—_ o —_{‘—- , 


k=1 


1) La suite N,, N,,..., N,... ne comprend pas tous les entiers, l’équation 


q¢ 
N, =k est done en général dépourvue de solutions. 














698 A. Rajchman. 


D’aprés le résultat du paragraphe précédent, on a: 


(66) lim F, (x) = F(x). 

bee 

Toute série de Fourier-Lebesgue étant intégrable terme 4 terme, on 
a (vu la définition (37) du § 11) 


z y 
(67 F(x) = une fonction linéaire de x +- Jay J 9, (2) de 


La fonction g,(z) est non-négative, son —s indéfinie est une fonction 


non-décroissante, on a donc pour tout z,< 2, <2, 


F, (2) — Fo (%) x Fo (%) — F, (2; ) F, (x) — F, (2) 
% — %, — %— 2 % — 2, 


(68) 


IV 


et, par conséquent, en vertu de (66): 


(69 F(x,) — P(%) x F(%) P(x). F(%)— Fle ) 


Ly — Ly = Ly — 2, aos Ly — 2, 
Il en résulte que les rapports 


- F(z#+h)— F(x) F(x F(a—h) 
(40) h et ke 
sont des fonctions monotones de A; ils tendent donc pour h-+-+ 0 vers 
des limites bien déterminées. Ces limites sont forcément égales. En effet, 
d’aprés un théoréme bien connu de Riemann la relation (60) entraine 
Pégalité suivante: 

_ F(x+h)+ F(x—h)—2F(z) 

lim — = 2 


A>o0 
er +h) — F(a) (2) — F(a— 
— lim [F&@+4)—F(*) _ F(e)-F A) =0. 


(71) 





A>o' h h 
Par conséquent on peut affirmer pour toute valeur de x Texistence de la 
dérivée F’ (x). 
De la relation (69) on déduit facilement la monotonie de cette dé- 
rivée et de la relation (71) sa continuité. 
§ 17. Quelques propriétés de F’ (x). 
1°. F’(x) est & écart nul. 


En effet: Vu la convergence uniforme de la série (64), on a 


a ate a,z*) ; 
(72) —_ 41° "= aff F(z) -- -|e**dz; 


en appliquant au second membre de cette formule deux fois la formule 
de Pintégration par parties, on trouve: 





(73) 


du 
peu 
cett 
(74 
et, 
(75 
et 
(71 


to’ 


(7 
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2x 
(73) a,+id,—1feaPr'(2). 
0 


F’(x) est done bien & écart nul en vertu des relations (60). 

2°. F’(x) est constant dans tout intervalle contigu a Vensemble Z 
du §1. 

En effet: A tout intervalle intérieur & Vintervalle contigu & Z on 
peut faire correspondre une valeur de g telle que l’on ait 4 partir de 
cette valeur dans l’intervalle considéré: 


(74) y,(%)=0; F, (x) = une fonction linéaire 


et, par suite, en vertu de (66): 


(75) F(x) = une fonction linéaire 
et 
(76) F’ (x) = une constante. 


» , P s ° 
3°. F (a) ne se réduit certainement pas & une constante. 


En effet: D’aprés ce que nous avons établi au §12 on a pour 
toute valeur g: a,” >1 et, par conséquent, 


2x 
ita . tre “SS , 0 
(77) a—1f ar fas) wn SSE 9 , 
F 0 

4°. On peut s’arranger de la sorte que la fonction F'(x) ne soit 
pas absolument continue. 

En effet: On n’a qu’é s’arranger de la sorte que l’ensemble Z soit 
de mesure nulle. Si la croissance de la suite (3) est suffisamment rapide, 
ceci a lieu dans le cas de la divergence vers zéro du produit infini 

p=a 
(78) IT6, 
p=1 
c’est-a-dire dans le cas de la divergence de la série suivante: 
p=o : 
(79) » (1—4,). 
p=1 
§ 18. La série trigonométrique: 
k=@ 


* +)’ a, cos kx +- b, sin kx 


k=1 


obtenue par la dérivation terme a terme de la série de Fourier de F’ (x) 
converge vers zéro partout en déhors de Z. 
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En effet: D’aprés (60) les coefficients de cette série tendent vers 
zéro et, en vertu du théoréme «de localisation» de Riemann, pour prouver 
sa convergence vers zéro dans un intervalle quelconque il suffit d’y établir 
sa sommabilité riemannienne vers zéro, c’est-d-dire légalité de F(x) a 
une fonction linéaire. Or ceci a été établi au paragraphe précédent pour 
tout intervalle ne contenant pas des points de Z. Z étant fermé, tout 
point n’appartenant pas 4 Z appartient 4 un intervalle ne contenant pas 
des points de Z. Notre assertion est donc prouvée, et par suite )’énoncé 
du §1 est bien démontré. 


(Eingegangen am 15. 11. 1928.) 
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Sul problema della propagazione del calore in un mezzo 
privo di frontiera. conduttore, isotropo e omogeneo. 


Von 


Mauro Picone in Neapel. 


Il problema della propagazione del calore in un mezzo privo di 
frontiera (cioé occupante tutto lo spazio) conduttore, isotropo e omogeneo 
si pone al modo seguente: 


Nota la temperatura U(x,y,z), al tempo t=0, in ogni punto 
M(x,y,z) del mezzo, calcolarne la temperatura u(x, y,z,t) in ognt 
punto M(x, y,z) e per ogni istante successivo t. 

Scelte opportune unita di misura si dimostra che la u é, per t>0, 
soluzione della seguente equazione lineare alle derivate parziali del second’ or- 
dine, del tipo parabolico: 

a7 u a*u eu du 

az* * ay* © az® ot 
e pertanto la funzione incognita uw deve verificare tale equazione ed inoltre 
la condizione iniziale 
(2) u(x, y, 2,0 U(2, y,z 


Posto, nel? ipotesi che U(2, y, z) sia continua e limitata, 


+O +0 x _@ E)2+-(y— Hy)? + (2—C)? 
(3) u(x,y,2,t)=— f f | U(é,n, Ce “ dédynde, 
8 (at)? o—-o —@ 
é notissimo ed é facile verificare che tale u soddisfa le equazioni (1) e (2). 
Ora si pud domandare: é lecito, dopo cid, asserire senz’ altro — come 
si fa d’ordinario in Fisica-matematica’ che il posto problema della 
propagazione del calore é risoluto dalla formola (3)? 


1) Cfr. per es. il recentissimo articolo di R. Fiirth, Warmeleitung und Diffusion 
(pp. 200—203) nel libro di Ph. Franck, Die Differential- und Integralgleichungen der 
Mechanik und Physik, zweiter physikalischer Teil (Braunschweig: Vieweg & Sohn 1927). 
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Affermativamente si potrebbe rispondere se si fosse stabilito che le 
equazioni (1) e (2) determinano univocamente ogni funzione u che le 
soddisfi. Ma, che io mi sappia, non si é mai pensato di stabilire cid con 
? appoggio di eventuali ulteriori circostanze fisiche che siano accettabili a 
priori. Ovviamente, tale non é¢, per esempio, quella dell’ olomorfia della 
u(x, y,z,¢) in ogni punto (z, y,z,0). In tale circostanza, di significato 
puramente analitico, Y assegnata funzione U(z,y,z) deve pur essa riu- 
scire funzione olomorfa in ogni punto dello spazio, ed allora | unica pos- 
sibile soluzione delle (1) e (2), olomorfa in ogni punto (z,y,z,0), é 
fornita — com’é noto e subito visto — dalla serie 

o- 8 t? _ 
u=U+,;,4,0+5,4,0+...+34,,U+---- 

Si potrebbe pensare che, restringendoci a considerare distribuzioni 
iniziali della temperatura rappresentate da funzioni U(z, y,z) olomorfe in 
ogni punto dello spazio, le soluzioni u(x, y,z,#) delle (1) e (2) debbano 
riuscire di conseguenza esse pure funzioni olomorfe delle x, y,z,¢ in ogni 
punto (x, y,z,0), cid che porterebbe al teorema d’unicitaé in tale caso 
particolare importante. Ma non é cosi. Vi sono esempi, come é noto, di 
soluzioni della (1) che, per ¢=0, si riducono a funzioni olomorfe delle 
tre variabili z,y,z e che, non ostante, non sono funzioni delle quattro 
variabili z, y,z,¢ olomorfe in ogni punto (z, y, z, 0). 

Nel caso particolare che si possa ritenere la w dipendente soltanto da 
una sola coordinata del punto M, il Goursat, nel suo Cours d Analyse 
mathématique*), non ha mancato di esaminare con ogni cura la questione. 
Fatta lipotesi che la u dipenda dalla sola x, essa deve verificare le 
equazioni 


L~¥) 


2 
(4) —— 


ou? 


Lv) 


~ = 0, u(z,0)—U(z); 


Y 


ebbene, Goursat dimostra che, supposta la funzione U(z) continua e limi- 
tata, le (4) determinano univocamente la u(z,?), se si impongono a questa 
le ulteriori condizioni seguenti: 
A. la funzione u(x,t) é limitata pur essa al variare di x e di t; 
B. la derivata: parziale u,(x,t) della u deve esser tale che, comunque 
st scelga la costante positiva k, il prodotto 


f a 2 
u_ (x, t)e*# 


riesca funzione di x e di t limitata al variare di x e di t. 


*) E. Goursat, Cours d’Analyse mathématique (Paris: Gauthier- Villars 1915), 
t. IIL, pp. 301 e 313. 
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Ora non mi sembra che tali ulteriori condizioni siano entrambe fisica- 
mente assumibili a priori. La prima lo é certamente, anzi, sol che si 
rifletta un istante, apparira fisicamente intuitivo che, detti 1 e L gli 
estremi inferiore e superiore di U(x), i medesimi estremi dovra ammettere 
la u(x,t) al variare di x e di ¢. Ma on cosi puéd dirsi della seconda 
condizione: per esempio, non si capisce fisicamente perché, per ogni fissato 


vailore % di x, la derivata parziale 
u,(Z, t) 

della temperatura debba mantenersi limitata al crescere indefinito di ¢. 

In questa nota (di cui un sunto ho comunicato nel recente Congresso 
Internazionale dei Matematici a Bologna) io mi propongo di dimostrare 
che ulteriore unica condizione che occorre soltanto aggiungere, dipenda la u 
da quante si vogliano coordinate del punto M, per potere asserire che 
essa riesce univocamente determinata dalle equazioni (1) e (2), é precisa- 
mente la A; cioé, nel caso nostro pil generale, la seguente: 


A. Supposta la U(x, y,z) funzione limitata, tale deve risuliare anche 
la u(x, y,2z,t) al variare del punto (x,y,z) nello spazio e al creacere 
indefinito di t. 

Il risultato é contenuto, come caso particolarissimo, in una mia 
recente memoria dal titolo: Maggiorazione degli integrali delle equazioni 
totalmente paraboliche alle derivate parziali del 2° ordine, insignita del 
premio Tenore dall’ Accademia Pontaniana di Napoli (nella seduta del 
10 giugno 1928). Ma non é agevole estrarre detto risultato dalla massa 
dei teoremi di quella memoria, e percid con questa nota mi propongo di 
ritrovare direttamente, con chiara e rapida coordinazione, restringendomi a 
considerare |’ equazione particolare seguente del tipo parabolico 


n n 


(5 va a*u —y, OU eu cum 
ma a HG Oxy, | mo! h Ox, at aT ia 
h,k=1 h=1 
nelle n-+1 variabili z,,z,,...,~,,¢, nella quale rientra la (1), quella 


successione di teoremi che pit direttamente conduca, come caso partico- 
lare, al teorema di unicité del quale sopra ho discorso. 


§ 1. 
Proprieta fondamentali delle soluzioni. 


Designeremo con Sjq+:) lo spazio euclideo a n--1 dimensioni del 
punto P di coordinate z,,z,,...,2,,¢, con D un qualunque dominio 
internamente connesso di S;,,,,, con FD la frontiera di D. Della frontiera 
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di D considereremo qui, in modo speciale, quella parte, che indicheremo 
con F_,D, totalita dei punti verificanti le seguenti proprieta: 

1*. In ogni punto di F_,D esistono la normale alla FD e un intorno 
circolare, su FD, tutto costituito di punti di F_,D; 

2°. lanormale alla FD in ogni punto di F_,D, volta verso I’ interno 
di D, ha sempre la direzione dell’ asse t e verso contrario. 

Per esempio, la frontiera di una sfera dello spazio (z,y,t) non é 

A dotata di parte F_,; la frontiera di un par- 
allelepipedo rettangolare dello spazio (x, y,t 
con gli spigoli paralleli agli assi coordinati, 
ha per parte F_, la totalita dei punti interni 
alla faccia pid alta; la frontiera del dominio 
limitato dalle superficie di due cubi concen- 
trici di lato diverso ha per parte F_, la 
totalita dei punti interni alla faccia pid alta 
del cubo di lato maggiore e alla faccia pid 
bassa del cubo di lato minore. Nella figura qui accanto la parte F 








, della 
frontiera del dominio D, da essa rappresentato, é costituita dai punti 
interni ai dominii piani A e B. 


Nel dominio D siano assegnate le funzioni reali, finite e continue 


a,,(P), 6,(P), ¢(P), f(P) (A, E=1, 2,..., 2), 


del punto P(z,,2,,.. 
nelle 4 


. t,t), essendo a,,=a 
; 


n 


,, © la forma quadratica 


n 

(6 s’ (P)i.4 

6 >» %,(P)4,4, 
h, kot 

conservandosi, in ogni punto di D, definita o semidefinita positiva. 


Una 
funzione reale u(2z,,2%,,..., %,,¢) sara detta soluzione in D dell’ equazione 


alle derivate parziali del second’ ordine totalmente parabolica: 


n : n 
- - 7 ou 7 Cu ou . 
(6 2 { u | s * + >'b, : cu=f 
— "SOX, OLE —_— * OL, ot 
h, k=1 h=1 


se: 1° é continua in D, 2° nei punti interni a D e sulla parte F_,D 


della FD é@ dotata delle derivate parziali che compaiono nella (5) finite 


e continue e verificanti, con la u, l equazione (5) 
Ricordiamo anche il seguente teorema di Moutard: 


Se le forme quadratiche, a coefficienti reali: 


n n 
e ie y hd =e 
F > %.4,4; Dp & San 4g Aes 
h,k=1 h, k=1 








sono 


riesc 
quan 
colat 
sem} 


teor: 


ogni 
cons 


(5) 


e P 
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sono semidefinite o definite, la somma 


n 
ne Oe 
riesce non negativa o non positiva, secondoché le due forme hanno, 
quando non sono nulle, lo stesso segno o segno opposto. Se, pit parti- 
colarmente, le due forme sono entrambe definite, la somma indicata é 
sempre diversa da zero. 
E siamo ora in grado di conseguire rapidamente una successione di 
teoremi che stabiliscono notevoli proprieta per le soluzioni dell’ equazione (5). 
| I— Jl dominio D sia limitato. Se, ovunque in D, é f(P)<0, 
ogni soluzione della (5) sempre positiva o nulla su FD — F_,D tale si 
conserva in tutto D; se, ovunque in D, é f(P)=>0, ogni soluzione della 
(5) sempre negativa o nulla su FD — F_,D tale si conserva in tutto D. 


Diciamo M un tale numero da risultare, in tutto D, 


M—c(P)>0, 
e poniamo nella (5 
u = vet: 
si ha per v P equazione: 
n aa n 
7) of Py yy 7 = = + emt Sb, ia: - eu —eMt(M—c)v=f. 
h, k=1 h=1 


Sia, ovunque in D, f< 0 e ulO0 su FD — F_,D. Risulterad anche 
v>0 su FD — F_,D, e se dimostriamo che, in tutto D, é v>0 cid 
seguira anche per uw. Se non fosse, sempre in D, v0, si verificherebbe 
per v un minimo negativo in un punto P, di D, punto che potra essere 
situato o nell’interno di D o su F_,D. In entrambi i casi si avrebbe, 
per il teorema di Moutard, 


r oO” ‘ 
rg —— >0 
3 Py eee 
a "hh Fz, 0% <_<"; 
h, k=1 P=P, 
e, nel primo caso, 
ow) fev) > F P 
9 = 0, =0, vw(P,)<90 (hk=1,2,...,n) 
2, |P=P, _étjJp=p, 0 
e nel secondo 
dv rou , 
(10) = 0, S90, w(fP)<0 (h=1,2,...,n) 
OX, I P=P. Létjp=P,— 


dunque, il primo membro della (7) risulterebbe sempre positivo, cid che é 
in contradizione con la f(P,) <0. 
46 
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Sia, ovunque in D, f=>0 e u<0 su FD—F_,D. Introdotta la 
funzione v gia considerata, |’ ipotesi che questa abbia un massimo positivo 
in D porta alle (8) e (9) oppure alle (8) e (10) cambiate di segno, 
cid che é in contraddizione con la f(P,) > 0. 

Ne segue: 

Il— Una soluzione dell equazione omogenea E[u]=0, identica- 
mente nulla su FD—F_,D, tale é in tutto il domino D, supposto 
liméstato. 

III — Comunque si assegni f in D, supposto limitato, una soluzione 
dell equazione (5) @ completamente determinata in D, quando se ne 
conoscono i valori su FD — F_,D. 

Utilissimo ci sara in seguito il seguente teorema: 

IV — Il dominio D sia limitato ed inoltre in D sia sempre c(P) < 0. 

Ogni soluzione dell’ equazione omogenea E[u|]=0, consegue su 
FD — F_,D il massimo del suo modulo in D. Se poi c(P) é identi- 
camente nulla in D, se cioé l equazione omogenea E{u|]=0 si riduce 
alla seguente 

n n 

7 ou 7 ou ou 
(11) a Ox, Ox, +2 b, @m, ot °, 
ognt sua soluzione consegue su FD — F_,D tanto il massimo che il 
minimo suo valore in D. 


Diciamo, invero, N il massimo modulo di u su FD — F_,D. Si ha 
E{u+N)=Ne<0,z E{u—N|)=—WNeood, 

e poiché su FD—F_,D nriesce sempre u+N20, u—N<0, tali 
limitazioni dovranno (teor.1) sussistere in tutto D, si avra cioé sempre 
ivi |u| SN. 

Se poi in D éc=0, detti N’ e N”, rispettivamente, il minimo e 
il massimo valore di u su FD — F_,D, si ha 

E(u — N’)=0, E(N” —u]=0 

e poiché su FD — F_,D, riesce sempre u— N’>0, N” —uZ>0, tali 
limitazioni dovranno (teor. 1) sussistere in tutto D. 


§ 2. 
Caso dei dominii illimitati. 
Di grande interesse, specialmente nei riguardi dell’ applicazione ai 


problemi di propagazione e di diffusione, é la considerazione dei problemi 
al contorno per |’ equazione (5) nel caso che il dominio D non sia limi- 
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tato. I risultati ottenuti nel paragrafo precedente consentono di conseguire 
assai facilmente teoremi notevoli. Un primo teorema é il seguente: 
V — Il dominio D sia illimitato ed inolire in D sia sempre c(P) < 0. 
Le funziont reali e continue y(P) e ®(P) del punto P siano 
assegnate e definite, la prima, su FD— F_,D e la seconda in D e, 
quando FD — F_,D sia illimitata, si abbia 


lim (@(P) — ®(P)](su FD — F_,D)=0. 


P+>@ 
Allora, una soluzione u dell’ equazione (5) riesce completamente de- 
terminata in D quando ad essa si prescriva di verificare le condizioni: 
u(P)su FD — F_,D= 9(P) 
lim [u (P ®(P)\|=0. 


P+x 


(12) 


Il teorema sara dimostrato se faremo vedere che una soluzione u 
dell’ equazione omogenea E[u|]—0 che verifichi le condizioni (12) per 
y(P ®(P) =0, riesce identicamente nulla in D. Sia Q un punto 
arbitrariamente fissato nell’interno di D o su F_,D e diciamo « un 
numero positivo arbitrariameute scelto e Dp quella parte di D, contenuta 
nel dominio quadrato col centro nell’ origine O di S,,, , ,, e di semidimensione R 
talmente grande che contenga Q nell’ interno e si abbia inoltre, per ogni 
punto P di D, 


u(P)|<e, quando una delle |z,|,|z,!,...,|%,|,|t#) @€ 2R. 


n 
Per questo dominio limitato Dp sono verificate tutte le ipotesi del 
teorema IV, ed inoltre su FDp — F_,Dp, si: ha sempre |u(P)|< e; ne 
segue, in base al teorema ora citato, |u(Q)| < e. 
Notiamo I interessante corollario del quale qui non faremo perd uso: 
VI — Il dominio D sia, in particolare, il semispazio t < T, ed inoltre 
in D sia sempre c(P)<0. Comunque si assegni in D la funzione 
continua ®(P), una soluzione dell’ equazione (5) riesce completamente 
determinata in D quando ad essa si prescriva la condizione 
lim [u(P)—@(P))=0. 
Poe 


In particolare, dunque, ogni soluzione dell’ equazione 


n n 
7 tu 7 ou ou 
(11) Sa eau, De ee. Se 
Me NK Oxy Ox, P h Oz, et ; 
h, k=1 h=1 


che non sia una costante nel semispazio D, non pud mai, nel mentre che 
tl punto P si allontana ivi a distanza infinita, tendere ad un limite de- 
terminato e finito. 


46* 
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L’ aggiunta di ulteriori ipotesi sul dominio illimitato D e sui coeffi- 
cienti della (5), consente di assicurare |’ unicita della soluzione di (5) veri- 
ficante condizioni assai meno restrittive delle (12). Per ottenere enunciati 
brevi introdurremo la notazione seguente. Se per |’ insieme illimitato A, di 
punti dello spazio Sj, 4:), si ha maxt=—-+-oo, se cioé A si estende a 
distanza infinita nella direzione e nel verso dell’ asse ¢, per ogni assegnata 
quantita 7’ denoteremo con A’ quella parte di A luogo dei punti la cui ¢ 
non é superiore a 7. Evidentemente A” esiste sempre se 7'é abbastanza 
grande. Cid posto, si pud enunciare il teorema: 


VII — Il dominio D sia illimitato e si estenda all infintto nella dire- 
zione e nel verso dell’ asse t, ed inoltre in D sia sempre c(P) <0. 

Le funzioni reali e continue p(P) e ®(P) siano assegnate e definite, 
la prima, su FD— F_,D e la seconda in D, e, quando FD — F_,D 
sta tllimitata, si abbia, per ogni T, 
(13 lim [~(P) — ®(P)](su( FD — F_,D)™)=0. 

P>o@ 

Allora, una soluzione u della (5) risulta completamente determinata quando 
ad essa si prescriva di verificare, per ogni T, le condizioni 


14 prne suF D— F_,D=9(P), 
(1¢ 


lim [u(P) — ®(P)](suD‘”’) =0. 

P>o@ 
Ed invero, essendo la u, in virtu del teor.V, determinata in ogni 
p”™. comunque grande sia 7, essa risultera determinata in tutto D. 

Pud darsi che, pur estendendosi illimitamente il dominio PD nella dire- 
zione e nel verso dell’ asse ¢, riesca, per ogni 7, sempre limitato il dominio 
D"’; perdono allora significato la (13) e la seconda delle (14), ed il 
teorema sussiste, naturalmente, sopprimendo tali condizioni. Anzi in tal 
caso, come assicura il teor. III, si pud anche sopprimere la limitazione 
c(P)<0 per il coefficiente c(P). 

E siamo ora in grado di stabilire il teorema finale che contiene come 
caso particolare il teorema di unicita per le soluzioni dell’ equazione (1) 
soggette alle condizioni (2) e A. Esso si enuncia al modo seguente: 


VIII — Il dominio D sia illimitato e si estenda a distanza infinita 
nella direzione e nel verso dell asse t. Se, per ogni T, é sempre possibile 

. . { . ~ _ . 
costruire in D at una funzione w(T,P), tvi sempre positiva, continua 


con le derivate "v 2 22 e per la quale riesca 
Ox, 0x,” Ox,’ OE P q 
(15 E(w(T,P)}<0 in D™, 
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supposto che, quando FD — F_,D, sia illimitata, si abbia per ogni T, 


. (P)— ®(P) T) 
(16) lim *</_—" (su( FD — F_,D)”]=0, 

Dom AEs P) 
una soluzione u della (5) risulta completamente determinata quando ad 
essa si prescriva di verificare, per ogni T, le condiziont: 


| u(P)suFD— F_,D=p9(P), 
17) | im u(P)— @®(P) 


(T) 
t§ = ( 
oP Py (84 aa ). 


P+o@ 

Ed invero, dico che una soluzione u dell’ equazione omogenea E(u] = 0 

che verifichi le (17), suppostovi p(P) = @(P) =0, riesce identicamente 
nulla in D. La funzione 


u(P) 
v(P)= Te) 
w(T', P) 
é soluzione dell’ equazione 
n n ; n “ 
v. ev vy b. 4 . = 6w\ ov tv, E(w) 9 
ao hE Oxy, Oxy — h w mm! “hk Oxy} O2y ot w : 
h, k= h=1 \ k=1 


alla quale, in forza della (15) e per essere sempre w> 0, si applica il 
teorema precedente. Ma v({P) é identicamente nulla su FD — F_,D ed é 
infinitesima all’ infinito su D”’, e quindi v(P)=0, e pertanto u(P)=0. 


§ 3. 
Applicazione al problema della propagazione del calore. 
Consideriamo ora il caso particolare dell’ equazione: 


Ou 0? u Oru OP u du 


+o~+...$53—s 6, 


at 6x} EA O22 ot 


(18) E(u] =4,u— 


la quale, per n=1,2,3, si riduce all’equazione della propagazione del 
calore, la temperatura dipendendo, rispettivamente, da una, da due, da 
tutte le coordinate del punto del mezzo a cui ci si riferisce. Corollario 
immediato del teor. VIII é il seguente: 

IX — Comunque si definisca nell iperpiano t= 0 di Sin41) una funzione 
continua U(x,,%,,...,%,), 8e esiste una costante reale « per la quale il 
prodotto 


/ T/ -a z2+a2+...+22 
19) O (2, Sas -- +» Ba) Vz?+23 
rtesce limitato nel detto iperpiano, nel dominio illimitato D in cut con- 


siste tl semispazio di Sin+1) luogo det punti per cut t>0, non pud esistere 
pit di una soluzione u(x,,%,-.--,Z,,+¢) della (18) che soddisfi alla con- 
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diztone iniziale 
(20) u(x,,2%q,..-,2%,,0) =U (2,, 2, ..., 2), 


e per la quale, per ogni quantita positiva T, al variare del punto (x,, x,,...,2%,,) 
nell iperpiano t= 0 e di t nell’ intervallo (0, 7), il prodotto 


rrr y 2 
tena T Sg t+ + Sy 





(21) 6 (7, Lg, 0005 Bes 


risultt limitato. 


E invero, per f costante, soluzione della (18) ogni funzione 





+. \ ef! 
w= X(z,, %,.--,2,)€ 
per la quale X sia soluzione dell’ equazione 
99 — 
(22) 4,X—BpX=0. 
Posto 9 = ¥x?+a22+...+ 23 e detta J,(g) la funzione di Bessel 
d’ ordine uw, é ben noto*) che é soluzione della (22) la funzione 
n 2) 
1 2k 
2 ' ; 7 (Bo)? 
-_ 3 i oT ——— " 
X,, (Bo) = (Be) Jn (Bot) = (NW — o))) Zo obnin+2bo2)N’ 
>71 Fear f i'N(n+2 2)! 


ove, designando N un numero naturale, con N!! intendiamo indicare il 
prodotto di tutti i numeri naturali non superiori a N, aventi la stessa 
parita di N. Fissato per 8 un qualunque valore positivo si ha: 

X, (0) =1, X,(Bo)>1, per o+0, 


lim X, (Bo) =o, 


o-@ 


X, (Be) = cosh (fo), 


X, (Be) ae per o > 0, 





Be 
h 
X, (Be) = Fe), per o>0, 
e, per n> 3, quando n é pari = 2r, 

7, _(2¥—2)11/ , (Be)? (Bo)*”-* 2 
X,, (Be) > (Bo) =? \cosh (8 @) —1i1— a ear) per o> 0, 
quando n é dispari = 2» +1, 

~, (2¥—1)/ (Be)* (Bo)**~* \ 
Xae4i(Be) > Cara \senh (Be) — Be 3: °° (29-81)? 


per o>0. 


*) Cfr. per esempio, la mia nota: Sulle funzioni metaarmoniche, Rendiconti della 
R. Accademia Nazionale dei Lincei (6) 5 (1° Sem. 1927), pp. 89—95. 
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Possiamo dunque dire che X, (fo), al tendere di 9 all’ infinito, é infini- 
tamente grande almeno dell’ ordine di e?. 

La frontiera del dominio D, che. stiamo attualmente considerando, 
manca della parte F_, e consiste nell’iperpiano t=0. La parte D” di 
D consiste nell’ iperstrato 0 << ¢< T. La soluzione 


w= X, (Be) e” 
della (18) verifica la (15) del teorema VIII, e pertanto tale teorema ci 
consente di dire che, risultando 


O(a, , Sq, «+5 Me) 
X,, (Bo) 





(23) lim =(, 


e-em 
nel semispazio D non pud esistere pid di una soluzione della (18) veri- 
ficante la condizione iniziale (20) e, per ogni 7’, I ulteriore 


; oe t 
(24) lim “‘* 2 ae -fsu DD”) =0. 
P+ X,(Bo)e 





Ma, in virti delle ipotesi del teorema, esistono due quantita H e 
K(T) per le quali riesce 





| O(x,, Xe, --+» Mm) He? , nell’iperpiano t=0, 
X, (Be) X, (Be) _ 
| ae 
SES is She = 02 Ses a K(T)e™* (su D™), 
Xn (Boe X, (Be) 


e quindi, essendo la X, (fo), per @—+ 00, infinitamente grande d’ ordine 
almeno eguale a quello di e’¢, se fissiamo per f un qualsiasi valore posi- 
tivo ‘maggiore della quantita «, possiamo dire che dal verificarsi delle 
ipotesi del teorema segue il verificarsi delle (23) e (24), per il detto 
valore di 8, donde I’ unicita della u. 

Col teorema IX é dimostrato assai pili di quanto occorra per poter 
dedurre il teorema d’ unicité per il problema della propagazione del calore 
con l’ulteriore unica condizione A, poiché se nei prodotti (19) e (21) 
facciamo « = 0 otteniamo per la U(z,, z,,...,2%,) VP ulteriore unica con- 
dizione — meno restrittiva della A — di conservarsi, per ogni 7’, limi- 
tata in D™, non venendo dunque escluso che |’ estremo superiori di | u 
in D'”’, supposto finito, possa comunque crescere al crescere di 7. 

Nelle ipotesi generali del teor. IX é facile poi verificare che la nota 
formola 

6 (%,, Bq, +++) Bay b) 


(25) +o +0 +0 -2 Sim" 
cf POC bere byle MEE db dey... dba, 


eo-f 





= : 
2" (xt)? -@ 
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fornisce la richiesta soluzione della (18). Per esempio, per n= 3, se 


| O(2,, Zg,..-,%,)| S Here, 


si trova 





+ @ 
—ag 4 2as)T s* 9 . (T) 
|we “’| S—H| e**'*e* a°ds, in D”’. 
)a 0 

Se, supposto a=0, é ovunque 1<U<L, dalla (25) si ricava 
l<u<L, donde la conferma della circostanza fisicamente intuitiva: Se 
la temperatura iniziale di un mezzo privo di frontiera, conduttore, isotropo 
€ omogeneo, é in ogni punto compresa fra le due costanti / e L, fra tali 
costanti sara sempre compresa al crescere indefinito del tempo. 


Torino, li 25 settembre 1928. 


(Eingegangen am 1. 10. 1928.) 
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Determination of affine and metrie spaces 
differential invariants. 


by their 


Von 
Tracy Yerkes Thomas in Princeton (N.J., U.S. A.). 


Introduction. 


In carrying out suggestions by F. Klein and E. Noether the problem 
of the determination of the fundamental metric tensor of a Riemann space 
by the specification of the components of the curvature tensor in normal 
coordinates was investigated by H. Vermeil) with a view toward application 
to the equivalence problem of Christoffel*). It was shown by Vermeil that 
the components of the curvature tensor determine the components of the 
fundamental metric tensor uniquely within the normal coordinate system, 
provided that a certain normalization process be carried out, and this 
theorem was extended to the case where the components of one of the 
higher covariant derivatives of the curvature tensor was given in the 
normal coordinates. 

In this communication theorems analogous to those of Vermeil are 
given both for the general affinely connected space and for the Riemann 
space on the basis of the normal tensors and the metric tensors respectively *) 
from which it is desired the theorems in terms of the curvature tensor 
and its covariant derivatives can be inferred. More precisely it is shown 
that any normal tensor of order p >q can be expressed as indicated by 
the following identities (3.5) as a sum of homogeneous polynomials in 

1) Math. Annalen 79 (1919), 8. 289—312. 

2) Crelles Journal 70 (1869), S. 46—70. See also R. Lipschitz (Crelle 70, 72) and 
later writers. 

’) The names affine normal tensors and metric normal tensors in place of normal 
tensors and metric tensors respectively as used in my paper: Math. Zeitschr. 25 (1926), 
8S. 714 would seen to be more appropriate, but inasmuch as the latter designations 
have also appeared in the literature and are more brief than the former we shall 
use this terminology. 





























714 T. Y. Thomas. 


the normal tensors of orders 1 to q inclusive, and the extensions of the 
normal tensor of order g up to and including the extension of order p. 
Moreover the relationship (3.5) is shown to be such that the normal 
tensor of order p which stands. in the left member of (3.5) will satisfy 
its complete set of identities as a consequence of the identities satisfied 
by the normal tensors of orders 1 to q inclusive. Similar remarks apply 
to the metric tensors for which the identities (3.8) give the relationship 
corresponding to (3.5). A further discussion of these identities is given in 
§ 4 in connection with the problem of space determination. 

In presenting the formal results of this paper I have done so largely 
on account of the possibility of their application to related investigations 
of which the equivalence problem is only a single instance. On the other 
hand I have wished to give to the readers of the Mathematische Annalen 
an illustration, at least, of the formal methods of tensor analysis which 
have been applied by a number of us at Princeton to the solution of a 
variety of problems. To this end § 1 has been devoted to a brief account 
of some of the underlying theorems and equations concerning the differential 
invariants of affine and metric spaces. This will likewise enable us in the 
following paragraphs to refer more conveniently to the results of previous 
articles‘). 


§ 1. 


Preliminary remarks. 


Within the affinely connected space of affine connection Ii, there 
is determined in an invariantive way a system of curves (the paths) given 
as solutions of the equations 


(1.1) d*2'+Ti,dz*dz* =—0. 


This is likewise true of the Riemann space provided that the functions 
Is in (1.1) are interpreted as the Christoffel symbols based on the funda- 
mental metric tensor g,, in which case the equations define the geodesic 


*) For the most part these theorems and equations are to be found in The 
Geometry of Paths by 0. Veblen and T. Y. Thomas, Trans. Am. Math. Soc. 25 (1923), 
pp. 551—608; there is also a supplementary note, Extensions of relative tensors, 
ibid. 26 (1924), pp. 373—377. The first part of the former of these papers is largely 
based on a series of notes by Eisenhart and Veblen in vol. 8 of the Proceedings of 
the National Academy of Sciences. Reference may also be had to the recent Cam- 
bridge tract by O. Veblen, Invariants of quadratic differential forms, Nr. 24. See also 
T. Y. Thomas and A. D. Michal, Differential invariants of affinely connected mani- 
folds, Annals of Math. 28 (1927), pp. 196—236; also, Differential invariants of relative 
quadratic differential forms, ibid. 28 (1927) pp. 631—688. The metric tensors appear 
by implication, at least, in the paper by E. Noether, Invarianten beliebiger Differential- 
ausdriicke, Géttinger Nachrichten 25 (1918). 
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lines of the space. In the equations (1.1) the differentials dz’ and d*x' 
are to be interpreted as though they were derivatives with respect to some 


; ae 
parameter s or in other words in the same way as the quantities a 


and _* respectively. A similar remark of course applies to differentials 
of higher order d"x‘. The differentials are therefore to be regarded as 
finite quantities which can be taken arbitrarily except in as far as they 
are conditioned by any relation that they must satisfy. Under trans- 
formations of the z‘ coordinates any differential d" 2‘ has a definite law 
of transformation which is determined in an obvious manner. 

If we differentiate the equations (1.1) repeatedly we obtain a sequence 
of sets of equations of which the set of equations 


(1.2) a” x' + Iip...dztdz’...dxz*=0 


is representative. The functions po which involve m subscripts can be 
expressed in a very simple way in terms of the Ii, and the functions 
Ii,...6 With their first derivatives where these latter functions involve 
m —1 subscripts. In fact we have 

rig... 


éz* 


1 
N 





R( 


\ 


” é k ; aa. 
rop...80 = — Vyyg..sTae—---— ri,...20%); 


where N denotes the number of subscripts «f...d¢ and the symbol R 
denotes the sum of the terms obtainable from the one in the parenthesis 
by permutating the subscripts cyclically. As so defined the functions 
I'sp.... are symmetric in the subscripts «f...¢ in conformity with the 
fact that these functions are the coefficients of a homogeneous differential 
form. 

By means of the functions re the system of normal coordinates 
y' which is determined by the x‘ coordinates and an arbitrary point q' 
of the space is defined by the equations 


‘ i i i yD as 
(1.3) z=<-q-+y — Dy Pes -..0p(9) 9-9? 
p=2 
Under an arbitrary analytic transformation of the x‘ coordinates the normal 
coordinates which are defined by the x* coordinates and the point gq‘ suffer 
a linear homogeneous transformation 


ta 


(1.4) y'=aly J 


where the constants a) are the derivatives at the point g‘ determined by 
the transformation of the z* coordinates, 7. e., 


(1.5) as = (se). 


oz 
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A very useful characterization of the normal coordinates y‘ is that 
given by the identity 


1.6) Cas(y)y*y? = 0, 


where the quantities Ci, have been used to denote the components of the 
affine connection in the normal coordinates. Another useful fact is that the 
components Cj, as well as the components of the generalized connections 
Ci¢...e m normal coordinates vanish at the origin of these coordinates 
so that we can write 


1.7 ‘oa 0 0 


ap ...é 
for all connections in normal coordinates. 
that the deri- 


: we 
vatives of any order r of the components of a tensor 7)} when 


ap...¢@ 


It follows as a direct consequence of (1.4) and (1.5 


evaluated at the origin of the system of normal coordinates form the 
components 7),;' i of a tensor in the z* coordinate system. The 
tensor so obtained is called the r extension of the original tensor > el 

It is obvious from its method of formation that the components of 


* Ps il ° . ° 
the extension 7) )'""c,u...0 are symmetric in the subscripts w...@. In 


particular the first extension 72%'"4,, is the same as the ordinary 
covariant derivative. To illustrate how the formulas for the extensions of 
a tensor are obtained let us take the simple case of a vector 7. Denoting 
the components of this vector by ¢; in normal coordinates we have 

’ ox* 
(1.8) t, = Tn aye 
If we differentiate the equations with respect to y/ and evaluate at the 
origin of normal coordinates we obtain 


oT, +a 
T,.37 a TT ii: 
This gives the first extension or covariant derivative 7... To determine 


tJ 


the formula for the second extension 7; ;, we differentiate the equations 
(1.8) with respect to y/ and y* and then evaluate at the origin of normal 
coordinates. Thus we obtain the formula 


a*T, aT, re OT. na OT. pra sa 
1, in = Galoa® — Ga0 tik — Gyi Vik — Gyals — TeTine- 


The extensions of the fundamental metric tensor g,, of a Riemann space 
are the metric tensors g f.u...0° -he general formula for the metric tensor 
which we shall need in our later work is represented by the following 
formula (3.6). In particular the complete formula for the second extension 
9.p,,3 calculated by the above method is 
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4 a" gap cae 1 +@ O9ap r 0 Jap +o 
Jaf, y3 ~~ Ox’ axd Gopt «yd — Jao* yd — Gre 4 v8 — Ger 4 28 
(1.9) 7 
Jae 4 C9o8 p09 CJaanma ; fo rt a st \ 
a =, gs — axé Pay — ax4 Vs,+ Jo, VayT gs T Dosl sy). 


The covariant derivative g,, , vanishes identically. 

On account of the linearity of the transformation (1.4) the components 
of affine connection in normal coordinates transform by the tensor law, 7. e. 
ya Oy* __ gi oy” dy’ 

“ik Gy?” MY oy) ay** 
Hence the process of extension can be applied to the components C;;,. 
In this way we obtain the normal tensors Aj,..... defined as 
r he 

i 0 Ci. 

Ajka... . dy* .oy® yi=0" 
To obtain the explicit formulas for the normal tensors in terms of the 
Ij, and their derivatives we set up the equations 

a Ox' a* x‘ 4¢ Ox” dx’ 

(1.10 Cis = * ; # :, 

oy oy’oy ~ Oy’ oy 
which express the relation between the I’j, and C}, components. Differen- 
tiating these equations with respect to y* and evaluating at the origin of 
normal coordinates gives 

i al - +¢ i 7h +i KM 

B33 Ajka ae — Tyr a | are = Pe y Ae 
Repeated differentiation of the equations (1.10) followed by evaluation at 
the origin of normal coordinates will give the formulas for the normal 
tensors of higher order. The following formula (3.1) represents the ex- 
pression for a normal tensor of any order in terms of the Ij, and their 
derivatives. 

By going through the same process by which the normal tensors are 
defined but using one of the sets of functions Ii,,... in place of the 
affine connection Tig we arrive at the tensors A/as....)y.... Which con- 
stitute a generalization of the normal tensors. From its method of for- 
mation it is obvious that the tensor A(.g....))...0 18 Symmetric in the indices 
of the set «f...e and also in the indices of the set y...o. 

The metric tensors satisfy identities 


(1.12) Jap, 7--<0 = Vpa.y.-0 = Gah.p-0) 2 Gafp,y---0) =9 


where «...” denotes any permutation of y...¢ and SY’ stands for the sum 
of all the terms which can be obtained from the one in parenthesis by 
cyclic permutation of the subscripts By...e. In case there is only one 


index in the set y...e¢ the identities (1.12) express the well-known fact 
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that the covariant derivative of the tensorg,, vanishes. There are corre- 
sponding identities satisfied by the normal tensors. Thus the identities 


(1.13) Ajra e* Abja...¢ ic rk D* (Ajea...c) =0 


are satisfied by the normal tensor Ajza.... Where as before u...» represents 
any permutation of the indices «...e and »* denotes the sum of the 
terms obtainable from the one in parenthesis which are not identical be- 
cause of the other two sets of identities. 

For particular future reference we shall note that if we differentiate 
the identities (1.12) repeatedly and evaluate at the origin of normal coor- 
dinates we obtain 


ee 
(1.14) By y-+ +8, tee ot, Ba, *, T, : Bi yee, Myr My 


eee! See ee 


’ s 


In the same way the identities 


i i i 
1 LF Ajka. Se he Atja EhMeoaca Aja. e,¢ 
(i. io . 


‘ t ? * t 
She ...8, 8)...8 Ajtu er a (Ajra ai Me ) 0 


«+Te 


‘y is 


are obtained from (1.13). In the sets of identities (1.14) and (1.15) 
the indices u,...4, have been used to denote any permutation of the 
indices t,...t, while the other designations remain as above explained. 

It has been shown that every identity satisfied by the metric tensor 
Yup, y...2 OF normal tensor Ajra...c can be deduced as a consequence of 
the identities (1.12) and (1.13) respectively, ¢. e., that the identities (1. 12) 
and (1.13) constitute all the functional conditions on these tensors®). This 
fact is of some importance inasmuch as it enables us to calculate the 
number of independent components of the metric and normal tensors which 
it is necessary to know in certain investigations. If we let N(n, p) stand 
for the number of independent components in the n-dimensional space of 
a metric or normal tensor of order p in the derivatives of the g,, or ee 
respectively, then we have 
n (n+p—1)! (p—1 
eel (er iy (Pp 2 2). 





Metric tensor: N(n, p) = 


7 —t 
Normal tensor: N(n, p) = 3 ee [(m +2) (p +1) +22] 
(p21). 


.¢ © Al,,.., of @ metric or normal tensor of 
order p depend upon p -+ 2 subscripts. 

Let us close this summary by a statement of the replacement theorem. 
Consider any differential invariant (scalar or tensor) of the affinely con- 


The components Sue »:- 


5) Math. Zeitschr. 25 (1926), S. 714—722. 
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nected space having the components 





(1.16) a ty; se; ore 5). 

ax? Oz’ ...02 
If we transform the components 7’ to a system of normal coordinates 
and then evaluate at the origin of this system, the I’s which appear as 
arguments in the above expression become zero and their derivatives go over 
into the corresponding normal tensors. Hence the above components become 


1.17) =... (0; Acpy; sede Aspy. é)- 


This proves the replacement theorem for affine differential invariants: any 
affine differential invariant (1.16) can be put into the form (1.17) by 
replacing the I’s by zero and their derivatives by the corresponding 
normal tensors A. Any differential invariant (1.16) of order p can there- 
fore be regarded as an invariant of the system 


k ¥ e 


t k Ae 
Aaso, u; y Ua Up Ne 


1.18) 


Zi k k u é 
Aage,...0p Uj . An ve,...t Ua +++ oe 


t.€. as obtainable from the equations of the system (1.18). For example 
by eliminating the quantities w in the case of an absolute scalar inva- 
riant; in fact if this were not the case there would exist an invariant 
(1.17) such that the elimination of the A’s in the equations of trans- 
formation from the components 7’ to the components 7’ would result in 
a relation between the A’s which would not be deducible from the com- 
plete set of identities (1.13). Similar remarks apply to the metric diffe- 
rential invariants °). 


*) The replacement theorem first appeared in a treatment of the projective 
theory of the affinely connected space, Math. Zeitschr. 25 (1926), S. 723—733; in 
this connection see also, The replacement theorem and related questions in the projective 
geometry of paths, Annals of Math. 28 (1927), pp. 549-561. The replacement theorem 
was later used by the author and A. D. Michal in two memoirs on scalar differential 
invariants, loc. cit. References to a related theorem called the ,Reduktionssatz“ by 
German writers are well known and need not be given here; attention was called 
to the lack of such a theorem for the affine differential invariants and for the diffe- 
rential invariants of a Weyl space by E. Noether, Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 32 
(1923), S. 177—184. Differential invariants of the latter type were considered by 
R. Weitzenbick, Wiener Berichte 129 (1928), 8. 683 and 697, but a complete solution 
of the problem was not obtained by him. However it is easily seen, e. g. by trans- 
forming a differential invariant in the sense of Weyl to a system of normal coordi- 
nates determined by the functions ry, of the Weyl space etc., that a replacement 
theorem for such invariants can be constructed by the above method. 
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§ 2. 
Certain fundamental identities. 


Let us first consider the affinely connected space. If we differentiate 
the equations (1.11) which express the normal tensor Ajca in terms of 
the components Ij, and their first derivatives, and then evaluate at the 
origin of a system of normal coordinates, we obtain 


i i i 
(2. 1 Ajka, p Ajras — Aijka B 


since the components of affine connection vanish at the origin of normal 
coordinates by (1.7). The generalized normal tensor Aj;.)g can be eli- 
minated from the equations (2.1) by interchanging the indices k and a 
in these equations and subtracting, which gives 


9 


‘ i i i i 
2) Ajrap Ajakg T Ajka, 2° Ajak,p: 


For convenience of reference let us now note that the identities satis- 
; 
fied by the tensors Ajyq and Ajay are 


‘ i i . i i i 
(2.3) Aja Akja ’ Ajka T Axaj Aajk U 
‘ i ‘ i i i i 
(2.4 Ajzap + Ajarg + Ajpea + Agajp + Akgja t+ Aagiz = 9 
or i i i 
2.5 Ajrap " Ak jas Ajtpa . 


These follow from the general identities (1.13 

With the above identities satisfied by these normal tensors before us 
we can now say that the equations (2.2) when combined with (2.4) in 
an obvious manner yield the equations 


(2.6 6 Ajpag == 4Ajeo,¢ + 3Ajzs.a t+ Ajap,k — Anje.s — Acsi.k 


j 
in the deduction of which use is made’ of (2.3) and (2.5 

We see that the symmetry identities (2.5) are not satisfied when the 
components Aj,.g in these equations are replaced by the right member 
of (2.6) provided that only the identities (2.3) and the identities de- 
rivable from (2.3) by covariant differentiation, 7. e., the identities (1.15) 
for the normal tensor Ajra are taken into account. Thus when we inter- 
change the indices j,k in (2.6) and subtract we obtain 


‘ i i i i i i 
la. é Aapk,j —_ Aak3,j t Aa ip,k Aa pi, k Tt Acki.£ _ Aajk,p 0. 


It is easy to see, for example, that (2.7) is not satisfied at the origin 
of a system of normal coordinates by a set of functions Aj,q in these 
coordinates which satisfy (2.3) alone. However if we express Ajras in 
terms of the covariant derivatives of Aj,. by means of a formula which 
can be derived from (2.6) by interchanging the indices j, k in (2.6), 
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adding to (2.6), and then interchanging the indices «, 8 in the equations 
so obtained and adding as before, the equations (2.5) will be satisfied 
identically as a consequence of the equations (2.3) and those derivable 
from them by covariant differentiation. We thus obtain 


(2.8) 8 Ajap 5 Aja, p + 5Ajes.a — Angie — Aage;- 


Also the formula (2.8) will satisfy (2.4) identically as a consequence of 
(2.3) and the equations obtained by covariant differentiation of (2.3). 
Perhaps the easiest way to see this is to imagine the left member of 
(2.4) replaced by the sum of the components Aj,as obtainable by taking 
all permutations of the subscripts jkaf which can be done as these 
equations are equivalent to (2.4) on account of (2.5). The substitution 
of (2.8) into the modified equations (2.4) will satisfy these equations in 
the required way inasmuch as each set of terms in (2.8) will lead to 
an expression which will vanish identically by (2.3) and the equations 
which follow from (2.3) by covariant differentiation. 

In view of the above property of the equations (2.8) we shall con- 
sider that the relationship between A},..¢ and the covariant derivative Aj,.q, 
is expressed by these equations rather than by (2.6). 

Let us now extend the result which we have just obtained. We 
differentiate the equations (1.11) repeatedly, say r times, and evaluate at 
the origin of normal coordinates. We then have 


‘ i i | 
Ajica, f,...Be = Ajkapy...fe —~ Aika) p,...fp + ® 
where the *% indicates an expression in the quantities 
oO i - A i 
Aja; Ajzap,3 erey Ajrap,...Br-s 


which is quadratic and homogeneous in the components of these tensors. 
As before we interchange the indices k and @ and subtract which gives 


Ajrap,..-Br Ajakp,...fe+ Ajta,p,..-B, a Ajak,p,.. Tee 
On combining these latter equations with the identities (1.13) we find 


‘ i ‘ \ | 
(2.9) Ajzaf,...fe = L (Ajee,s,...f¢) +® 


7 


in which Z stands for a sum of the components of the tensor appearing 
as its argument and which involves as free indices the indices tjkaf, ... 8, 
in the left member. The equations (2.9) can be made symmetric in the 
indices jk and «f,...8, by the process of forming all permutations of 
these sets of indices in (2.9) and adding the resulting equations, which 
was done for the particular equations (2.6). It will accordingly be con- 
sidered that the equations (2.9) satisfy these symmetry conditions. 
Mathematische Annalen. 101. 47 
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By using (2.9) as a recurrence formula we can express the normal 
tensor Ajzag, in the form 


F ‘ i “Ae ee 
(2.10) Ajeag,...p, = L(Ajre,s,...6,) + B(Ajna; ---; Ajea,p,...Br-) 


where B denotes a sum of homogeneous polynomials in the components 
of the normal tensors which appear as its arguments. The expression B 
just as the expression L involves the indices ijkaf,...8, as free indices. 

It remains for us to see that the substitution (2.10) will satisfy the 
last set of equations (1.13) which we will here write 


—y ’ 
2.11) > (Ajeas,...s-) =9 


r 


identically in the arguments which appear in the right member of (2.10) 
when account is taken only of the equations (2.3) and those equations 
derivable from (2.3) by extension, ¢.e. by differentiating the equations 
2.3) repeatedly and evaluating at the origin of normal coordinates. Let 
us assume that this will be the case for r<p in (2.10). Let us 
also suppose, as for the special case already treated, that the identities 
(2.11) consist of the sum of all the components Ajza,,...s, that can be 
formed by taking all permutations of the subscripts jkaf,...8, which is 
equivalent to these equations as originally defined on account of the first 
two sets of identities (1.13). Now replace the components in these modified 
equations (2.11) for r—p-+1 by their values as given by the right 
members of (2.9). Then it is obvious that the terms which arise from 
the expression ZL will vanish among themselves. Moreover it is just as 
obvious that the expression which arises from the *» terms will likewise 
vanish, for if we take any one of them such as the representative term 


(2. 12) y : w Ajkap,...f, 


the sum of all terms obtainable from this term by taking all permutations 
of the free subscripts u...wjkaf,...8, which is the result of the substi- 
tution into (2.11) will vanish in the required manner. That such is the 
case follows from our assumption since r < p for the term (2.12). The 
induction argument is now complete when account is taken of the special 
case of equations (2.8). 

Without regard to the representative term (2.12) we can imme- 
diately assume that the expression which arises from the x terms in the 
above argument must vanish in consequence of the identities (1.13) 
satisfied by the components Ajz.,,..2, (rT <p) which appear in the * terms, 
for otherwise the identities (1.13) would not be complete. Hence the 
substitution (2.10) satisfies (2.11) in the required manner as was to be 
proved. 
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We have shown that the equations (2.10) which express any normal 
tensor of order r-+-1 for r=>1 in terms of the components of the normal 
tensor Ajte and its extensions are such that when the components Ge. 
in the identities (1.13) are replaced by the corresponding right members 
of (2.10) the tdentities (1.13) will be satisfied as a consequence of (2.3) 
and the identities derivable from (2.3) by extension, i.e. identities of 
the type (1.15) for s<r. 

Equations analogous to (2.10) can be derived for the Riemann case. 
For this purpose we consider the set of equations (1.9) which expresses 
the extension g,, ,, in terms of the components g,, and their first and 
second derivatives. Differentiating the equations (1.9) repeatedly and 
evaluating at the origin of normal coordinates we obtain 


‘ < o a 
(2.13) Jaf, 7d, ¢, oy JaB,yde,.. tr ~ Jap Ajay s)e,..e, Jaa Aigyd)e, r® 


tp 
where as before the * denotes terms of lower order than those which 
have been written down explicitly. We must eliminate the components 
of the generalized normal tensor which occurs in these equations. Inter- 
change of the indices 8 and y followed by subtraction of the resulting 
equations from (2.13) gives 

Jaf, ySe,...e¢ — Jay, BSe,...e¢ 


a a 


GJaf,y 8, ¢,...0¢ — Jay,f,e,...0¢ + Yop Ajay s)e,...e¢ — Joy Alaps)e,...e¢ + ®: 
The tensor in question is then eliminated by interchanging the indices « 
and 6 in the latter equations and subtracting by which we obtain 
(2.14) Jaf, 7 8e,...0¢ — Gay, Pde,...0¢ 1 GYdy,fae,...t¢ — Gbp,y8e,... 

Jaf, y3,e,...e7 — Jay, BS, e,...e¢ 1 Jdy,fa,e,...e¢ — J5f,74,e,...2¢ T ®: 

Let us now hold the indices «fy fixed in the equations (2.14), per- 
mute the indices de,...¢, cyclically and add the resulting equations. It 
will be convenient to use the symbol P to denote the operation of per- 
muting the indices de 


,-+-é, cyclically while the remaining indices «fy 


are fixed. We have 
al Ve ee — Jay, Bde;...e,) (r+ 1) \JaB,yde,...e¢ — Jay, P5e,. re 
and the two sets of equations: 
P(98y,pa0,...07) gle JB y,ad¢,..087 Jay, fde;...€7 
| gf er = — Oy 2 ade,...0¢ Jap, yde,...e¢ 
where use is made of course of the identities (1.12). Hence the operation 
P on the equations (2.14) gives 
(2. 15) (r + 2) (Jap,y8e,...e7 ua Jay, pde,...er) 


a | er ee "| eee Ee Jdy,fa,e;...er ss *) 
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in which the result of this operation is only indicated in the right member 
of these equations. We next define an operation P’ analogous to P but 
different from P in that P’ operates on the indices yde,...e, and in fact 
effects the sum of all permutations of the indices. With reference to the 
identities (1.12) we then find that 
P’ (Gap.yse,...e-) =(¢ + 2)! gap,pde,...cy 
P’ (Gaypse,...ec) = —(¢ + 1)! gapyder...e 
and also that 
P’ P(gap,y3,0,. tr — Gay. fd,e,...e7 — Jdp.ya,e,...¥r 1 Jdy,Ba,e;..-er) 
P’ P(8gep.7a,0,...0¢ — Gahyas,...te + Grh.e8.e,-..t¢ 
3P’ P( gap.y,e,..-e-) = 6( + 1)! 8 (gap.ys,e,...0”) 


greet 


where S denotes the sum of all the terms that can be obtained from the 
one in the parenthesis by allowing each pair of indices yde,...¢, to have 
the position yd in the term in the parenthesis. Hence we have 


)+- PP’ (x). 


Now the last set of terms, #.e., the # terms in these equations involve 


9\ 1 a\; ' 7 Ie, 
rs 2) a, 3 ,% 1)! gap, yde, fr O(r 1 iS JaZp,yd,e,.. er 


extensions of g, , of order r at most in the derivatives of the components g, ,. 
Hence these’ equations can be used as recurrence equations to express 
the ® quantities in terms of extensions of g,,,, up to those of order 
r — 2 inclusive. We can therefore write 
PP’ (%) = (4 +1)! Q (gap; --+3 Gapya.e,..-er-2) 

in which the Q expressions are symmetric in the free indices «f and 
y Oe,...e, which occur in them. It is easily seen that Q is a homogeneous 
polynomial in the components g,, ,, and their extensions with coefficients 
which depend on the g,, components. Hence 


2.16 (r T 2)(r 1 3) Jap.yse, 


68 (gap,yd,«,. ) 4 Q (gap; a Ye Pee 
The substitution (2.16) into the identities (1.12) satisfies these 
identities when account ts taken only of the identities 
(2.17) Jap,ys ~ Ipa,ys = Jap, dy? Jap,ys © Gay, 3p + 9a3,py =" 
and those derivable from these latter identities by extension, 1. e., identities 
of the type (1.14) for s<r. That the first two sets of identities (1.12) 
are satisfied by the right members of (2.16) is immediate since the right 
members of (2.16) have been made symmetric in the indices af and 
y O«,...e, by construction. The proof that the last set of identities (1.12) 
is also satisfied can be made in a way analogous to that for the affine 
case and so need not be given in detail. As the proof is by induction 
the result in question must be demonstrated directly for the case r =1 
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in the equations (2.16). For this case we observe that the % terms in (2.13) 
all vanish so that the Q expressions in (2.16) do not occur. Hence we have 


(2.18) 2 Gap, yds _ Jap, ys, e T Jap, be,7 1 Jap,ey,3 


and it is easily seen that these equations satisfy the identities (1.12) in 
the required manner. 


> o 
S o. 


Generalization of the preceding identities. 


From the method of obtaining the formula for any normal tensor 
Ajxa...c in terms of the Ij; and their derivatives it is clear that we have 


. i j +t 
(3.1) Ajka ’ a ' Dyke e + * 


where the ® terms represent derivatives of Ij, of order lower than m. 
Differentiation of these equations and evaluation at the origin of normal 
coordinates gives 


9 ¢ v 
(3.2) Hide...x0 


i i 
6, Baba...00 ofl Aja t)a a + *® 


where the % terms now stand for an expression in the components of 
normal tensors of the following set: 


‘ t t t 
3.3) Aja} Ajrag; ees Ajra a 


By operating on the equations (3.2) in exactly the same way as we have 
operated on (2.1) whereby use is made of the identities (1.13) we canobtain 


(é i } ' 
(3.4) Ajra -£0,...0% L (Ajra BiBqoecGp) * 


where as before J, denotes a sum of the components of the tensor appearing 
as its argument. It is to be supposed that the right member of (3.4) 
has been made symmetric in the free indices jk and «...¢0,...6, which 
occur in these equations. Using (3.4) as recurrence equations we have 


(3.5) ye L (Ajea. £,0,...0,) +B 


in which the arguments involved in the expressions B are indicated by 
the equations 


a. - » as ‘ -. 
B= B (Aja; see Ajke...e; Ajta.. 9 °° *9 Ajga. Ce ey 


It is evident by its method of construction that B is composed of a sum 
of homogeneous polynomials of its arguments. 

I} the right members of (3.5) are substituted into the identities (1.13) 
in place of the normal tensors which occur in (1.13) these identities will 
be satisfied when account is taken only of the identities satisfied by the 
normal tensors of the set: 


= . é 
Ajra; eres Ajta oof 
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and those which can be obtained from the identities (1.13) satisfied by 
the normal tensor Aj,..... by extension, ¢. e. the identities (1.15) for s <r cast 





This will obviously be true for (3.5) if it is true for (3.4). To show 


: 
that the above statement is true for (3.4) we assume it to be true for 
r<p in(3.4). When the substitution (3.4) into the identities (1.13) is | 
made the terms arising from L will evidently vanish among themselves . 
eC . . . . -" ») 
under the specified conditions while the remaining terms which involve pe. 
. ° ° . . 
only normal tensors satisfying the identities (1.13) must likewise vanish | ide 
fo: otherwise we would have an identity satisfied by normal tensors in- the 
dependent of the identities (1.13) which is impossible as the identities me 
1.13) are complete. The induction argument is completed by observing 
directly that the result to be proved is true for the case r—1, for then col 
the x terms do not occur in (3.4 | Aj 
The generalization of the identities (2.12) can be made in an ana- pe 
te Ta ; . 
logous manner. We first write down the equations of 
mt : 
- 0" Jap - 1 » (J 
v.U0 Jap.y é ax’. One J xf es Jar Tg, é *® | 
ov inages | | ; « 
where the * denotes derivatives of g_, of lower order than m, differentiate 
aa Soe a 
repeatedly and evaluate at the origin of normal coordinates. This gives 
P Uw 
‘ a J t 
3.7 Ja f.y ...8,0,...C¢ Jap, in t 9.6 4 ar... ( 
Jar Aj, -&)0, OG, | ss : 
/ | u 
where the # now denotes the sum of a set of homogeneous polynomials 
in the components of the set: 
| a 
Japs Jap,yds +--+ Jaf,y > Jaf,y...e0,3 -++3 Gap,y...€0,...d7_5° 
The equations (3.7) are now to be treated in the same way as we have P 


treated (2.3). We then obtain an identity of the following general form 


3.8 Jap,y...00,...07 L Jap,y...2,0,...0¢) 1 qd ‘ 
where 

GD = Gass --+3 Gabiy...23 Gahiy...n63 °°2) Gabiy..caes-:erne)* 
In (3.8) the expressions Z and Q denote a simple sum and the sum of 
a number of homogeneous polynomials of their arguments respectively. 
A closer specification of the form of the right member of (3.8) is not 
necessary for our purpose. 

The substitution (3.8) into the identities (1.12) will satisfy these 
identities when account is taken only of the identities satisfied by the 
tensors of the set: 

Japs Jap,yds +++) Jaf,y...2 
and those identities which are derivable from the identities (1.8) satisfied 
by the components g.,,,... by extension, 1. e. the identities (1.14) fors <r. 
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The proof of this statement is analogous to that given for the affine 
case in the first part of this paragraph. 


a 


§ 4. 
Space determination by tensor invariants. 


The following theorem expresses the sense in which the identities 
(2.10) and (2.16) are to be regarded. It follows directly from these 
identities by putting the extensions of Ajta and gag,,5 Which appear in 
them equal to the derivatives of the affine connection and fundamental 
metric tensor respectively at the origin of a system of normal coordinates- 

Theorem A. Given a set of variables y‘ to be considered as the 
coordinates of a system of normal coordinates and a set of functions 
Ajza(y) of these variables which are analytic in the neighborhood of the 
point y‘=0. Then there is uniquely determined by (2.10) a sequence 
of sets of constants 


(I (Ajeag,)o; (Ajap,p.)o; a 
associated with the point y*=0. Similarly the set of constants (9,2), 


and the set of functions g,,,,(y) analytic in the neighborhood of y'=0 
uniquely determine by (2.16) the sequence of sets of constants 

(Ii \JaZ,yde, los \Jaf,yde,e.)o> sat Se 

which are associated with the origin of the y* coordinates. 

The extension of this theorem can be made immediately by taking 
account of the identities (3.5) and (3.8). 

Theorem B. (1) The sets of constants (Ajpa)o; ---; (Ajke...n)p associated 
with the origin of a system of normal coordinates y* and the set of 
functions Ajya...ne(y) analytic in the neighborhood of the point y‘=0 
uniquely determine by (3.5) the sequence of sets of constants 
(1) ins. om bal ie los ++. 
associated with the point y= 0. (2) The sets of constants (9, 4); (Gap, ysoi -**3 
(Gap,yd...»)o and the set of functions gazys...ne(y) analytic in the neigh- 
berhood of the point y*=0 uniquely determine by (3.8) the sequence of 
sets of constants 
{ Il) (9ab,y8...¢0,)93 (Setind...c0im Jos ses 
associated with the point y*=0. 

The discussion of § 3 shows that if the given quantities in the state- 
ment of Theorem B satisfy the complete sets of identities of the corre- 


sponding tensor invariants, the derived quantities I and II will do so 
likewise. 
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In order to state the general theorem with respect to any system 
of coordinates x‘ let us consider the sequence of sets of constants: 


Fates Tanti. 
which are to be thought of as associated with the point z'=—g‘. The 
constants I°(q) will be assumed to be symmetric in their lower indices 


(o,...¢,) but otherwise are to be considered as arbitrary. Since the con- 
stants I"(q) determine the series 





4.1) Z' « py Ii, ...0,(q) (2% — q®)...(2 — g”) 
= 

they can conveniently be supposed to be determined by this series. When 
we observe that the r™ extension of any tensor is given by an expression 
involving partial derivatives of the components of the tensor up to and 
including those of order r and the quantities a where s takes on the 
values 2,...,7-+1 we are enabled to generalize Theorem B tc arbitrary 
coordinates in the following manner: 

Theorem C. If the quantities in the statement of Theorem B are 
given at the point x‘=q‘ and in the neighborhood of this point as 
functions of the variables x‘ and if in addition the series (4.1) are 
given, then the sets of constants (1) and (Il) as the case may be are 
uniquely determined where now these constants are to the thought of as 
associated with the point x‘ = q'‘. 

The given quantities in the statement of the above theorems together 
with the derived constants of the sequences (I) and (II) determine the series 


(4.2) Cir = (Ajea)p ¥* + M (Ajeas, oy? y" +... 

and 

(4.3) ha= \9aplo 51 (Gup,yslo¥7¥ + a1 (Gap.rsn) 97 ¥?Y” Fives 

In particular if these given quantities are derived as normal and metric 
tensors from an affine connection Ij, or fundamental metric tensor g 2 38 
the case may be, then the series (4.1), (4.2) and (4.3) converge. The 
series (4.1) determine the transformation to normal coordinates y‘ which 
is given precisely by (1.3) while (4.2) and (4.3) give the components 
of affine connection Cj, and fundamental metric tensors h,, in these 
normal coordinates. Hence if the given quantities are derivable in such 
a way there is one and only one affine connection or fundamental metric 
tensor according to the case in question from which they can be derived. 


(Eingegangen am 1. 11. 1928.) 
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or 


Fiir die im folgenden durchgefiihrte Ausdehnung der Idealtheorie von 
Ringen mit Teilerkettensatz auf beliebige (kommutative) Ringe ohne End- 
lichkeitsbedingung sind zwei Gesichtspunkte wesentlich: Einerseits werden 
die fiir die allgemeine Idealtheorie charakteristischen Begriffe so eingefiihrt, 
daB (wie selbstverstandlich nétig) in ihre Definition auch implizit keinerlei 
Endlichkeitsvoraussetzung eingeht, und daB vor allem ihre Invarianz un- 
mittelbar aus der Definition ersichtlich ist. Andererseits wird durch eine 
triviale Abanderung des Wortlautes der gewéhnlichen Primidealdefinition 
ein ,, Lemma“ gewonnen, das in Verbindung mit dem Wohlordnungssatz 
bei den nétigen Existenzbeweisen die Rolle des Teilerkettensatzes iiber- 
nimmt. 

Was den ersten Punkt angeht, so konnte die grundlegende Noether- 
sche Arbeit N.I nicht unbedingt als Vorbild dienen, denn in N.I werden 
die invarianten Begriffe wie isolierte Komponentenideale, zugehérige Prim- 
ideale mit Hilfe der nichtinvarianten und bei Ringen ohne Teilerkettensatz 
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im allgemeinen iiberhaupt nicht vorhandenen Durchschnittsdarstellung durch 
endlich viel Primairkomponenten gewonnen. Hier war es wichtig, da8 fiir 
die isolierten Komponentenideale eine invariante, von jeder Endlichkeits- 
voraussetzung freie Definition bereits in der Literatur (bei v.d. W.) vorlag, 
und da8 auch fiir die zugehérigen Primideale eine entsprechende Definition 
gefunden werden konnte. 

Die allgemeinen isolierten Komponentenideale und zugehérigen Prim- 
ideale werden in § 1 und § 4 untersucht. Es zeigt sich, daB ein groBer 
Teil der von den Ringen mit Teilerkettensatz her bekannten Satze er- 
halten bleibt. (Durchschnittsdarstellung durch , Hauptkomponenten“ (in § 1); 
Zusammenhang zwischen zugehérigen Primidealen und isolierten Kompo- 
nentenidealen (in § 4)). Nur fiir den Satz, daB jedes isolierte Kompo- 
nentenideal durch seine zugehérigen Primideale eindeutig bestimmt ist, 
braucht man eine besondere Annahme iiber den Bau des zugrunde ge- 
legten Ringes, die aber keine Endlichkeitsvoraussetzung, und vielleicht 
liberhaupt in allen Ringen erfiillt ist 

Besonders wichtig sind die Ergebnisse von § 2. Die Theorie der Ringe 
mit Teilerkettensatz, insbesondere der Polynomringe zeigt die groBe Rolle, 
die die ,héchsten Primideale von a“, d. h. diejenigen Primidealteiler von a, 
zu denen es unter den Primidealteilern von a kein echtes Vielfaches gibt, 
sowie die zu den héchsten Primidealen von a gehérigen ,,isolierten Primir- 
komponenten“ spielen. In § 2 wird nun gezeigt, daB in jedem Ringe jeder 
Primidealteiler von a Teiler mindestens eines héchsten Primideals ist, und 
daB8 jedem héchsten Primideal unter allen Umstinden stets eine isolierte 
Primarkomponente von a entspricht. Beim Beweis ist ein wesentlicher 
Kunstgriff der OUbergang vom gegebenen Ideal a zu dem_,,halbprimen“ 
Ideal r, das aus allen und nur den Elementen besteht, von denen eine 
Potenz in a liegt. 

Aus dem gewonnenen Ergebnis folgt als Spezialfall die bemerkens- 
werte Tatsache, daS ein Ideal q dann und nur dann primar ist, d. h. eine 
Potenz jedes nichtprimen Elementes enthalt, wenn die Gesamtheit aller 
zu q nichtprimen Elemente ein einziges Primideal bildet, das gleichzeitig 
héchstes Primideal von aq ist. 

Die Resultate von §2 bilden auch die Grundlage fiir die Betrach- 
tungen von § 3. Dort werden insbesondere diejenigen Ringe mit Einheits- 
element, in denen iiberhaupt kein Primideal einen vom LEinheitsideal ver- 
schiedenen echten Teiler besitzt, im Rahmen der allgemeinen Theorie naher 
untersucht. AuBerdem wird der folgende Satz gewonnen: In einem Ring 
mit Einheitselement la8t sich jedes Ideal a, dessen héchste Primideale 
keinen vom Einheitsideal verschiedenen echten Teiler besitzen, als Durch- 
schnitt von Primiridealen darstellen. Die an und fiir sich im allgemeinsten 
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Fall nicht immer eindeutige Darstellung kann dadurch eindeutig gemacht 
werden, daS man als Komponenten der Darstellung die Gesamtheit der 
isolierten Primirkomponenten von a wahlt. Die Ergebnisse von § 3 sind 
vor allem wichtig durch ihren Zusammenhang mit der algebraischen Zahlen- 
theorie. Denn in einem die 1 enthaltenden Ring aus algebraischen Zahlen 
besitzt auBer dem Nullideal kein Primideal einen vom Einheitsideal ver- 
schiedenen echten Teiler*) 

Es sollen jetzt noch einige Bemerkungen iiber den zweiten im Ein- 
leitungssatze hervorgehobenen Punkt, iiber das fiir die Existenzheweise 
notwendige ,Lemma“ gemacht werden. Untersucht man vor allem die 
Restklassenringe der Ideale, so wahlt man fiir die Primidealdefinition am 
zweckmaBigsten im Anschlu8 an N.II die folgende Fassung: Ein Ideal p 
heiBt Primideal, wenn im Restklassenring nach p keine Nullteiler auftreten. 
Fiir Existenzbeweise dagegen ist diese Formulierung unbrauchbar, denn um 
vom Restklassenring nach p reden zu kénnen, mu8 man zuvorderst das 
Ideal p selbst kennen. Man kann aber auch in leichter Abinderung der 
urspriinglichen Primidealdefinition von N.I*) das Primideal p dadurch 
charakterisicren, daB das System aller durch p unteilbaren Elemente mul- 
tiplikativ abgeschlossen ist, d. h. gleichzeitig mit zwei Elementen stets auch 
deren Produkt enthalt. Hier liegt nun der Gedanke nahe, das Vorhanden- 
sein eines Primideals dadurch nachzuweisen, daB man im Ringe (im all- 
gemeinen Fall mit Hilfe des Wohlordnungssatzes) ein geeignetes multipli- 
kativ abgeschlossenes Teilsystem konstruiert, und dieser Gedanke fiihrt in 
der Tat in § 1 sofort zu dem ,,.Lemma‘“ und von da in iiberraschend ein- 
facher Weise zu den ndtigen Existenzbeweisen. 


> 


§ 1. 


Fundamentallemma, Hauptkomponenten und isolierte 
Komponentenideale. 


Wir verwenden die in der Idealtheorie iiblichen Bezeichnungen und 
Abkiirzungen, an Stelle von ,,kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches“ ge- 
brauchen wir das kiirzere Wort ,,Durchschnitt“; fiir den Durchschnitt von 
a und 6 schreiben wir a~b. Unter o verstehen wir stets das Einheits- 


*) Zum Beweis vgl. K. III § 1, Satz 3 und Anm.*). Vgl. auch Satz 5, wo die 
im Text erwahnte Durchschnittsdarstellung durch Primirkomponenten fiir die Ideale 
eines Ringes aus ganzen algebraischen Zahlen angegeben ist. 

®) ,p hei8t Primideal, wenn a-b nur dann in p, falls a oder b in p.“ — Damit 
die im Text gewahlte Fassung der Primidealdefinition auch fiir das Einheitsideal gilt, 
mu8 man auch das iiberhaupt kein Ringelement enthaltende ,leere“ System unter 
die multiplikativ abgeschlossenen Systeme rechnen (vgl. die entsprechende Fest- 
setzung von § 1 
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ideal, unter a ein von o verschiedenes Ideal, gleichgiiltig ob der vorgelegte 
Ring ein Einheitselement (der Multiplikation) enthalt oder nicht. S be- 
deutet ein System von Ringelementen, das multiplikativ abgeschlossen (in 
Zufunft kurz .m. a.“) ist, d. h. gleichzeitig mit zwei Elementen immer 
auch deren Produkt enthalt. 

Lemma. Es set S ein m. a. System aus dem beliebigen Ring Ri, das 
kein Element aus dem Ideal a entndlt. Dann gibt es stets einen Prim- 
idealteiler p von a, der zu S elementefremd ist und die Eigenschaft hat, 
dap in jedem echten Teiler von » mindestens ein Element aus S vorkommt. 

Mit Hilfe des Wohlordnungssatzes zeigt man nach iiblichem Schema 
daB mindestens ein Teiler p von a existiert derart, daB zwar nicht in p, 
wohl aber in jedem echten Teiler von p mindestens ein Element von S 
auftritt. (Auf Einzelheiten gehen wir hier nicht ein, da ein ahnlicher, aber 
etwas schwierigerer Beweis in § 2 breit ausgefiihrt ist.) Wir nehmen nun 
an, es sei p kein Primideal; dann mu es zwei echte Teiler t, und t, 
von p geben, die wegen der Auswahl von p jeweils mindestens ein Ele- 
ment s, bzw. s, aus § enthalten, und deren Produkt durch p teilbar ist. 
Daraus folgt aber s,-s, = 0(p), und das ist bereits ein Widerspruch, denn 
wegen der multiplikativen Abgeschlossenheit von S muB8 s,-s, in S vor- 
kommen, wahrend p ausdriicklich so gewahlit war, daB in ihm kein Element 
aus S auftritt. — Damit ist die Primidealeigenschaft von p bewiesen 

Ist a Ideal im Ringe R, so soll ein Element a aus R zu a ,nicht- 
prim“ heiBen, wenn ein durch a unteilbares Element 6} existiert, derart, 
da8 a-b in a auftritt; alle andern Elemente werden zu a ,prim“ genannt 
Ein Ideal 6 heiBt zu a prim oder nichtprim, je nachdem ob 6 ein zu a 
primes Element enthalt oder nicht*). 

Unter einem ,nitedersten Primideal“*) von a verstehen wir ein zu a 
nichtprimes Primideal p, das die Eigenschaft hat, daB jeder echte Teiler 
von p zu a prim ist. Von zwei verschiedenen niedersten Primidealen ist 
sicher keines durch das andere teilbar, dagegen ist jedes niederste Prim- 





%) Unsere Definition der primen und nichtprimen Ideale deckt sich nur bei 
Ringen mit Teilerkettensatz mit der von N. I. (6b mm a prim, wenn aus 6-c=0(a) 
folgt ¢ = 0(a)). In allgemeinen Ringen ist die Definition des Textes unbedingt zweck- 
maBiger, vor allem pat sie allein in den Gedankenkreis von N. II (vgl. die Definition 
des zum Primirideal q gehérigen Primideals durch die Gesamtheit der zu q nicht- 
primen Elemente in N. II § 5). 

*) Die niedersten Primideale bzw. Hauptkomponenten sind bei Ringen, die der 
Endlichkeitsbedingung von K.II geniigen, insbesondere also bei Ringen mit Teiler- 
kettensatz, identisch mit den in K. II auch fiir nichtkommutative Bereiche eingefiihrten 
(rechten) Hauptprimidealen bzw. Hauptkomponenten. Uber die Bedeutung der Durch- 
schnittsdarstellung von a durch Hauptkomponenten bei Ringen mit Endlichkeits- 
bedingung vgl. K. II, § 5. 
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ideal Teiler von a, weil gleichzeitig mit m stets auch der gréBte gemein- 
schaftliche Teiler von a und m zu a nichtprim ist. Da das System aller 
zu a primen Elemente m. a. ist, ergibt sich aus dem Lemma: 

Satz 1. Jedes zu a nichtprime Element oder Ideal ist durch minde- 
stens ein niederstes Primideal von a teilbar. 

Satz 1 lehrt, daB sich die simtlichen zu a nichtprimen Elemente auf 
die niedersten Primideale von a_,,verteilen‘. 

Es sei jetzt p irgendein niederstes Primideal von a, S, sei das System 
aller durch p unteilbaren Ringelemente. Dann verstehen wir unter der 
durch p bestimmten ,Hawptkomponente as = a(p)**) von a das Ideal, 
das alle und nur die Elemente enthalt, deren Produkt mit einem geeignet 
gewahiten Element aus S, in a auftritt. 

(Um auch den Fall p= o unter unsere Definition zu subsumieren, 
setzen wir fest, daB fiir po unter 8, das tiberhaupt kein Element ent- 
haltende ,,leere* System, unter as das Ideal a selbst verstanden werden 
soll. In Zukunft machen wir, wo es bequem ist, von dieser Festsetzung 
stillschweigend Gebrauch. ) 

Die Hauptkomponente a(p) ist Teiler von a, aber (auch fiir p + 0 
sicher von o verschieden; denn andernfalls enthielte (fiir p + 0) a das Pro- 
dukt eines Elementes aus S, mit einem Element aus S,, d. h. ein Element 
aus S,, und das ist ausgeschlossen, da ja die Elemente von a samtlich 
durch p teilbar, die Elemente von S, dagegen saimtlich durch p unteilbar 
sind. Aus der multiplikativen Abgeschlossenheit von S, folgt weiter: 

Die Elemente von S, sind sdmtlich zu a(p) prim. 


In der Tat ist s ein Element aus S, und r-s =0(a(p)), so existiert 
in S, ein zweites Element t, fiir das (r-s)-t = r-(s-t)=0 (a) wird, und 
daraus folgt nach Definition von a(p) sofort r=0O(a(p)), weil gleich- 
zeitig mit s und ¢ auch s-t¢ zu S, gehért. Das gewonnene Ergebnis lehrt 
insbesondere, daB a(p) sicher echter Teiler von a ist, falls a mindestens 
zwei niederste Primideale besitzt. (Gibt es zu a nur ein einziges niederstes 
Primideal, so ist offenbar stets a(p)—a.) AuBerdem ergibt sich, dab 
jedes niederste Primideal von a(p) Vielfaches von p ist. Ich vermute 
dariiber hinaus, daB p selbst (einziges) niederstes Primideal von a(p) ist, 
ohne aber diese fiir Ringe mit Teilerkettensatz richtige Tatsache allgemein 
beweisen zu kénnen. 

Satz 2. Die Hauptkomponente a(p) ist teilbar durch alle die Teiler 
von a, deren niederste Primideale sdmtlich Vielfache von yp sind. a ist 
Durchschnitt seiner sdmtlichen Hauwptkomponenten*). 


Beweis nur notwendig fiir den Fall, da o nicht (einziges) niederstes 
Primideal von a ist. Man beachte dann: a) Es sei dD ein Teiler von a, 
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dessen samtliche niedersten Primideale durch p teilbar sind, r sei ein be- 
liebiges Element aus a(p). Dann existiert ein durch p unteilbares und 
daher zu } primes Element s derart, daB r-s=0(a) und damit auch 
r-s =0(bd), es muB also das beliebige Element r aus a(p) ind vorkommen. 
b) Es sei a durch die simtlichen Hauptkomponenten von a teilbar, D sei 
der Idealquotient a:(a), also die Gesamtheit der Elemente, die nach Mul- 
tiplikation mit a Elemente von a liefern. Dann enthalt ) zu jedem nieder- 
sten Primideal p von a ein durch p unteilbares Element, d.h. d ist durch 
kein niederstes Primideal von a teilbar, und mu8 daher nach Satz 1 min- 
destens ein zu a primes Element enthalten. Daraus folgt aber wegen 
b= a:(a), daB das beliebige Element a aus dem Durchschnitt der Haupt- 
komponenten zu a gehéren muB. 

Die Hauptkomponenten sind wichtige Beispiele fiir die isolierten Kom- 
ponentenideale (in Zukunft kurz ,i.K.-I1.“) von a, die wir im Anschlu8 
an v.d.W. § 2 allgemein so einfiihren: 

Unter dem durch S erzeugten i. K.-I. ag soll die Gesamtheit aller der 
Elemente verstanden werden, deren Produkt mit einem geeignet gewdhlten 
Element aus S durch a teilbar ist. Auferdem soll stets a als t. K.-I. von 
sich selbst angesehen werden’). 

Das i.K.-I. ag ist ersichtlich dann und nur dann gleich 0, wenn S 
ein Element aus a enthalt. In Zukunft bedeutet ,i. K.-1.“ schlechtweg bei 
uns stets ein von o verschiedenes i.K.-I. — Ist 6=ag i.K.-Il. von a, 
c= by iK.-I. von 6, und bedeutet S” das kleinste m.a. System, das 
gleichzeitig S und S’ als Untersysteme enthilt, so ist ¢ = ag~ auch i. K.-I. 
von a; insbesondere wird (ag)s‘ = ag, falls S’ Obersystem von S. 

Ein i. K.-I. ag kann im allgemeinen durch verschiedene m. a. Systeme 
erzeugt werden; beachtet man aber, daft jedes Element aus S zu ag prim 
ist — eine Tatsache, die im allgemeinen Fall genau so bewiesen wird, wie 
im Spezialfall der Hauptkomponenten as, —, da8 also das System S* der 
zu as primen Elemente ein Obersystem von S darstellt, so erkennt man 
sofort: 


Das System S* der zu ag primen Elemente ist das grote m. a. System, 
das das i. K.-I. as von a erzeugt. 

Da das System S* durch die niedersten Primideale von ag eindeutig 
bestimmt ist, ergibt sich aus dem gewonnenen Ergebnis der Beweis des 
zweiten Teiles von 


5) Die angegebene Definition ist bei Ringen mit Teilerkettensatz mit der Defini- 
tion der i. K.-I. von N.I. aquivalent [vgl. v.d. W. Anm. ")], Ebenso ist sie bei Ringen, 
die dem Quotienten- und Primidealkettensatz von K. II geniigen (also insbesondere 
wieder bei Ringen mit Teilerkettensatz), der Definition von K. II gleichwertig. 
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Satz 3. Jedes niedersie Primideal von as ist durch ein niedersies 
Primideal von a teilbar. Zwei t.K.-I. von a mtt denselben niedersten 
Primidealen sind identisch. 

Zum Beweis des ersten Teiles unseres Satzes beachte man: Jedes zu a 
prime Element mu8 auch zu ag prim sein. Es sei namlich s zu a prim 
und r-s=0(ag); dann mu8 in S ein Element ¢ existieren derart, daB 
r-s-t=0O(a), und daraus folgt weiter r-t = 0(a), r=O(asg). 

Mit den allgemeinen i. K.-I. werden wir uns in § 4 nochmals ausfiihr- 
licher beschaftigen. Wichtige spezielle i. K.-I. sind die im folgenden Para- 
graphen einzufiihrenden ,isolierten Primairkomponenten“. 


§ 2. 
Hichste Primideale und isolierte Primirkomponenten. 


Ein Primideal p, das Teiler von a ist, und kein echtes Primidealviel- 
faches mit der gleichen Eigenschaft besitzt, mége ,,hdchstes Primideal von a“ 
heiBen. Ein Ideal r soll ,halbprim“ genannt werden, wenn r gleichzeitig 
mit a” (r>1) stets auch a enthilt, dh. wenn es in dem Restklassen- 
system nach r kein nilpotentes Element gibt*). 


Satz 4. Jedes halbprime Ideal x besitzt héchste Primideale und ist 
deren Durchschnitt. Jeder Primidealteiler von x ist Tetler eines héchsten 
Primideals. 


Der Beweis stiitzt sich auf folgenden 


Hilfssatz. Hs set vr ein halbprimes Ideal, und es sei S ein mul- 
tiplikativ abgeschlossenes System aus KR, das kein Element aus x enthdlt. 
Dann gibt es stets ein S umfassendes, multiplikativ abgeschlossenes 
System S*, das hinsichtlich t maximal ist, d.h. die Higenschaft besitzt, 
dag zwar in S* selbst kein Element aus t auftritt, dab aber zu jedem 
nicht in S* enthaltenen Element r ein Element s aus S* existiert derart, 
daB r-s in x vorkommt. 


Es seien die Elemente von in irgendeiner Wohlordnung W gegeben, 
und zwar so, daB einer Limeszahl t kein Element entspricht. Der Hilfssatz 
wird bewiesen sein, wenn wir zeigen kénnen: 


Zu jedem Abschnitt A, *) von W existiert ein multiplikativ abgeschlossenes 


*) Zum Begriff der héchsten Primideale vgl. K. II § 2. — Das Wort ,,halbprim“ 
habe ich gewahlt, weil bei dieser Terminologie im (nichtkommutativen) Fall der end- 
lichen hyperkomplexen Systeme das Nullideal eines halbeinfachen Systems halbprim ist. 

) A, soll aus allen den Ringelementen bestehen, die in W als Index eine Ord- 
nungszahl o <r besitzen. 
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System S_, das S und S, fiir o <1, aber kein Element aus r enthialt, und 
das auBerdem die Eigenschaft besitzt, daB zu jedem nicht in S_ enthal- 
tenen Element r aus A ein Element s aus 8S, existiert derart, daB r-s 
in r auftritt. 

Transfinite Induktion! a) Es sei t Limeszahl, und es sei S, fiir o <1 
bereits bekannt. Dann setze man: S, = Vereinigungsmenge aller S, (0 < 1). 
b) Es sei r—1 vorhanden, und es sei S, fiir o< + bekannt. Hat dann 
das Element r, die Eigenschaft, daB r, selbst oder das Produkt von r, mit 
4, —S8,. Hat da- 
gegen r, diese Eigenschaft nicht (was insbesondere immer dann der Fall 
ist, wenn r, bereits zu S_ gehért), so verstehe man unter S_,, das kleinste 
m. a. System, das S, und alle Potenzen von r, enthalt. Dann kommt in 
S_,, kein Element von r vor; denn wire t-r; (t aus S_) Element von r, 
so wire es auch ¢t*-r; =(t-r,)°, und daraus folgte, daB das halb- 
prime Ideal r das Produkt von r, mit dem Element ¢ aus S_ enthalten 
miuBte. 


einem Element von S, in t vorkommt, so setze man S 


Aus dem Hilfsatz ergibt sich nunmehr leicht der Beweis von Satz 4. 
Es sei s ein beliebiges, nicht durch r teilbares Element. Dann ist kein 
Element aus dem m. a. System S der Potenzen von s in r enthalten, es gibt 
daher ein S umfassendes m. a. System S*, das hinsichtlich r maximal ist. 
Zu S* wiederum gehért nach dem Lemma ein hinsichtlich S* maximaler 
Primidealteiler p von cr. Ist p’ irgendein r enthaltendes Primidealvielfaches 
von p, p ein beliebiges Element aus p, so muB p auch zu p’ gehéren, weil 
das Produkt von p mit einem in §*, also nicht in p und nicht in p’ ent- 
haltenen Element ¢ in r und damit auch in p’ auftritt. Es ist daher p = p’, 
d. h. zu jedem nicht in r vorkommenden Element s gibt es ein héchstes 
Primideal p von r, das s nicht enthalt, und r ist daher der Durchschnitt 
seiner héchsten Primideale. Es sei schlieBlich p’ irgendein Primidealteiler 
von t. Dann enthilt das m. a. System S aller nicht in p’ auftretenden 
Elemente kein Element aus r, und indem wir S zu einem multipliktiv 
abgeschlossenen, hinsichtlich r maximalen System S* erginzen, kommen 
wir zu einem durch p’ teilbaren héchsten Primideal von r. 

Satz 4 ist damit voll bewiesen. Allerdings gelten die angegebenen 
Schliisse nur fiir r+ 0, aber fiir r= o ist ja die Behauptung trivial. 

Ist a ein beliebiges Ideal, so ist das Ideal r, das aus allen und nur 
den Elementen besteht, von denen eine Potenz zu a gehért, halbprim, und 
es ist nicht nur jeder Primidealteiler von r Teiler von a, sondern auch 
jeder Primidealteiler von a Teiler von r. Durch Anwendung von Satz 4 
erhalten wir daher: : 

Satz 5. Jedes Ideal a besitzt héchste Primideale, es ist sogar jeder 
Primidealteiler von a Teiler eines héchsten Primideals. 
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Fiir die weiteren Untersuchungen brauchen wir den Begriff des Primar- 
ideals in der iiblichen Fassung*): 


Ein Ideal q heiBt Primdrideal, wenn eine Potenz jedes zu gq nicht 
primen Elementes durch q teilbar ist. Das Primideal p, das aus allen zu q 
nicht primen Elementen besteht, heiBt ,zu q gehdriges Primideal“ und 
umgekehrt wird q als ein ,,zu p gehériges Primarideal“ bezeichnet. — Das 
zu q gehérige Primideal p ist gleichzeitig das einzige niederste und das 
einzige héchste Primideal von p, denn es enthalt alle zu q nicht primen 
Elemente und ist mit dem zu q gehdérigen halbprimen Ideal r identisch. 

Satz 6. Es sei p héchstes Primideal von a, S, set das System der 
durch p unteilbaren Elemente. Dann ist as, = qy ein zu p gehdriges Primdr- 
tdeal, und zwar stellt q, den Durchschnitt aller der zu p gehérigen Primar- 
ideale dar, die Teiler von a sind. Qy soll (die zu p gehdrige) ,,isolierte 
Primarkomponente“ von a hei Ben. 

Da jedes durch p unteilbare Element nach den Ergebnissen von § 1 
zu q» prim ist, brauchen wir, um die Primiridealeigenschaft von q, zu 
beweisen, nur zu zeigen, daB eine Potenz jedes Elementes von p durch qy 
teilbar ist. Es sei p ein beliebiges Element aus p, S* sei das kleinste 
m. a. System, das gleichzeitig p und die simtlichen Elemente von S, ent- 
halt (insbesondere ist also in Anbetracht unserer friiheren Festsetzungen 
fiir po das System S* gleich dem System der positiven Potenzen von 7). 
Da in jedem Primidealteiler von a ein Element aus S* auftritt, mu8 nach 
dem Lemma auch in a selbst ein Element von S* votkommen. Es gilt 
daher, weil a sicher kein Element aus S, enthilt, eine Kongruenz p’-s = 0 (a), 
8 ==0(p) bzw. p’=0(a) mit positivem r, und daraus folgt p’ = 0 (qy). 

q, ist also wirklich ein zu p gehdériges Primiarideal. Es sei jetzt q; 
irgendein zu p gehdriges Primarideal, das Teiler von a ist. Dann mu8 q, 
jedes Element ‘aus q, enthalten, weil das Produkt eines solchen Elementes 
mit einem durch p unteilbaren, also zu gj primen Elemente in a und da- 
mit um so mehr auch in gj vorkommt. 

Aus Satz 6 ergibt sich die wichtige Folgerung: 


Ein Ideal q ist dann und nur dann zu p gehdriges Primdrideal, 
wenn ) gleichzeitig das einzige héchste und das einzige niederste Prim- 
tdeal von q darstelit. 

Insbesondere ist in einem Ring mit Einheitselement jedes Ideal, das 
nur durch ein einziges von o verschiedenes Primideal p teilbar ist, ein zu 
p gehdriges Primarideal. — Ferner erhalten wir: 


*) Zur Definition des Primirideals vgl. N. I § 4, N. Il § 5. — In der strengen 
Terminologie von N. II mi8ten wir von ,schwachen“ Primiridealen reden. 
Mathematische Annalen. 101, 48 
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Satz 7. Jedes héchste Primideal von a ist zu a nicht prim. 


In der Tat, ist p ein Element aus dem héchsten Primideal p, so ist 
entweder p’=0(a) oder p’-s=0(a); s==0(a) mit positivem r, und 
daraus folgt sofort die Behauptung. 


§ 3. 
Kern eines Ideals; Darstellung durch Primairkomponenten. 
Spezielle Ringtypen. 


Der Durchschnitt a* der samtlichen isolierten Primarkomponenten 
von a soll ,Kern von a“ heiBen. a* ist ein Teiler von a, der durch die 
simtlichen héchsten Primideale von a teilbar ist. Daraus folgt sofort, daB 
die héchsten Primideale des Kerns mit den héchsten Primidealen von a 
identisch sind, und auf Grund von Satz 6 ergibt sich weiter: 


Satz 8. Die isolierten Primarkomponenten des Kerns sind mit den 
isolierten Primarkomponenten von a identisch. Hin Ideal a ist dann und 
nur dann gleich dem Durchschnitt seiner ‘solierten Primarkomponenten, 
wenn es mit seinem Kern zusammen/fallt. 

Ein Primarideal q ist stets seinem Kerne gleich, im allgemeinen Fall 
dagegen wird der Kern von a einen echten Teiler von a darstellen. Doch 
gilt wenigstens: 

Satz 9. Ist a kein zu o gehérigee Primdrideal, und bedeutet a ein 
Element aus dem Kern von a, so ist jeder Primidealteiler des Ideal- 
quotienten a:(a) echter Teiler eines héchsten Primideals von a. 

In der Tat, da a Vielfaches von a:(a) ist, mu8 jeder Primidealteiler 
von a:(a) Teiler von a, und damit nach Satz 5 auch Teiler eines héchsten 
Primideals von a sein. Anderseits kann a:(a) nach Definition des Kerns 
und der isolierten Primarkomponenten durch kein héchstes Primideal von a 
teilbar sein, da es unter der Voraussetzung von Satz 9 zu einem beliebigen 
héchsten Primideal p von a stets durch p unteilbare Elemente gibt. 

Aus Satz 9 folgt insbesondere, daB a:(a) ein zu o gehériges Primir- 
ideal sein muB8, falls die héchsten Primideale von a das Einheitsideal o 
als einzigen echten Teiler besitzen. In einem Ring mit Einheitselement, in 
dem o selbst das einzige zu o gehdrige Primirideal darstellt, mu8 daher 
unter dieser Voraussetzung a:(a@) =o und a durch a teilbar sein, d. h. wir 
erhalten: 

Satz 10. Besitzen in einem Ring mit Hinheitselement die héchsten 
Primideale von a das Hinheitsideal 0 als einzigen echten Teiler, so ist a 
mit seinem Kern identisch und daher als Durchschnitt von zu verschie- 
denen Primidealen gehérigen Primdridealen darstellbar. 
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Die Bedeutung von Satz 10 fiir die Theorie der algebraischen Zahl- 
kérper wurde bereits in der Einleitung hervorgehoben. Hier sollen noch 
| einige Bemerkungen gemacht werden iiber abstrakte Ringe mit Einheits- 
element, in denen iiberhaupt kein Primideal einen echten Teiler +0 be- 
sitzt. In einem Ring $ mit Einheitselement, in dem es nur ein einziges 
von o verschiedenes Primideal p gibt, mu8 jedes durch p unteilbare Ele- 
ment e Einheit, dh. es muB (e) =o sein, da ja (e) das Einheitsideal als 
niederstes Primideal besitzt. Ferner mu8 eine Potenz jedes durch p teil- 
baren Elementes gleich Null werden, weil nach Satz 10 das Nullideal in § 
ein zu p gehdriges Primarideal darstellt. ‘§ ist daher ein ,,spezieller pri- 
marer Ring“ in dem Sinne, wie R. Hélzer®) den Begriff formuliert und 
naher untersucht hat. 


Bedeutet © einen Ring mit Einheitselement, in dem die héchsten 
Primideale des Nullideals keinen von o verschiedenen echten Teiler be- 
sitzen*®), so sind in © die héchsten Primideale des Nullideals neben o die 
einzigen iiberhaupt vorhandenen Primideale, es sind zwei zu verschiedenen 
Primidealen gehérige Primarideale stets teilerfremd, und es stellt das Rest- 
klassensystem nach einem beliebigen (von o verschiedenen) Primirideal q 
einen speziellen primaren Ring G/q dar. (Das vom Einheitsideal ver- 
schiedene Primideal von G/q besteht aus allen und nur den Restklassen, 
die Elemente des zu q gehérigen Primideals p enthalten.) 


Gibt es in © nur endlich viel héchste Primideale p,, p,, ..., p, und 
damit auch nur endlich viel isolierte Primarkomponenten jr, q;*, ..., a;* 
des Nullideals, so lat sich © wegen der Teilerfremdheit der q,* bekanntlich 
eindeutig additiv in n Unterringe ©,, S,,..., ©, zerlegen, die zu den 
Restklassensystemen ©/q;*, S/q,*, ..., S/qy,, isomorph und daher speziell- 
primar sind’). Existieren dagegen in © unendlich viel Primideale, so ist 


*) R. Hélzer, Zur Theorie der primaren Ringe, Math. Annalen 96 (1927), S. 713 
bis 735, § 1. 

%) In der Arbeit: ,Algebraische Erweiterungen kommutativer hyperkomplexer 
Systeme“, Math. Annalen 97 (1927), S.473—489, habe ich eine Klasse von Ringen 
vom Typus © untersucht, in denen nur endlich viel Primideale auftreten und daher 
die eindeutig additive Zerlegung in endlich viel speziell primaire Unterringe méglich 
ist. Vielleicht ist es zweckma&Big, die Sonderart der dort behandelten Ringe durch den 
Namen ,kommutative hyperkomplexe Systeme von endlichen Exponenten“ zu kenn- 
zeichnen und den Namen ,kommutative hyperkomplexe Systeme“ schlechtweg fiir die 
allgemeinen Ringe 6 zu benutzen. 

12) Zur Theorie der cindeutigen additiven Zerlegung vgl. z.B. N. II §4 u. §5. — 
Beispiele fiir eindeutig additive Zerlegung in unendlich viele Unterringe bei H. Priifer, 
Neue Begriindung der algebraischen ZahJentheorie, Math. Annalen 94 (1925), 8.198 
bis 243, §5 u.§7, sowie bei J. v. Neumann, Zur Priiferschen Theorie der idealen 
Zahlen, Szegeder Berichte 1926. 

48* 
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eine derartige eindeutig additive Zerlegung im allgemeinen nicht mehr 
méglich; einen gewissen Ersatz fiir diesen MiSstand bietet: 


Satz 11. Besitzt in dem Ring S mit EHinheitselement kein hochstes 
Primideal des Nullideals einen von o verschiedenen echten Teiler, so ist 
in GS ein Element a dann und nur dann durch ein Element b teilbar, 
wenn in dem speziell-primdren Restklassensystem S/q,;" von S nach einer 
beliebigen isolierten Primarkomponente des Nullideals stets die durch a 
reprasentierte Restklasse durch die durch b reprdsentierte teilbar ist. 


Die angegebene Bedingung ist offenbar notwendig; ist sie aber erfiillt, 
so gilt fiir jedes p eine Gleichung a = r,- b + 8,; 8s, = 0(q,"), und daraus 
folgt die Existenz eines durch p unteilbaren Elementes #,, fiir das t,-s, = 0 
und mithin t,-a = (t)-r,)-6 durch b teilbar ist. Der Idealquotient (5): (a) 
enthalt daher fiir jedes p (+0) ein durch p unteilbares Element, d. h. es 
mu8 (b):(@)=o und mithin a durch 6b teilbar sein. 

Bei der Untersuchung der Teilbarkeitsverhaltnisse in © kann man 
also statt mit den Elementen mit ihren Restklassen in den speziell-primiren 
Ringen G/q; arbeiten. Dagegen gibt Satz 11 keinerlei Antwort auf die 
Frage, die im Fall der Existenz von nur endlich vielen Primidealen mit 
Hilfe der Theorie der eindeutig-additiven Zerlegung bejahend beantwortet 
werden kann: 


Gibt es in © stets ein Element a, das modulo jedes Ideals 3 einem 
beliebigen vorgegebenen Element a, kongruent ist? 


In der Tat lassen sich Ringe © angeben, fiir die die aufgeworfene 
Frage zu verneinen ist. Es sei z.B. St der Ring aller ganzen algebraischen 
Zahlen, p eine Primzahl, (p) das durch p in R erzeugte Hauptideal, 
S = Wi/(p). Dann besitzt in S kein Primideal einen von o verschiedenen 
echten Teiler, weil in R die entsprechende Behauptung fiir alle vom Null- 
ideal verschiedenen Primideale gilt’). AuBerdem mu8 in © jede Nicht- 
einheit durch unendlich viele Primideale teilbar sein, weil in Rt jedes Ideal 
mit endlicher Basis unendlich viele Primidealteiler besitzt’*). Es kann da- 
her in © z. B. kein Element geben, das modulo einer einzigen isolierten 
Primarkomponente des Nullideals gleich 0, modulo aller andern gleich 1 ist. 

Wir stoBen also hier bei den allgemeinsten Ringen des oben behandelten 
Typus © auf neuartige, von den bisher untersuchten Spezialfillen her un- 
bekannte Schwierigkeiten. Doch la8t sich wenigstens, wie noch — der 
Kiirze halber ohne Beweis — erwahnt werden soll, zu jedem Ring © ein 
durch G bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter Erweiterungsring © 
konstruieren, dessen Primideale eindeutig umkehrbar den Primidealen von 


*#) Vgl. z. B. E. Stiemke, Uber unendliche algebraische Zahlkérper, Math. Zeitschr. 
25 (1926). 
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S entsprechen, und der die Eigenschaft hat, daB in S ein beliebiges vor- 
gegebenes Kongruenzensystem nach den isolierten Primarkomponenten des 
Nullideals stets eine Lésung besitzt. 

Die Konstruktion von © bietet nach dem Vorbild der in Anm. **) 
zitierten Arbeiten von Priifer und v. Neumann keine grundsitzliche Schwie- 
rigkeit. Man hat im wesentlichen vom Ringe © zu dem System aller 
simultanen Kongruenzen nach den isolierten Primarkomponenten des Null- 
ideals iiberzugehen. 


§ 4. 
Zugehérige Primideale. 


Von der Untersuchung spezieller Ringklassen wenden wir uns wieder 
zu allgemeinen Bereichen, um dort den Begriff der ,zu a gehdérigen Prim- 
ideale“ einzufiihren. e bedeutet im folgenden ein von o verschiedenes 
Ideal, das sich als Durchschnitt von endlich viel Primarkomponenten dar- 
stellen 1a8t, unter einer ,,kiirzesten Darstellung von e“ verstehen wir eine 
Durchschnittsdarstellung durch Primirideale, bei der keine Komponente 
iiberfliissig ist. Mit den Methoden von K.I §2 u.§3 beweist man, auch 
ohne Voraussetzung des Teilerkettensatzes: 

Die Gesamtschar der zu den Primarkomponenten einer kiirzesten Dar- 
stellung von e gehdérigen Primideale ist bei allen kiirzesten Darstellungen 
von e dieselbe, — und auf Grund dieses Invarianzsatzes kann man nach 
dem von E. Noether fiir den Fall der Ringe mit Teilerkettensatz gegebenen 
Vorbild?*) definieren: 

Unter einem zu e gehérigen Primideal soll ein Primideal verstanden 
werden, das zu einer bei einer kiirzesten Darstellung von e auftretenden 
Primarkomponente gehért. 

Doch hat diese Definition ersichtlich den Nachteil, daB sie sich nicht 
auf beliebige Ideale ausdehnen laBt. Zu einer fiir alle (deale brauchbaren 
Definition fiihrt uns Satz 12, der auBerdem einen neuen Beweis fiir die 
Invarianz der Schar der zu den Primarkomponenten irgend einer kiirzesten 
Darstellung von a gehérigen Primideale liefert. 


Satz 12. Es sei e=Q,/\q,/%\.-. 4, eine kiirzeste Darstellung 
von e, p; bedeute das zum Primdrideal q; gehdérige Primideal. Dann kann 
die Gesamtschar X der ; unabhdngig von der gegebenen Durchschnitts- 
darstellung folgendermaBen charakterisiert werden: Ein Primideal p gehort 
dann und nur dann zu 2, wenn pp niederstes Primideal des durch das 
System S, der durch p unteilbaren Elemente erzeugten 1. K.-I. von a ist. 


13) Vgl. N. 1 §5. 
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Der Beweis von Satz 12 stiitzt sich auf folgenden bereits bei v. d. W. 
bewiesenen 

Hilfssatz. Wenn e irgendwie als Durchschnitt von Primdridealen 
dargestellt ist: e=q,/\Q,.-.Q,, und wenn von den zu den gq; 
gehorigen Primidealen p; nur ),, Po, ---, P,, (min) Elemente aus S 
enthalten, so ist ¢s =Qy.4 4 Umag ++: OQ, (baw. =0 fir m=n). 

Es sei jetzt wieder e = q,/\ q,/\.../\q,, kiirzeste Darstellung von e. 
Um nachzuweisen, daB etwa p,, (m<n) niederstes Primideal von ts, 
ist, denken wir uns die Numerierung so gewahit, daB von den p, nur 


D> Pmaar +> P, durch p,, teilbar sind. Nach dem Hilfssatz ist dann 
Cs, = Gm Gmea +++ G,- Bedeutet ferner S' ein echtes Obersystem 
von S»,, so ist es Teiler von q,..,\ Guse%--- OQ, (bzw. =o fiir 
m=—n)*™), da in S’ ein durch p, teilbares Element vorkommen 


muB. Ware nun es, = es’, 80 wire CS. = Ganga Gmga ++ NO, 
C=O, ---NOg aN Ge ++-4,, die Darstellung e=9,\9,4...\4, 
ware also gegen Voraussetzung keine kiirzeste. Es muB daher fiir jedes echte 
Obersystem S’ von S,, stets (es, )s' = es ein echter Teiler von es " sein, 
und daraus folgt sofort, da8 p kein zu es, primes Element enthalten kann. 

Es sei jetzt umgekehrt p ein Primideal, das niederstes Primideal von 
es, ist. Dann mu8 zunichst p Teiler von mindestens einem p, sein, denn 
andernfalls ware ts, = 0 14) und p+o sicher nicht niederstes Primideal 
von ¢s,. Wahlen wir nun die Numerierung so, daB von den p, nur 
Pir Pmaa> ses P, durch p teilbar sind (m <n), so wird nach dem Hilfs- 
Satz Os, = GV Gunga Vee NI weil S zu jedem der Ideale yp, 
(¢ =1,2,...,m—1) mindestens ein durch p, teilbares Element enthiilt. 
Bedeutet jetzt ¢ ein durch keines der Primideale p,, p,,,,,..-, p,, teil- 
bares Element, so mu ¢ zu ¢s, prim sein, denn es gilt ja fiir das System Ss’ 
der Potenzen von ¢ nach dem Hilfssatz die Gleichung ( 8,)s" = €s,. Dar- 
aus ergibt sich sofort, da8 p mit einem der Ideale p, (4 =m, m-+-1,..., n) 
identisch ist, denn andernfalls gibe es in p ein durch kein p, (¢ = m +1, 
m-+2,...,m) teilbares und damit zu es, primes Element, entgegen der 
iiber p gemachten Voraussetzung. 

Auf Grund des nunmehr vollbewiesenen Satzes 12 definieren wir so- 
fort allgemein: 

Das Primideal » hetBt zu a gehérig, wenn p niederstes Primideal 


von as, tst **). 


%*) Hier ist ausnahmsweise die Méglichkeit zugelassen, daB ein gewisses i. K.-L 
von a gleich o ist. 

%) Bei Ringen mit Quotienten- und Primidealkettensatz ist die Definition mit 
der von K. II § 3 aquivalent. 
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DaB es zu jedem a zugehérige Primideale gibt, zeigen die Ergebnisse 
von § 2. Denn nach Satz 6 gehért offenbar jedes héchste Primideal von a 
im Sinne unserer Definition zu a. Unter = verstehen wir stets die Gesamt- 
schar der zu a gehdérigen Primideale. Eine Unterschar =’ von = heiBt 
»tsoliert“, wenn sie gleichzeitig mit p auch jedes Vielfache von p aus = 
enthalt. — Aus den Untersuchungen iiber i.K.-I. von §1 folgt, daB jedes 
zu a gehdérige Primideal Teiler von a und zu a nichtprim ist. Was wir 
von der Einfiihrung der zugehérigen Primideale zu erwarten haben, zeigen 
die folgenden, fiir Ideale e giiltigen Siatze: 

a) Die Schar =" der zu einem i. K.-I. es von e gehérigen Primideale 
bildet diejenige isolierte Unterschar von 2, die aus allen und nur den 
Primidealen gehért, die zu e gehéren und kein Element aus S enthalten. 

b) Hin i. K.-I. von e ist durch seine zugehdrigen Primideale eindeutig 
bestimmt. 

c) Zit jeder isolierten Unterschar =’ von S gibt es ein i. KI. von e, 
zu dem alle und nur die Primideale von =" gehéren. 

Beweis iiberfliissig, da die Satze bekannt**). Es erhebt sich die Frage, 
inwieweit dieselben fiir beliebige Ideale a gelten. 


Satz 13. In einem ,normalen“ Ring R, in dem jedes niederste 
Primideal » von a stets auch niederstes Primideal der Hauptkomponente 
a(p) tst, gelten die Sdtze a) und b) fiir beliebige Ideale a. 

Die Richtigkeit von Satz a) fiir beliebiges a ergibt sich ohne Schwie- 
rigkeit aus der Definition der zugehérigen Primideale und den in § 1 ab- 
geleiteten Eigenschaften der i.K.-I. Man beachte insbesondere: Ein Prim- 
ideal p, das ein Element aus S enthalt, kann unmédglich zu ag gehéren, 
weil es nach den Ergebnissen von §1 zu ag prim sein muB; ist p ein 
Primideal, das kein Element aus S§ enthilt, so ist das System S, der 
durch p unteilbaren Elemente Obersystem von S, und es gilt daher die 
Gleichung (as)s, =g,. — Die Giiltigkeit von Satz b) ergibt sich aus 
Satz 3 von §1 sowie aus der Tatsache, daB in einem normalen Ring 
unter den zu ag gehdérigen Primidealen stets auch die niedersten Prim- 
ideale von ag vorkommen. 

Wie man sieht, ist die Normalitét von R fiir den Beweis von Satz a) 
iiberfliissig, wahrend sie fiir den im Text angegebenen Beweis von Satz b) 
nicht entbehrt werden kann. Wie bereits in § 1 hervorgehoben, kenne 
ich kein Beispiel eines nichtnormalen Ringes und vermute sogar, daB 
itiberhaupt jeder Ring normal ist, ohne aber diese Vermutung beweisen 
zu kénnen. 


1) Vgl. N.I §7, K.1 4, K.1 84. 
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Satz 14. Es gibt normale Ringe, in denen Satz c) nicht fiir alle 
Ideale gilt, z.B. den Ring Rt aller ganzen algebraischen Zahlen. 

In & besitzt, wie bereits in § 3 gelegentlich hervorgehoben, auBer dem 
Nullideal kein Primideal einen echten Teiler +o. AuBerdem ist, wegen 
der Existenz des Einheitselements, 0 zu jedem Ideal a prim. Daraus folgt 
sofort: Die von o verschiedenen Primidealteiler eines vom Nullideal ver- 
schiedenen Ideales a aus R sind héchste Primideale von a und bilden in 
ihrer Gesamtheit die Schar der zu a gehérigen Primideale; der Ring R 
ist normal. Nun kann man, wie in K. III §3 bereits ausgefiihrt ist, 
in ® ein Ideal a finden, das vom Nullideal verschieden ist und zwei 
Durchschnittsdarstellungen a@ = qo /\ q,\ Gy A\ «+. = 4,0 Gg AN Gg --- be- 
sitzt, bei denen gq, jeweils ein zu p, gehériges Primirideal bedeutet 
(¢=0,1,2,...; p+ p, fiir i+). Verstehen wir dann unter >’ die 
Schar der Primideale p,, p,, ~,,.-., so ist =” isoliert in S, weil ja von 
den zu a gehérigen Primidealen keines durch ein anderes teilbar ist. Gleich- 
wohl kann es in R kein i. K.-I. von a geben, zu dem gerade und nur die 
Primideale von >’ gehéren. Denn ein i. K.-I. von a, das durch p,, pq, Pg, --- 
teilbar ist, muB auch durch die zu diesen Primidealen gehérigen isolierten 
Primarkomponenten und mithin wegen der in Satz 6 formulierten Grund- 
eigenschaften der isolierten Primirkomponenten auch durch die Primir- 
ideale q,, q,,4,,--. teilbar sein; es ist daher mit a identisch und besitzt 
auBer p,,p,,),,--. auch p, als zugehériges Primideal. 

In allen den normalien Ringen i, in denen Satz c) nicht gilt, erhebt 
sich sofort die Frage: 

Welche Eigenschaften mu8 eine isolierte Unterschar >’ von = be- 
sitzen, daB zu ihr ein i. K.-I. von a existiert, zu dem alle und nur die 
Primideale von =’ gehéren? 


Die gestellte Frage ist sicher von wesentlichem Interesse, doch erfordert 
ihre Behandlung vermutlich immer einen genaueren Einblick in die Natur 
des vorgelegten Ringes. Bei den in der Theorie der unendlichen algebraischen 
Zahlkérper auftretenden Ringen kann sie dadurch beantwortet werden, da’ 
man die Primideale des gegebenen Bereiches als Punkte eines Raumes auf- 
faBt, den man durch Einfiihrung eines geeigneten Umgebungsbegriffes ,,topo- 
logisiert. 


(Eingegangen am 25, 9. 1928.) 
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Uber einen neuen Grenzwertsatz der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Von 
A. Khintchine in Moskau 


1. Problemstellung und Diskussion des Gau8-Laplaceschen 
Verteilungsgesetzes. 


Im folgenden soll die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A durchweg 
mit W(A) bezeichnet werden. Ist Z ein Ereignis, W(£) =p, 1—p=—gq, 
werden m voneinander unabhingige Versuche angestellt und soll EZ dabei 
m-mal auftreten, so lautet der Laplacesche Grenzwertsatz 

te 
(1) lim W{t, /2npq<m—np<t,)2npq} = fede, 
n>@ Vx 
th 
wo t, und t, >t, beliebige reelle Zahlen bedeuten. 

Dieser beriihmte Satz, der bekanntlich auch vielerlei Erweiterungen 

erfahren hat, gestattet fiir groBe n-Werte das Verteilungsgesetz der Zahl m 


(oder einer der mit ihr funktionell verbundenen Grofen —, m—np, 


m—np ‘ ane » ‘ . - 
P usw.) in groBen Ziigen naherungsweise zu verfolgen. Ein Grund fiir 





}npq 

die iiberraschende Verallgemeinerungsfahigkeit der in ihm ausgesprochenen 
Grenzbeziehung kann darin erblickt werden, daB die Funktion e~™ mit 
absolut wachsendem z sehr schnell abnimmt und da8 andererseits im all- 
gemeinen dasselbe fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte verhaltnismaBig groBer 
Abweichungen einer Summe von WahrscheinlichkeitsgréBen von ihrem 
Mittelwert zutrifft. Mit anderen Worten kénnte man sagen: das auBer- 
ordentlich groBe Anwendbarkeitsgebiet des Laplaceschen Grenzwertsatzes 
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ist wenigstens zum Teil dadurch bedingt, daB er iiber das zu untersuchende 
Verteilungsgesetz in den vom Mittelwert sehr entfernten Gebieten nur sehr 
wenig aussagt; namlich nur, daB die diesen Gebieten entsprechenden Wahr- 
scheinlichkeiten unendlich klein ausfallen, ohne etwas Naheres iiber ihre 
GréBenordnung zu berichten. Die Limesgleichung (1), die bekanntlich gleich- 
maBig in ¢t, und t, stattfindet, sagt ja im Falle (in bezug auf n) unend- 
lich groBer positiver t,, t, offenbar nichts anderes aus, als daB die links- 
stehende Wahrscheinlichkeit unendlich klein sei; der rechtsstehende asym- 
ptotische Ausdruck, dessen Aufstellung doch das Hauptziel des Laplaceschen 
Satzes ist, wird in diesem Fall illusorisch, und der Grenzwertsatz behauptet 
nicht mehr wie der Satz von Bernoulli: namlich nur, da8 Abweichungen 
m—np, die unendlich groB im Vergleich mit der Streuung o = /npq 
sind, unendlich kleine Wahrscheinlichkeiten haben. 

Es schien mir nun von Interesse, eine nahere Untersuchung iiber die 
Frage anzustellen, ob und in welchem Grade das Verteilungsgesetz von m 
auch im Gebiete unendlich groBer ¢,, t¢, durch das GauB-Laplacesche Ver- 
teilungsgesetz wiedergegeben wird. Als Ergebnis fand ich einen neuen 
Grenzwertsatz, dessen ausfiihrlicher Beweis den Gegenstand des vorliegenden 
Artikels ausmachen soll; der Formulierung des neuen Satzes mu8 jedoch 
eine kurze Diskussion des GauB-Laplaceschen Verteilungsgesetzes voraus- 
geschickt werden. 


Geniigt eine GréBe z einem solchen Gesetz mit der Streuung o, so 
ist fir a<b 


W(oa<2z<0b)= e *dz; 


ae 

jaa) 

fiir unendlich groBes ¢ > 0 ist natiirlich W(ot< 2x) unendlich klein, und 

a fortiori ist dabei fiir t< t, < t, auch W (ot, < 2 < ot,) unendlich klein. 

Wir kénnen aber die Wahrscheinlichkeitsverteilung im Gebiete x > of gut 

beherrschen, indem wir Limesbeziehungen fiir Verhiltnisse der Gestalt 
Wot, <<x<ot,) 


W(z>ct) 





auffinden, wo t, t, >t, t, >#, umendlich groB von vorgeschriebener rela- 
tiver GréBenordnung sind. 


Sei zunichst ¢ unendlich groB von beliebiger Ordnung und 


t,=t+4%, tj =t+%, 0<9,<9,; 


bleiben dabei g, und g, konstant, so wird 
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14% 





W (ot, <2 <ot,) ml Fae 1 Pig 
~ Yaa itt) * r 
1+% 
@ 

Ks Ge y? sz 

x -yp 2 pee ay 92 \ 
n° 16 ae ee fe vdy{1+0(%)} 

ay M1 


2 
={f{j]+ 1 "Si we 2 2. 
{1+ 0(1)} (mem) 





und andererseits 


1 7-H 
; _ 2 
W(sct<2)= ime dz “ak dy 
0 
i 


e 


P 2 nD _y¥ ‘ 2 x -— 
= ferwe 2 dy= fewe ae du 
a 








0 0 
. 


Wik 





={1+0(1)}}- 


Demnach wird 
(2) W(ot,<2<of,) 
o W(ot<z) 
t—-oo. 








—+e-n —e-%, 


Die von uns gewahlten speziellen Ausdriicke fiir t, und ¢, erscheinen 
demgema8 als die der Natur des Problems entsprechenden; denn gerade 
fiir den Fall, wo t,t und t,—t von der GroBenordnung ¢~* sind, ergibt 
sich, wie wir nun sehen, der gesuchte Limesausdruck von 0 und 1 ver- 
schieden. Man kénnte dazu leicht direkt nachrechnen, daB der Limes 
gleich 0 wird, falls t,—¢ unendlich groB ‘im Vergleich mit ¢~* ist, was 
auch t, >, sei; und im Falle t,—t=—o0(t~*), #*=o(t,—t,) ist der 
Limes gleich 1, wie man wieder leicht nachrechnet; all dies ist iibrigens 
nur eine sehr naheliegende Eigenschaft der Funktion e~. 

Nun liegt aber in (2) ein Grenzwertsatz vor, dem also das Gaub- 
Laplacesche Verteilungsgesetz Geniige leistet. Unser Ziel wird in dem 
Nachweise bestehen, daB auch das Verteilungsgesetz der anfangs definierten 
GréBe m — np diesem Satz unterworfen ist, wofern nur selbstverstandlich 
mit ¢ auch m unendlich wird; das bedeutet nun offenbar, da auch in 
dem Gebiete der unendlich kleinen Wahrscheinlichkeiten (groBen Abwei- 
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chungen) das Verteilungsgesetz der GréBe m—np wesentlich durch die 
GauB-Laplacesche Formel wiedergegeben wird, und zwar in einem viel 
priziseren Sinne als es der Laplacesche Grenzwertsatz angibt. Freilich 
muB8 dabei, wie es denn auch von vornherein klar ist, der Parameter ¢ in 
seinem Wachstum einer gewissen Einschrinkung unterliegen. Denn falls ¢ 
von der Gré8enordnung Jn wird, kommen wir wegen o = ¥npq zu solchen 
Gebieten, die von m—np gar nicht erreicht werden kénnen, wo folglich 
die zugehérigen Wahrscheinlichkeiten verschwinden. Es liegt also voll- 
stindig in der Natur der Sache, wenn wir t=o()m) voraussetzen. Das 
ist aber auch die einzige Einschrinkung, und es gilt folglich der Satz: 


Fir 059,59,5+%, t-—-c, n—o, t o(¥n) ist 
wi Ynpa (e+ a <m—np<Y)unpq 04% 


-e7n e~%, 
W\y}npqt<m—np 
Selbstverstandlich gilt auch die analoge Beziehung fiir die negativen 
Abweichungen. 


2. Beweis des Satzes. 


Ich setze m — np = ox = )npqz und will zunichst unter der Vor- 
aussetzung 2 = o()n) eine passende Abschitzung fiir die Wahrscheinlich- 
keit eines bestimmten m-Wertes, also fiir die GréBe 

) n! m on m 
q 
Pi. m!(n- m)i P d 
aufstellen; dabei werden alle Abschitzungen auf Konstanten bezogen, die 
héchstens von p abhingen diirfen. Die Anwendung der Stirlingschen 
Formel ergibt leicht 
] / ro 
2 - 9 — | + + } 
lg P., 5 g2apqn np +20 + >) |g(1 al 
/ l xo ‘Fz 
(ng — xo + )lg(1—-—)+0(—). 


2, nq/ n/ 
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und ganz dhnlich 


k 

/ ht ro\ = 1 p\2 (x \* x 
(ng—ao- 3) 8(l—s, = -—z0-+ n> re=n 1 () (=) +0(=), 

k=2 
also 

. k 

{a (2) (2) \(2)'3 
*-_ 24 —— (k . 
Ig P, 7 1g2 apqn oD iE =a) 4 Py +(— 1)"p a) \(e)'+ 


: fl “ {2 bs i a ‘ 
wenn wir noch O| =I gegeniiber O(--) vernachliassigen diirfen, was hier 
‘yn 





immer geschehen kann, weil wir x fortan immer unendlich groB denken; 


ich setze noch 


k k 
1 f.(p\* , e (ay) _ 
k(k—1) \2 \q/ + (— 1) p(£) j= (k>1), 
nd'n,(2)' = f,, ( a) 
oan Yn 


und erhalte 


Zz 
ees _tniato( 5) 
” \2xpqn 
Ist nun 


t=t+-, 
darin g > 0 konstant und t= o(Vn) unendlich groB, so ist fiir k >1 


z \* t\* kg te k(k—1) 1 b-8 
(i) — Gi) — F(a) oP) SR) 
mit 0 << 0,= 0, (n,t,g) <1; deswegen wird 


(3) (2) t()+0+ 0d bn (£) + +(8) ye, 10—)), “(ey 


f(t) +9+0(=)+0(%), 
und folglich 





rem a oeeti+o(g) +0) 


Daher erhalte ich fiir konstante positive g,, 9, > 9, 
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W(9d)=Wio(t+$)<m—np<o(t+#}—- P, 
0 (+8) <m—n p<o(t+%) 
+0 =) +0 (8) 
Uf) +(e) een 3 e-9. 


Nun wichst g offenbar um ., wenn m um | gréBer wird; daraus folgt 


Sev= * [e-"du{1+0(1)}, 


= 
g~% rh 


wenn von hier an die Konstanten, auf die die Abschatzungen bezogen 
werden, auBer p noch von g, abhiangen diirfen. Somit erhalte ich 


e —fn (t) 


—— (e-" — e-%) (1+ 0(1)). 


W(g;, 9s) = tVin 


Der Beweis wird offenbar erledigt, wofern ich noch zeigen kann, daB diese 
Formel auch fiir den Grenzfall g,=0, g,=-+0o zutrifit; denn dann 
findet man unmittelbar 


W(9;> 9s) 
W(0, 2) 





+e" — e-% 


fiir n—+0o, t-+co, t=o yn, was ja genau die Behauptung des zu be- 
weisenden Satzes ausmacht. 

Nun ist, wenn e¢ > 0 beliebig klein aber fest gewahlt ist, fiir s = ¢ + .. 
g > 0 konstant, t>0 und t=o(yn) unendlich groB, 


Wig,0c)= SP= SF P+ D> P,. 
z>s s<zSeVn z>:Vn 


Bezeichnen wir hierin die beiden Summen rechts mit 2, bzw. 2,, 80 
haben wir 


2,={14+0(e)} SS) —t~e-h 


ya 12 pam 








s<2Se 


= {1+ O(e)}e-a . 1 e~ (fn (2)—fale)) ; 
e<sSeVa'* pq" 





nun ist fir z<eyn 


fi(2) = Ya S'kr, (<)- 2+ o(=) =2z{1+0(e)}, 


k=2 


yn 





sek 


# 
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also fiir geniigend kleines « 


da ferner dabei, wie man leicht einsieht, f.’(x) > 0 ist, so erhalten wir 
fir e<eyn 
1 
f,(") — f, (8) > (@ — 8) f, (8) > g8(4—8), 
und folglich 


eVan 








> . e— (fn (2)—-fnl)} — me Af e-ttmia-Mio de 
A }2xpqn }2xpqn Ya. 








1 1 -}2(a-2) 1 2 
< a [ente-Mdg = 14 2; 
\2xpqn > 2x. \2apqn + sy2x’ 





das gibt nun 
< f e~f of —— ea tals) 
“ wee sy2x }{1+ 0()} < ies 


wenn « geniigend klein und demnichst n geniigend gro8 gewahit wird. 
Um nun 2, abzuschitzen, benutzen wir einen Satz von Hardy und 
Littlewood’), demzufolge bei festem « ein (=({(p,e)>0 angegeben 
werden kann, so daB8 
2, <ne-** 
ist. Wir finden also 


—fn(s) 





W(8,0o) < +ne-**; 


diese Abschiatzung gilt, wofern n geniigend groB, s=o(yn) und ¢ eine 
geeignete positive Konstante ist. Da wir nun s =? +4 gesetzt haben, 
dabei t= 0()n) positiv unendlich groB und g>0 konstant, so haben 
wir wegen (3) 


W(8, co) <* 





e- #{1+ 0(1)}+ ne-**; 
wegen 


r(t)—=n d's, (;) -0 (1?) = 0(n) 


k=2 


ist aber 





eo 
ne-i* = of ; \, 


1) Some problems of diophantine approximation, Acta Math, 87 (1914), p. 183, 
Lemma 1. 442. 
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und folglich 


a” 


W(g,00) < 





fn (t) 
- e-#{1+0(1)}. 


Nun ist andererseits 


Wi0= W.-M, 
und folglich, da wir schon 
ea 
W(0, 9) = —— (l— e-*) (1+ o0(1)) 
J2xt ; ; 
festgestellt haben und da g beliebig groB sein darf, 
. e~fnit) P 
W (0,00) = - {1+ 0(1)}, 
: tV22 “ites 


womit nun alles bewiesen ist. 


Géttingen, 7. 7. 1928. 


(Eingegangen am 29. 9. 1928.) 


721/7/57 — V/12/6 

















